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Lindenau,  Bernhard  August  von, 
4854. 

Ludwig,  Carl,  4895. 

Marchand,  Richard  Felix,  4  850 . 

Mettenius,  Georg,  4866. 

Möbius,  August  Ferdinand,  4  868. 

iVowinann,  CaW  Friedrich,  4  873 . 

jRjppij',  Eduard,  4868. 

BetcÄ,  Ferdinand,  4882. 

Scheeirer,  Theodor,  4875. 

Schenk,  August,  4894. 

Schieiden,  Matthias  Jacob,  4  884 . 

Schwägrichen,  Christian  Fried- 
rich, 4853. 

Seebeck,  Ludwig  Friedrich  Wil- 
helm August,  4849. 

Steiw,  Samuel  Friedrich  Natha- 
nael  von,  4885. 

Stohmann,  Friedrich,  4897. 

Volkmann,  Alfred  Wilhelm,  4  877. 

Wefter,  Eduard  Friedlich,  4  874 . 

W^e&er,  j^rn^^  Heinrich,  4878. 

TTefccr,  M/Wm,  4894. 

Zöllner,  Johann  Carl  Friedrich, 
4882. 


Leipzig,  am  84.  December  1897. 


Verzeichniss 

der  bei  der  Königl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften im  Jahre  1897  eingegangenen  Schriften. 


4 .  Von  gelehrten  GeseliscbafteD,  Universitäten  und  öffentlicheD 
Behörden  herausgegebene  und  periodische  Schriften. 

Deutschland. 

AbhaDdlungen  der  Kgl.  Akademie  d.Wissensch.  zu  Berlin.  Aus  d.J.  1896. 

Berlin  d.  J. 
Sitzungsberichte  der  KOnigl.  Preuss.  Akad.  d.  Wissenscb.  zu  Berlin.  1896, 

No.  40—58.  4897,  No.  1—89.    Berlin  d.  J. 
KekulS  von  StradonitZj  Reinh.^  Ueber  Copien  einer  Frauenstalue  aus  der 

Zeit  des  Phidias.     57.  Programm  zum  Winkelmannsfeste  der  Ar- 

cbäolog.  Gesellschaft.     Berlin  1897. 
Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  zu  Berlin.    Jahrg.  29, 

No.  18.  19.  Jahrg.  80,  No.  1-18.   Berlin  1896.  97. 
Die  Fortschritte  der  Physik  im  J.  1890.  1891.  1896.  1806.    Dargestellt  von 

der  Physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin.    Jahrg.  46.  47.  61.  52. 

Abth.  1 — 8.   Braunschweig  1896.  97.  Namenregister  zu  Bd.  21  (1868) 

—48(1887).    hearb.  von  B.  Schwalbe.   1.  Hälfte.    Berlin  1897. 
Verhandlungen    der    physikalischen  Gesellschaft   zu  Berlin    i.   J.  1896, 

No.  6.  7.  1897.  Nr.  1—10  (Jahrg.  15.  16).  Berlin  d.  J. 
Centralblatt  für  Physiologie.  Unter  Mitwirkung  der  Physiologischen  Gesell- 
schaft zu  Berlin  herausgegeben.    Bd.  10  (Jahrg.  1896),  No.  20 — 26. 

Bd.  11  (Jahrg.  1897),  No.  1—18.  Berlin  d.  J. 
Verhandlungen  der  Physiologischen   Gesellschaft  zu  Berlin.     Jahrg.  21 

(1896/97J,  No.  1—17.  Berlin  d.  J. 
Abhandlungen  der  Kgl.  Preuss.  geolog.  Landesanslalt.  N.  F.    H.  21 — 28. 

Berlin  1896/97. 
Jahrbuch  der  Kgl.  Preuss.  geolog.  Landesanstalt  u.  Bergakademie  zu  Berlin 

f.  d.  J.  1896.  Bd.  16.  Berlin  1896. 
Beyschlag,  Franz,  Geognostische  Uebersichtskarte  des  Thüringer  Waldes. 

Hsg.  von  der  Kgl.  Preuss.  Geolog.  Landesanstalt  u.  Bergakademie. 

Berlin  1897. 
Die  Thtttigkeit  der  Physikalisch-Technischen  Reichsanstalt  i.  d.  Z.  vom 

1.  Febr.  1896  bis  81.  Jan.  1897.  S.-A.  Berlin  1897. 


Baiudt,  G,j  Ueber  innere  Antobaaung  und  bildliches  Denken.  Rede,  ge- 
balten in  d.  Aula  der  Kgl.  Technischen  Hochschule.  —  Rietschel,  H., 
Gedttchtnissrede  zur  Feier  des  hundertsten  Geburtstages  Kaiser 
Wilhelms  des  Orossen.     Berlin  4897. 

Jahrbücher  des  Vereins  von  Alterthumsfreunden  im  Rheinlande.  H.  100. 4  04 . 
Bonn  4896/97. 

Zehnter  Jahresbericht  des  Vereins  für  Naturwissenschaften  zu  Braun- 
schweig  f.  d. Vereinsjahre  4895/96  u.  4896/97.  Braunschweig  4897. 

Braunschweig  im  Jahre  4897.  Festschrift,  den  Theilnebmern  an  der 
69.  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  gewidmet 
von  der  Stadt  Braunschweig.  Htg.  von  Rud,  Blasius.  Braun- 
schweig 4  897. 

Vierundsiebzigster  Jahresbericht  der  Scblesischen  Gesellschaft  für  vater- 
ländische Cultur.  Enthält  den  Generalbericht  über  die  Arbeiten  und 
Vertfnderungen  der  Gesellschaft  im  J.  4  896.   B  r  e  s  1  a  u  4  897 . 

Abhandlungen  des  Königl.  Sachs,  meteorologischen  Instituts  in  Chemnitz. 
H.  S.  Leipzig  4897.  —  Das  Klima  des  Königreichs  Sachsen.  H.  4. 
Chemnitz  4897. 

Vorläufige  Mittheilungen  der  Beobachtongs-Ergebnisse  von  zwölf  Stationen 
11.  Ordnung  in  Sachsen.  Sept. — Dec.  4  896.  Jan. — März  4  897. 

Schriften  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Dan  zig.  N.F.  Bd.  9,  H.  S. 
Danzig4897. 

Codex  diplomaticus  Saxoniae  Regiae.   Im  Auftrage  der  K.  Sachs.  Staats- 
'  regierung  henusgeg.w.O. Posse  und  E,  Ermisch.  S.Haupttbeil,  Bd.  4  6. 

Die  Matrikel  der  Universität  Leipzig.   Hrsg.  von  Georg  Erler.  Bd.  2. 

Leipzig  4897. 
Zeitschrift  des  k.  sächsischen  statistischen  Bureaus.    Redig.  v.  F.  Böhmen. 

Jahrg.4t(4896),No.8.4.  Jahrg. 48.  (4 897), No.  4.9.  Dresden  4896.97. 

Sitzungsberichte  und  Abhandlungen  der  naturwissenschaftl.  Gesellschaft  Isis 
in  Dresden.  Jahrg.  4896,  Jul.— Dec.  4897,  Jan.— Jun.  Dresden  d.  J. 

Verzeich niss  der  Vorlesungen  und  Übungen  an  der  Kgl.  Sachs.  Technischen 
Hochschule  f.  d.  Sommersem.  4897.  Für  d.  Wintersem.  4897/98.— 
Bericht  über  die  Kgl.  Sachs.  Tecbn.  Hochschule  für  4896/97.  —  Die 
Bibliothek  der  Kgl.  Sachs.  Techn.  Hochschule  i.  J.  4896.  Dresden 
4897. 

Mittheilungen  der  PoUichia,  eines  naturwissenschaftlichen  Vereins  der 
Rheinpfalz.  No.44.  {Jahrg.54.}   [Dürkheim  a.d.  H.]  4896. 

Betträge  zur  Geschichte  des  Niederrheins.  Jahrbuch  des  Düsseldorfer 
Geschichtsvereins.  Bd.  44.  Düsseldorf  4897. 

Vittheilnngen  des  Vereins  für  die  Geschichte  und  Alterthumskunde  von 
Erfurt.  H.  48.   Erfurt  4896. 

Sitzungsberichte  der  pbysikal.-medicinischen  Societfit  in  Erlangen.  H.  28 
(4896).  Erlangen  d.  J. 

Jahresbericht  des  Physikalischen  Vereins  zu  Frankfurt  a./M.  f.  das  Rech- 
nungsjahr 4  895/96.  Frankfurt  4  897. 

Helios.  Abbandlungen  u.  monatliche  Mittheilungen  aus  d.  Gesaromtgebiete 
der  Naturwissenschaften.  Organ  des  Naturwissen  seh.  Vereins  des 
Reg.  -  Bezirks  Frankfurt.  Herausgeg.  von  Ernst  Huth,  Jahrg.  4  4 , 
Berlin  4897. 


Till     

Societaium  Utterae.  Veneiohniss  der  in  d.  Publikationen  der  Akademien 
und  Vereine  aller  Lttoder  erscheinenden  Einzelarbeiten  auf  d.  Ge- 
biete d.  Naturwissenschaften.  loi  Auftrage  des  Naturwissenschaft]. 
Vereins  für  den  Reg.-Bezirk  Frankfurt  herausgeg.  von  M,  KUttke, 
Jahrg.  10  (4896),  No.  7—12.  Jahrg.  H  (4897),  No.  4— 6. 

Jahrbuch  für  d.  Berg-  und  Hüttenwesen  im  Königreich  Sachsen  auf  d.  Jahr 
4897.  Freiberg  d.  J. 

Programm  der  Kgl.  Sachs.  Bergakademie  zu  Freiberg  f.  d.  J.  4  897/98.  Frei- 
berg 4897. 

84.  Bericht  der  Oberhessischen  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde. 
Glossen  4896. 

Verzeichniss  d.  Vorlesungen  auf  der  Grossherz.  Hessischen  Ludwigs-Uni- 
vers.  zu  Glossen.  Sommer  4  897,  Winter  4897/98;  Personalbestand 
W.  4896/97,  S.  4897.  — -  Behagelj  Otto,  Schriftsprache  und  Mundart. 
(Rede).  —  Krüger,  Gustav,  Das  Dogma  vom  neuen  Testament  (Pro- 
gramm). —  Steuie,  Bernhard,  Die  Entstehung  des  Volkes  Israel.  (Rede). 
—  40  Dissertationen  a.  d.  J.  4896/97. 

Neues  Lausitzisches  Magazin.  Im  Auftrag  d.  Oberlausitz.  Gesellsch.  d. 
Wissensch.  herausgeg.  von  R.Jecht,  Bd.78,  H.  4,3.  Görlitz  4896/97. 

Abhandlungen  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 
N.F.  Philologisch-historische  Classe.  Bd. 4.  No.4— 8.  Bd. 2.  No.4— 3. 
Mathematisch-physische  Classe.  Bd.  4.  No.  4.  Berlin  4897. 

Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttin- 
gen. Malh.-phys.  Gl.  4896,  No.  4.  4897,  No.  4.2.  Philol.-hist.  Gl. 
4  896,  No.  4.  4897,  No.  4.  2.  Geschäftliche  Mittheilungen.  4897,  H.  4. 
Göttingen  d.  J. 

Jahreabericht  der  Fürsten-  und  Landesschule  zu  Grimma  über  d.  Schul- 
jahr 4  896/97.  Grimma  4897. 

Nova  Acta  Academiae  Caes.  Leopoldino-Carolinae  germanicae  naturae 
curiosorum.  Tom.  65 — 67.  Halis  4896.  —  Katalog  der  Bibliothek 
der  Kais.  Leop.-Carolin.  deutschen  Akademie  der  Naturforscher. 
Lief.  7.  Halle  4896. 

Leopoldina.  Amtl.  Organ  d.  Kais.  Leopoldinisch-Carolinisch  deutschen Akad. 
der  Naturforscher.  H.  82,  No.  42.  H.  88,  No.  4—44.  Halle  4896.  97. 

Neue  Heidelberger  Jahrbücher.  Herausg.  vom  Histor.- philosophischen 
Vereine  zu  Heidelberg.  Jahrg.  7,  Heft  4.  Heidelberg  4  897. 

Verhandlungen  des  Naturhist.-medicinischen  Vereins  zu  Heidelberg.  N.  F. 
Bd.  6,  H.  7.  Heidelberg  4  896. 

Programm  der  Technischen  Hochschule  zu  Karlsruhe  f.  d.  J.  4897/98.  — 
Bunte,  H.,  Wissenschaftliche  Forschung  und  chemische  Technik. 
(Festrede).  —  WisUcenus,  Hans,  Ueber  activirte  Metalle  (Habilitations- 
schrift).  Leipzig  4896. 

Chronik  d.  Universität  zu  Kiel  f.  d.  J.  4896/97.  —  Verzeichniss  der  Vor- 
lesungen. Winter  4896/97,  Sommer  4  897.  —  Bruns,  Jvo,  De  schola 
Epicteti.  (Programm).  —  Kauffmann,  Friedr.,  Philipp  Melanchthon. 
(Rede).  —  Krümmet,  Otto,  Ueber  Gezeitenwellen.  (Rede).  —  Schirren,  C, 
In  Memoriam.  (Rede).  —  Schöne,  Alfred,  Ueber  die  Ironie  in  der 
griechischen  Dichtung.  (Rede).  —  89  Dissertationen  a.  d.  J.  4896/97. 

Wissenschaftliche  Meeresuntersuchungen.  Hrsg.  von  der  Commission  zur 
Wissenschaft].  Untersuchung  der  deutschen  Meere  in  Kiel  und  der 
Biologischen  Anstalt  auf  Helgoland.  Im  Auftrage  des  Königl.  Minist, 
für  Landwirthschaft,  Domänen  u.  s.w.  N.  F.  Bd.  2,  H.  4.2.  Kiel  und 
Leipzig  4896/97. 


IX      

Schriften  des  natarwlssensohaftliehen  Vereins  fttrScbleswig-HoUtein.  Bd.  4  4 . 

H.  4.  KieH897. 
Schriften  der  physikalisch -ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königsberg. 

Jahrg.  87  (4896).  Königsberg  4896. 
Sitzungsberichte  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Leipzig.  Jahrg.  %% 

28(4895/96).   Leipzig  4897. 

Jahresbericht  des  Nicolaigymnasiums  in  Leipzig  für  das  Schuljahr  4896/97. 
Leipzig  4  897. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  und  Landesschule  zu  Meissen  von  Juli  4896^ 

Juli  4897.   Meissen  4897. 
Almanach  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  f.  d.  J.  4897.  München  d.  J. 

Hetse^  Ludwig  Otto,  Gesammelte  Werke.  Hsg.  von  der  math.-phys.  Gl.  der 
k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.   MUnchen  4897. 

Sitzungsberichte  der  mathem.-physikal.  Gl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 
zu  München.  4896,  H.  3.  4.  4897,  H.  4.  S.  München  4897. 

Sitzungsberichte  der  philos.-philol.  u.  histor.  Gl.  der  k.  bayer.  Akad.  d. 
Wiss.  zu  München.  4896,  H.  3.  4.  4897,  H.  4.  2.  München  4  896/97. 

Achtunddreissigste  Plenarversammlung  der  histor.  Gommission  bei  der 
k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.   Bericht  des  Secretariats.  München  4897. 

Sitzungsberichte  der  Gesellschaft  für  Morphologie  und  Physiologie  in 
Mönchen.  Bd.  6.  4890,  H.  3.  Bd.  7.  4894,  H.  4.  Bd.  44.  4895,  H.  3.  3. 
Bd.  42.  4896,  H.  4—8.  Bd.  4  3.  4897,  H.  4.   MUnchen  4894—97. 

24.  Jahresbericht  des  Westfälischen  Provinzial -Vereins  f.  Wissenschaft  u. 

Kunst  f.  4895/96.  Münster  4896. 
Abhandlungen  d.  Naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.   Bd.  40, 

U.  5.   Nürnberg  4897. 

Jahresbericht  d.  Naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  4896.  Nürn- 
berg 4897. 

Anzeiger  des  Germanischen  Nationalmuseums.  Jahrg.  4896.  — Miltheilun- 
gen  aus  dem  Germanischen  Museum.   Jahrg.  4896. 

MiUbeilungen  desAlterthumsvereinszu  Plauen  i.V.  9. Jahresber.  (4892/93.) 

Plauen  4  893. 
Zeitschrift  der  Historischen  Gesellschaft  für  die  Provinz  Posen.  Jahrg.  44 

H.  3.  4.  Jahrg.  42,  H.  4.  Posen  4896/97. 

Jahresbericht  des  Direktors  der  Kgl.  Geodätischen  Instituts  (zu  Potsdam) 

4896/97.  Beriin  4897. 
Pablication  des  Kgl.  preuss.  Geodötischen  Instituts.   Die  Neumessung  der 

Grundlinien  bei  Strehlen,  Berlin  und  Bonn.   Bearb.  von  Fr.  Kühnen, 

Berlin  4897. 
Württembergische  Vierteljahrsschrift  für  Landesgeschichte.    Hsg.  von  der 

Württembergi sehen  Kommission  f.  Landesgeschicbte.  N.  F.  Jahrg.  5 

(4896).  6(4897).  Stuttgart  4896/97. 

Tharander  forstliches  Jahrbuch.  Bd.  46,  2.  47, 4.2.  Dresden4896.  Suppl. 
Bd.  7.  4897. 

Die  Entwickeluog  der  Staatsforstwirtbschaft  im  Königreich  Sachsen.  Dres- 
den 4897. 

Jahrbücher  des  Nassauischen  Vereins  f.  Naturkunde.  Jahrg.  50.  Wies- 
baden 4897. 


Sitzungsberichte    der  physikal.-mediciD.  Gesellsobaft   zu   Würz  bürg. 

Jahrg.  1896,  No.  4— H.  4  897,  No.  4.  2.  Würzburg  d.  J. 
Verhandlungen  der  physilcal.-medicin.  Gesellschaft  zu  Würzburg.   N.  F. 

Bd.  80,  No.  6—8.  Bd.  84,  No.  1—7.  Würzburg  4896.  97. 

Oesterreich-Ungarn. 

Ljetopis  Jugoslavenske  Akademije  znatosti  i  umjetnosti  (Agram).  Svez.  44. 

4896.  UZagrebu  4897. 
Rad  Jugoslavenske  Akademije  znatosti  i  umjetnosti.    Knija  480.   484.  U 

Zagrebu  4896.  97. 
Rjeonik  hrvatskoga  ili  srpskoga  jezika.   Izd.  Jugoslav.  Akad.  znatosti  i  um* 

jetnosti.  Svez.  46.  U  Zagrebu  4896. 
Starine  na  sviet  izdaje  Jugoslav.   Akad.  znatosti  i  umjetnosti.    Knija  S8. 

ü  Zagrebu  4896. 
Viestnik  Hrvatskoga  arkeologiokoga  Druitva.  N.  S.  God.  S.  (4  896/97.)  U  Zagrebu 

4897. 
Zbornik  za  narodni  iivoi  i  obi^age  juznik  slavena.  Svez.  4.  (I  Zagrebu  4896. 
GraSa  za  povjest  Knilevnosti  hrvatske.    Na  svijet  izdaje  Jugosl.  Akad. 

znatosti  i  umjetnosti.   Kniga  4.  U  Zagrebu  4  897. 
Magyar,  tudom.  Akad^miai  Almanach  4897.  Budapest  d.  J. 
Mathematische  u.  naturwiss.  Berichte  aus  Ungarn.    Mit  Unterstützung  der 

Ungar.  Akad.  d.  Wissensch.  herausgeg.   Bd.  48  (4898),  H.  S,  Buda- 
pest 4896. 
Ertekezösek  a  nyeIv-^s-sz6ptudomdnyok  Kör^böl.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 

Akad.  Köt.  4  6,  szäm.  8.  9.  Budapest  4896. 
Ertekezösek  a  t^rsadalmi  tudomänyok  Küröböl.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 

Akad.  Köt.  44,  szäm.  42.  Köt.  42,  szäm.  4.  2.  Budapest  4896/97. 
Ertekezösek  a  törtöneti  tudomdnyok  Kör6böl.  Köt.  4  6,  szAm.  8—42.  Köt.  4  7, 

szdm.  4.  Budapest  4896/97. 
ArchaeoIogiBi  Ertesito.    A  M.  T.  Akad.  arch.  hizottsägAnak  6s  av  Orsz.  R6- 

göszeti  8  emb.  Törsuiatnak  Közlönye.   Köt.  4  6,  szäm.  8—5.  Köt  4  7, 

szäm.  4 — 3.  Budapest  4896.  97. 
Mathematikai  äs  termäszettudomänyi  Ertesito.    Kiadja  a  Magyar  tudom. 

Akad.  Köt.  4  4,  füz.  3—5.  Köt.  45,  füz.  4.  2.  Budapest  1896.  97. 
Nyelvtudomänyi  Közlemänyek.   Kiadja  a  Magyar  tudom.    Akad.  Köt.  26, 

füz.  3.  4.  Köt.  27,  füz.  4.  2.  Budapest  4896.  97. 
Monumenta  Hungariae  Historica.  Gl.  II.  Vol.  35.  Budapest  4897. 
Monumente  comitalia  regni  Transsylvaniae.   KöL  19.    Budapest  4  896. 
Rapport  sur  ractivitä  de  i'Acadämie  Uongroise  des  sciences  en  4896.  Buda- 
pest 4  897. 
Vogul  Näpköltäsi  Gyjijtemäny.    Kiadja  a  Magyar  Tudom.    Akad.  Köt.  4. 

Budapest  4  896. 
PeUnyU,  J,  S.  v.^  Pastor  roseus  L.  (S.-A.)  Budapest  4  896. 
Landwirthschaftliche  Statistik  der  Länder  der  Ungarischen  Krone.    Im 

Auftrag  der  K.  Ungarischen  Ackerbauministeriums.    Bd.  4.   Buda- 
pest 4  897. 
Verzeichniss  d.  öffentl.  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Franz-Josefs-Universität  zu 

Czernowitz    im  Sommer- Sem.  4  897.  —  Uebersicht  der  akad. 

Behörden  im  Studienjahr  4897/98.  —  Die  feierliche  Inauguration  des 

Rectors  f.  4  896/97. 


MiithMinngeo  des  historisehen  Vereins  für  Steiermark.  H.  44.  Graz  1896. 
Slittheilnngen  des  naturwissenschafUichen  Vereins  f.  Steiermark.    H.  38. 

Graz  4897. 
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matemat.-przyrodn.    T.  30— 32.    (Ser.  II.  T.  40 — iS.).   W  Krakowie 

4896/97. 
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BwaUmi,  TiL  Liv.,  Misnra  miiversale.  W  Krakowie  4897. 
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schichte aufgestellten  Commission  der  Kais.  Akad.  d.  Wlssenscb. 

Bd.  83,  H.  2.  Wien  4  897. 
Denkschriften  der  Kais.  Akad.  d.  Wissenschaften.  Mathem.-naturw.  Classe, 

Bd.  63.  Phil.-hist.  Cl.  Bd.  44.  Wien  4  896. 
Fontes  rerum  Austriacarum.  Oesterreicbische  Geschichtsquellen  hrsg.  v.  d. 

histor.  Commission  d.  Kais.  Akademie  d.  Wissensch.  Bd.  49.  4. Hfilfle. 

Wien  4  896. 
Sitzungsberichte  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Math.-naturw.  Classe. 

Abth.  I,  U»,  IIb,  in.    Bd.  405  (4896),  H.4— 40.  —  Philos.-histor.  Cl. 

Bd.  4  34.  4  35  (4  895.  4  896).  Wien  d.  J. 
Tabulae  codicum  manu  scriptorum  praeter  graecos  et  orientales  in  biblio- 

tbeca  Palatina  Vindobonensi  asservatorum.  ed.  Acad.  Caesar.  Vindo- 

bonensis.  Vol.  9.  Vindobonae  4  897. 
Hubert,  Alfr.,  Geschichte  der  Gründung  und  der  Wirksamkeil  der  Kais. 

Akad.  d.  Wissenschaften  während  der  ersten  fünfzig  Jahre  ihres 

Bestandes.  Wien  4897. 
Mittheilungen  der  k.  u.  k.   geographischen  Gesellschaft  in  Wien.    4  896. 

Bd.  89  (N.  F.  Bd.  29).    Wien  d.  J. 
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Verhandlungen  derk.  k.  zoologisch-botanischen  Gesellschaft  in  Wien.  Bd.  46, 

IL  40.  Bd.  47,  H.  4—9.  Wien  4  896.  97. 
PnMicationen  für  die  internationale  Erdmessung.    Astronomische  Arbeiten 

der  k.  k.  Gradmessnngs-Commission.   Bd.  8.  Breiten-,  Azimut-  und 

Winkelbestimmungen.  Wien  4896. 
Verhandlungen  der  Österreich.  Gradmessungs-Commission.  Protokoll  über 

die  am  S4.  April  4897  abgehaltene  Sitzung.  Wien  4897. 
Annalen  des  k.  k.  naturhistorischen  Hofmuseums  Bd.  4  4,  Ko.  8.  4.  Bd.  4S, 
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Jahrbnch  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  46  (4896),  H.  9 — I. 

Jahrg.  47  (4897),  H.  4.   Wien  d.  J. 
VerbandInQgen  d.  k.  k,  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4896,  No.  48— 48. 

Jahrg.  4897,  No.  4—8.   4  4—48.  Wien  d.  J. 
MittheUnngea  der  Section  :.  Natorkande  des  Oesterreichischen  Tonristeii- 

aub.  Jahrg.  8.  Wien  4896. 

Belgien. 

Bulletin  de  l'Acaddmle  d'arch4ologie  de  Belglque  (IV.  S^r.  des  Annales), 

II.  Partie.  No.  S8— 80.  Anvers  4896.  97. 
Annuaire  de  PAcaddmie  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de 

Belgique.  4  896/97.  ( Annöe  62.  68).  —  Reglements  et  documents  con- 

cemant  les  deux  classes.  —  Notices  biographiques  et  bibliographi* 
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Bulletins  de  TAcadömie  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de 
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Weu^  Caip.j  Essai  sur  la  reprösentation  analytique  de  la  direction.  Publ. 
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Report  of  the  Manchester  Museum  Owens  College  for  4896/97.  Manchester 
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4895).  Paris  et  Nancy  4896. 
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Comptes  rendus  des  söances  de  la  i^e  conförence  gönörale  des  poids  et 
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Paris  4896/97. 

GäMSy  £.,  Oeuvres  matbematiques,  publ.  sous  les  auspices  de  la  Soci^tö 
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Holland. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetenachappen  gevestigt  te  Amsterdam, 
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Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  —  Afdeel.  Natuurkunde. 
Sect.  I.  Deel  5^  No.  3—8.  Sect.  I{.  Deel  2,  No.  4—40.  Amsterdam 
4  896.  97. 

Verslagen  en  mededelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afd.  Letter- 
kunde. HI.  Reeks.  Deel  42.  —  Register  op  Reek  III,  Deel  4 — 42. 
Amsterdam  4896/97. 

Verslagen  yan  de  gewone  vergaderingen  der  wis-  en  naluurkundige  afdeeling 
der  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.   Deel  6.  Amsterdam  4897. 

Programme  certaminis  poetici  ab  Acad.  Reg.  discipl.  Neerlandica  ex  legato 
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Carmen  in  certamine  poetico  Hoeuffliano  praemio  aureo  omatum. 
Acced.  4  poemata  laudata.  Amstelodami  4897. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde.  Uitg.  door  het  Wiskundig  Genootschap  te 
Amsterdam.  2.  Reeks.  Deel  8,  St.  2.  Amsterdam  4897. 

Wiskundige  opgaven  met  opiossingen  door  de  leden  van  het  Wiskundig 
Genootschap.  Deel7,Stuk3.  Amsterdam  4897. 

Revue  semestrelle  des  publications  mathömatiques.  T.  5,  P.  4.  2.  Amster- 
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Archtves  nöerlandaises  des  sciences  exactes  et  naturelles,  publikes  par 
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T.4,  Livr.4— 8.  Harlem  4896/97. 

Bwygtns,  Chr,^  Oeuvres  complMes,  publ.  p.  la  Sociätä  hollandaise  des 
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Archives  du  Mus^e  Teyler.  S6r.  IL  Vol.l,  P.  3.  Harlem  4  897. 

Uandelingen  en  mededeeüngen  van  de  maatschappij  der  Nederlandsche 
Letterkunde  te  Leiden  over  het  jaar  4896/97.  Leiden  4897. 

Levensberigten  der  afgestorvene  medeleden  van  de  maatschappij  der  Ne- 
derlandsche Letterkunde  te  Leiden.  Belage  tot  de  Uandelingen  van 
4896/97.  Leiden  4897. 

Tijdschrifl  voor  Nederlandsche  taal-  en  letterkunde,  uitgeg.  van  wege  de 
Maatsch.  der  NederL  Letterkunde.  Deel  45  (N.  F.  7),  Afl.  4.  Deel  46 
(N.  F.  8),  Afl.  4—4,  Leiden  4896/97. 

Nederlandsch  kruidkundig  Archief.  Yerslagen  en  mededeeüngen  der  Neder- 
landsche Botanische  Vereeniging  [Leiden].  Ser.  III.  Deel  4,  Stuk  2. 
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Verslag  van  den  Staat  der  Sterrenwacbt  te  Leiden  4894 — 96.  Leiden  4896. 

Programme  de  la  Sociöt^  Batave  de  Philosophie  expörimentale  de  Rotter- 
daro 4897. 
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Aanteekeningen  van  hei  verhandelde  in  de  aectie-vergaderingen  van  hei 

Provinciaal  (Jtrechtsch  Genootschap  van  Icansten  en  wetensch.,  ter 

gelegenheid   van  de  algem.  vergad.  gehenden  den  80.  Juni  4896. 

Utrecht  d.J. 
Verslag  van  het  verhandelnde  in  de  algem.  vergad.  van  het  Provinciaal  Ut- 

rechtsch  Genootschap  van  kunsten  en  wetensch., gehenden  d.  80.  Jun. 

1896  en  20.  April  4897.  Utrecht  d.  J. 
Bijdragen  en  Mededeelingen  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te 

Utrecht.  Deel  48.  's  Gravenhage  4897. 
Werken  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.    III.  Ser. 

No.  7.  8.  La  Haye,  's  Gravenhage  4897. 
Onderaoekingen  gedaan  in  het  Physiol.  Laboratorium  d.  Utrechtsche  Hooge- 
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BoUettino  delle  pubblicaiioni  italiane  ricevute  per  diritto  di  stampa.  No.  265 

— S88.  Firenze  4897. 
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Atti  deJla  Fondazione  scientiflca  Cagnola  dalla  sua  instituzlone  in  poi. 

Vol.  44.  Milano  4896. 
Memorie  del  R.  Istituto  Lombarde  di  scienze  e  lettere.  Classe  di  lettere  e 

scienze  morali  e  polit.  Vol.  SO  (Ser.  III,  Voi.  H),  Fase.  4.  6.  —  Classe 

di  scienze  matematiche  e  naturali.  Vol.  4  8  (Ser.  111,  Vol.  9),  Fase.  3. 3. 

Milano  4896. 
R.  Istituto  Lombarde  di  scienze  e  lettere.    Rendiconti.    Ser.  II,  Vol.  29. 

Milano  4896. 
Memorie  della  R.  Acoademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  diModena.  Ser. II. 

Vol.  42.  Modena  4896. 
Societä  Reale  di  Napoli.  Atti  della  R.  Accad.  di  archeolog.,  lettere  e  belle 

arti.  Vol.  48  (4  895/96).   Rendiconto  delle  tornate  e  dei  lavori  deir 

Accad.  di  archeologia,  lettere  e  belle  arti.    N.  S.  Anno  40  (4896). 

Nov.-Diz.  Anno  41  (4897)  Genn.-Magg.  —  Atti  della  R.  Accad.  di 

scienze  morali  e  politicbe.  Vol.  28.  —  Rendiconto  delle  tornate  e 

dei  lavori  dell'  Accad.  di  scienze  morali  e  politicbe.  Anno  86  (4896). 

Napoli  1896.  97. 
Atti  e  Memorie  della  R.  Acoademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  in  Padova. 

N.  S.  Vol.  42.  Padova  4896. 
Rendiconti  dei  Circolo  matematico  di  Palermo.  T.  40,  Fase.  4—6.  T.  14, 

Fase.  1—6.  Palermo  4896.  97. 
Giornale  di  scienze  naturali  ed  economicbe,  publ.  p.  cura  della  Societä  di 

scienze  nat.  ed  econ.  di  Palermo.  Vol.  21  (Anno  4896).  Palermo  4897. 
Atti  e  Rendiconti  dell'  Acoademia  medico-cbirurgica  di  Perugia.  Vol.  8, 

Fase.  4.  VoL  9,  Fase.  1—8.  Perugia  1896.  97. 
Annali  della  R.  Scuola  normale  superiore  di  Pisa.  Vol.  4 — 17  (Filosofia  e 

Filologia,  Vol.  8—40).  Pisa  4891—96. 
Atti  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa.  Memorie. 

Vol.  45.  Pisa  4897. 


XVII      

Processi  verbau  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residenle  in  Pisa. 
Vol.  10,  adunanza  del  6.  Genn.— März.  4897. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei.  Memorie  delia  Classe  di  scienze  morali, 
storicbe  e  filologiche.  Ser.  V,  P.  I.  Vol.  3.  8.  P.  II.  (Nolizie  degli  scavi). 
Vol.  4,  Nov.-Diz.  4896.  Vol.  5,  Genn.-Otlob.  4897.  —  Rendiconti. 
Ser.  V.  Classe  di  scienze  fisicbe,  matematiche  e  naturali.  Vol. 5  (4896), 
IL  Sem.,  Fase.  44.  4 S.  Vol.  6  (4897)  [I.  Sem.],  Fase.  4—42.  II.  Sem., 
Fase.  4 — 4  4.  —  Classe  di  scienze  morali,  storicbe  e  filologiche.  Vol.  5 
(4896),  Fase.  4  4.  43.  Vol.  6  (4897),  Fase.  4— 40.  —  Rendiconlo  dell' 
adunanza  solenne  del  5.  Giugno  4897.  Roma  d.  J. 

Mittbeilangen  des  Kais.  Deutschen  Archaeologiscben  Instituts.  Römische 
Abtheilung  (Bollettino  deir  Imp.  Istituto  Archeologico-Germanico. 
Sezione  Romana).   Bd.  44,  H.  8.  4.  Bd.  43,  H.  4.  8.   Roma  4  896.  97. 

Alli  della  R. Accademia  dei Fisiocritici  di  Sien«.  Ser. IV.  Vol.  8,  Fase.  4—8. 
Processi  verbau  delle  adunanze  4896,  No.  6.  Siena  4  896.  97. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  32,  Disp.  4—48. 
Torino  4896/97. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Ser.  II.  T.  46.  Torino 
4897. 

Osservazioni  meteorologiche  fatte  neir  anno  4  896  all'  Osservatorio  della  R. 
Universitä  di  Torino.  Torino  4  897. 

Atti  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  Ser.  VII.  T.  7,  Disp. 
6—40.  T.  8,  Disp.  4.2.  Venezia  4896.  97. 

Memorie  del  R.  Istituto  Veneto  dl  scienze,  lettere  ed  arti.  Vol.  25,  ^o,  8. 
Venezia  4896. 

Luxemburg. 

Publications  de  l'Institut  R.  Grand -Ducal  de  Luxembourg.  Section  des 
scIences  naturelles.  T.  25.  Luxembourg  4897. 


Rumänien. 

Buletinul  Societ&^ii  de  sciin^  fizice  (Fizica,  Chimia  si  Mineralogia)  din 
Bucaresci-Romänia.  Anul  6,  No.  42.  Anul  6,  No.  4—4.  Bucaresci 
4896.  97. 

Russland. 

Acta  Societatis  seien tiarum  Fennicae.  T.  24.  Helsingforsiae  4896. 

Öfversigt  af  Finska  Vetenskabs-Societetens  Förhandlingar.  88  (4896 — 96). 
Helsingfors  4896. 

Fenoia.  Bulletin  de  la  Socl6t6  de  gdographte  de  Finlande.  42.  49.  Helsing- 
fors 4896. 

Ctschenyja  Zapiski  Imp.  Kasanskago  Universiteta.  4  886 — 96.  97.  Nr.  4 — 4  4. 
Kasan  d.  J.  —  7  Dissertationen  a.  d.  J.  4896.  87. 

ünivcrsitctskija  Izvestija.  God  86,  No.  4  4.  4  2.  God  87,  No.  4—44.  Kiev 
4896.  97.  —  Bungüf  N.  A,,  Kurs  chimiceskoj  technologin.  Vyp.  8. 
Kiev  4897. 

Bulletin  de  la  Soci^t^  Iropör.  des  Naturalistes  de  Moscou.  Annäe  4896, 
No.  8.  4.  4897,  No.  4.    Moscou  d.  J. 

4897.  2 
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Meteorologische  BeobachiungeD  in  Moskau  I.  J.  4895.  —  Observaiioos  faltes 

ä  robservatoire  meteorologique  de  l'üniversite  imper.  de  Moscou. 

Avril  4895— JuQi  4  896. 
Bulletin  de  l'Acadämie  loip.  des  sciences  de  St.  Petersbourg.    Ser.  V. 

T.  8,  No.  2—5.  T.  4—6.  7,  No.  4.  St.  Petersbourg  4895—97. 
Mömoires  de  rAcademie  Imperiale  des  sciences  de  St.-Petersbourg.  T.  4S, 

No.  44.  ser.  VIII.  Gl.  phys.-mathem.  Vol.  4,  No.  4—8.  Vol.  8,  No.  7 

—4  0.  Vol.  4,  No.  J— 4.    Vol.  5,  No.  4—5.    Gl.  hist.-philol.  Vol.  4, 

No.  8—6.  St.-Petersboarg  4896.  97. 
Annalen  d.  physikalischen  Gentralobservatoriums,  herausg.  von  H.  Wild. 

Jahrg.  4  895,  Th.-4.2.  St.-Pelersburg  4896. 
Materialy  po  Archeologii  Rossii.  No.  48— SO.  S.  Peterburg  4893—96. 
Otoet  imp.  archeolog.  Kommissii  za  4894 — 94.  S.  Peterburg  4893—96. 
Gomite  geologiqne,  St.  Pötersbourg.  Bulletins.   T.  45»  No.  8 — 9  et  Suppl. 

T.  4  6,  No.  4 .  S.  —  Memolres.  Vol.  4  4,  No.  2—5.  St.  Petersbourg  4  896. 
Trudy  S.-Peterburgskago  Obscestva  estestvoyspytateiej.  —  Travaux  de  la 

Societe  des  naturalistes  de  SU  Petersbourg.  T.26.  Sect.  de  botanique. 

Sect.  de  Zoologie  et  de  physioIogie.   St.  Petersbourg  4896. 
Publications  de  TObservatoire  central  Nicolas.  Ser.  II.  Vol.  S.  St.  Peters- 
bourg 4896. 
Godi^nyi  Akt  Imp.  S.  Peterburgsk.  Universiteta  za  S.Feb.  4897.  S.Peterburg. 
Obozr&nie  propodavanija  nauk  v  Imp.  S.*  Peterburgsk.  Universitete  na 

•osenne  i  vesenne  polugodie  4897/98.   S.  Peterburg  4897. 
Zapiski  istoriko-philolegiceskago  Fakulleta  Imp.  S.  Petersburgskago  Uni- 

versitela.    aast  42.  48.  S.  Peterburg  4  897. 
Svod  Zakonov  Rossiskoj  Imperii.  T.  3, 4  4,  yest.  4.  S.  Peterburg  4896. 
VIzantijskij  vremennik  {BvCaytira  X^orixa),  izdavaemyi  pri  imp.  Akad. 

nauk.  T.  8,  Vyb.  2—4.  T.  4,  Yyb.  4.2.  S.  Peterburg  4896.  97. 
Gorrespondenzblatt  des  Naturforscher- Vereins  zu  Riga.   Jahrg.  89.  Riga 

4896. 
Beobachtungen    des   Tifliser    Physikalischen   Observatoriums  i.  J.  4895. 

Tiflis4896. 

Schweden  und  Norwegen. 

Borgens  Museum.    Aarbog  for  4896.   Bergen  4897. 

SarSj  G.  0.  An  Account  of  the  Grustacea  of  Norway.  Vol.  4,  p.  3—8.  Bergen 
4897. 

Forhandlinger  i  Videnskabs-Selskabet  i  Christiania.  Aar  4895.  96.  Ghri- 
stiania  4895.  96. 

Skrifter  udgivne  af  Videnskabsselskabet  i  Christiania.  Math.-naturvid.  Kl. 
4895.  96.  Hist.-filos.  Kl.  4896.  96.  Kristiania  4  896.  97. 

Jahrbuch  des  Norwegischen  meteorologischen  Instituts  für  4898 — 93.  Chri- 
stiania 4  895/96. 

Nyt  Magazin  for  Naturvideoskaberne.  Bind  84  (4.  R.  Bd.  2),  H.  S.  4.  Bind  35. 
(4.  R.  Bd.  8).  H.  4—3.  Christiania  4893—93. 

Del  Kon.  Norske  Frederiks  Universitets  Aarsberetning  for  4  894/95. 4895/96. 
Christiania  4  896.  97. 

Den  Norske  Nordhavens  Expedition  4876—78.  23.  Zoologi.  24.  Botanik. 
Christiania  4896.  97. 
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Fauna  Norvegiae.  Bd.  i .    Phyliocarida  och  Phyllopoda,  ved  G.  0.  Sars,- 

Christiania  4896. 
Reram  Normanntcaram  Pontes  arabici.   Ed.  Alex.  Seippel,   Fase.  4.   Chii- 

stiana  4896. 
Barihy  Jusius,  Norranskailer.  Crania  antiqua  in  parte  orlentali  Norvegiae 

meridionalis  inventa.  (Progr.)   Christiania  4  896. 
GjeUvik,  N.,  Om  skadeserstatning  for  retmaessige  handlinger  efter  Norske 

ret.   Kristiania  4  897. 

Den  Norske  privatreis  laere  om  vildfarelsens  indflydelse  paa  rets- 

handlers  gyldighed.  Kristiania  4897. 
Scftf0UyP,O.,  Samelde  philologiske  Afhandlinger.  (Progr.)  Christiania  4896. 
Slang,  Fred,  Om  erstatning  fort  liv.  —  Om  vildfareise.  Kristiania  4897. 
Statbolderskabets  Extraprotokol  at  Supplicationer  og  Resolutioner  464i 

—4652  Udgivn.  fra  det  Norke  Rigsarkiv.  H.  4.    Christiania  4  896. 
Acta  Universitatis  Lundeosis.  Lunds  Cniversitets  Ars-Skrifl.  T.  8S.  (4896) 

1.  II.  —  Festskrift  med  anledning  at  Hans  MajestKtKonung  Oscar  II* 

Regerings-Jubileum  4  872—4897;  a.  u.  d.  T.:   Tegn6r,  Elof,  Lunds 

Oniversitet  4879—4897.  Lund  4897. 
Acta  mathemaiica.  Hsg.  v.  G,  Mittag- Leffler.  SO,  3.  4.  Stockholm  4897. 
Bibang  tili  kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademiens  Handlingar.    Bd.  SS. 

Stockholm  4897. 

Kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademiens  Handlingar.    Ny  Följd.  Bd.  S8. 

Stockholm  4895/96. 
Meteorologiska  Jakttagelser  i  Sverige  t^tg.  af  kongl.  Svenska  Vetenskaps- 

Akademien.  Bd.  34  (Ser.II.  Bd.  20).  Jbrg.  4892.  Stockholm  4897. 
Öfversigt  af  Kongl.  Vetenskaps-Akademiens  Förhandlingar.  Aarg.  58.  (4896). 

Stockholm  4897. 
Kongl.  Yitterhets  Historie  och  Antiqvitets  Akademiens  MAnadsblad.  Arg. 

24  (4892).  22  (4  898).   Stockholm  4898->97. 
Aoliqvarisk  Tidskrift  för  Sverige,  utg.  af  Kongl.  Yitterhets  Historie  och 

Antiqvitets  Akademien.  D.  43,  H.  2.  3.  D.  45,  H.  4.  Stockholm  o.  J. 
Astronomiska  Jakttagelser  och  UndersOkoingar  anstttlda  p&  Stockholms 

Observatorium.  Bd.  5,  No.  5.  Stockholm  4896. 
Entomologisk  Tidskrift  utg.  af  Entomologiska  Ftfreningen  i  Stockholm.  Arg. 

47  (4896).  Stockholm  d.  J. 
Nova  Acta  Reg.  Societatis  scientiarum  Upsaliensis.  Ser.  III  Vol.  47,  4.   Gp» 

saliae  4896. 
Bulletin  of  tbe  Geologtcal  Institution  of  the  University  of  Upsala.  Vol.  8, 

P.I,  No.  5.  Upsala  4897. 
Bailetin  mensuel  de  TObservatoire  m6t6orologique  de  l'üniversit^  d'Upsal. 

Vol.  28  (4  896).  Upsal  4896.  97. 
Eranos.   Acta  philologica  Suecana.  Ed.  ViL  Lundstrffm.  Vol.  4,  Pasc.  4 — 4. 

Vol.  2,  Fase.  4.  2.  Upsaliae  4896.  97. 
Zoologiaka  Studier,  Festskrift,  Wilhelm  Lilljeborg  tillequand  p&  hans  80<>« 

fOdelsedag  af  Svenska  Zoologer.  Upsala  4896. 

Schweiz. 

Nene  Denkschriften  der  Allgem.  Schweiz.  Gesellschaft  für  die  gesammten 
Natarwissenschaften.  Bd.  85.  Basel  4896. 


'Verhandlungen  der  Schweizerischen  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zer- 
matt, 8.— 4 1.  Sept.  <895,  in  Zürich,  S.— 5.  Aug.  4896.  78.  Jahresver- 
sammiung.  Jahresbericht  4  894/96.  Sitten  1896.  79.  Jahresversanam- 
lung.  Jahresbericht  4  895/96.  Zürich  4897. 

Conipte-rendu  des  travaux  präsentes  ä  la  78.  et  ä  la  79.  Session  de  la  Sociöt6 
Heivet.  des  sciences  naturelles.   Genöve  4  895.  96. 

Beiträge  zur  vaterländischen  Geschichte.  Hrsg.  v.  d.  Histor.  u.  Antiquar. 
Gesellschaft  in  Basel.  N.  F.  Bd.  4,  H.  8.  4^  Bd.  5,  H.  4.  Basel 
4896.97. 

20.  u.  24.  Jahresbericht  der  Histor.  u.  Antiquar.  Gesellschaft  in  Basel. 
Yereinsj.  4  894/95.  4895/96.   Basel  4895.  96. 

Verhandlungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Basel.  Bd.  4  4,  H.  8. 
Basel  4  897. 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  a.  d.  J.  4  895  u. 
4896  (No.  4373—4  485).  Bern  1896.  97. 

Jahresbericht  der  Naturforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  NF.  Jahr- 
gang 40  (4  896/97).  Chur  4  897. 

Index  lectionum  in  univers.  Friburgensi  per  mens.  aest.  4897  et  per  mens, 
hiem.  4  897/98.  Friburgi  Heivet.  —  Universitö  de  Fribourg.  Auto- 
ritös,  professeurs  et  ^tudiants.   Sem.  d'ötö  4  897.   Sem.  d'hiv.  4897/98. 

Collectanea  Friburgensia.  Fase.  6.  7.  Friburgi  Helv.  4896.  97. 

Vierteljahrsschrift  d.  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.  44. 
Supplem.  Jahrg.  42,  H.  4.  2.  Zürich  4896.  97. 

Serbien. 

Srpska  kralj.  Akademija.  Glas.  54.  52.  54.  Godisnjak.  9.  (4895).  — •  Srpski 
etnografski  sbornik.  4896  —  Spomenik.  No.  32.  —  Poslovnik.  4895. 
Beograd4896.  97. 

Nordamerika. 

Annual  Report  of  the  American  Historical  Association  for  the  year  4895. 

Washington  4  896. 
Transactions  of  the  American  Philological  Association.  Vol.  27  (4896).   Bo- 
ston d.  J. 
Journal  of  the  America  Oriental  Society.  Vol.  48,  No.  4.  2.  Vol.  49,  No.  4. 

New  Haven  4  897. 
Bulletin  of  the  Geological  Society  of  America.  Vol.  8.  Rochester  4  897. 
Johns  Hopkins  University  Circulars.   No.  428 — 488.   Baltimore  4  896.  97. 
American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.  Publ.  under  the  auspices 

of  the  Johns  Hopkins  University.  Vol.  48,  No.8.  4.  Vol.  49,  No.  4—3. 

Baltimore  4896.  97. 
American  Journal  of  Philology.  Vol.  47,  No.  4—4.  Baltimore  4896. 
American  chemical  Journal.  Vol.  48,  No.7 — 40.  Vol.  49,  No.  4—4.  Baltimore 

4896.  97. 
Johns  Hopkins  University  Studies  in  historical  and  political  scienca.  Ser.  XIV, 

8—4  2.    Ser.  XV,  4—5.    Baltimore  4896.  97. 
Memoirs  of  the  American  Academy  of  arts  and  Bciences  [Boston].  Vol.  4i, 

No.  2.  8.  Cambridge  4896. 


m  

Prooeedings  of  tbe  American  Academy  of  arts  and  sciences.  Vol.  84— S8. 
Boston  4  896.  97. 

ProceediDgs  of  the  Boston  Society  of  natural  history.  Vol.  %1,  p.  76—880. 
Vol.  38,  No.  4—5.    Boston  4  896.  97. 

Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  88,  No.  8. 8.  Vol.30,  No.2— 6.  Vol.  84,  No.  3— 4. 
Cambridge,  Mass.  4  896.  97. 

Memoirs  of  the  Museam  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  49,  2.  Vol.  80—82.  Vol.  88, 4.  Cambridge,  Mass. 
4896.  97. 

Annual  Report  of  the  Curator  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at 
Harvard  College,  Cambridge,  Mass.,  for  4895/96.  4896/97.  Cam- 
bridge, Mass.  4  896.  97. 

The  John  Crerar  Library.  Annual  Report.  4.  8.  (4895.  96).  Chicago  4897. 

Field  Columbian  Museum.  Publications.  No.  4  6 — ^80.  Chicago  4  896.  97. 

Cincinnati  Museum  Association.   4  6.  annual  Report.  C  i  n  c  i  n  n  a  t  i  4  896. 

Colorado  College  Studies.  Vol.  6.  Colorado  Springs  4896. 

Jowa  Geological  Survey.  Vol.  45.  Des  Meines  4896.   Annual  Report  for 

4  896. 
Tbe  Journal  of  comparative  Neurology.  Ed.  by  d  X.  Herrick.  Vol.  6,  No.3. 

Vol.  7,  No.  4.  8.   Granville  4896.  97. 
Tbe  Proceedings  and  Transactions  of  the  Nova  Scotian  Institute  of  science. 

Ser.ll.  Vol.8,  P.S.  Halifax  4896. 
Catalogue  of  the  Michigan  Mining  School.  4894 — 96.  Houghton  4  896. 
Proceedings  of  the  Indiana  Academy  of  sciences  4  894 — 95.  Indianapolis 

4896.  96. 
The  Journal  of  Physical  Chemistry.  Vol.  4,  No.  2— 7.  Ithaca  4896.  97. 
The  Kansas  Unlversity  Quarierly.  Vol.  6,  No.  8.  Lawrence  4897. 
Dniversity  of  Nebraska.  Bulletin  of  the  Agricultural  Experiment  Station  of 

Nebraska.  Vol.  9,  No.  47-— 49.  Lincoln  4897. 
Publications  of  the  Washburn  Observatory  of  the  University  of  Wisconsin« 

Vol.  40,  P.  4.  Madison  4896. 

Memorias  de  la  Sociedad  cientffica  »Antonio  Alzate«.   T.  4  0,  Cuad.  4 — 4« 

M6xico4896.  97. 
Report  for  the  year  4896/97,  presented  by  the  Board  of  Managers  of  the 

Observatory  of  Yale  University  to  the  President  and  Fellows.  (New 

Haven  o.  J.) 
Annais  of  the  N  ew  Yor  k  Academy  of  sciences.  Vol.  9,  No.  4-— 4  2.  New  York 

4896. 
Transactions  of  the  New  York  Academy  of  sciences.  Vol.  45.  New  York 
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SITZUNG  VOM  11.  JANUAR  1897. 

Vortrag  hielt: 
Herr  7.  Btohnuuui,   o.  M.:    Ueber  den  WSrmewerth '  der  Amide   and 
Anilide  der  ersten  Glieder  der  Reibe  der  zweibasiscben  Säuren. 

F.  Stohmann,  Calorimetrische  Untersuchungen.  Sechsand- 
dreissigste  Abhandlung. 

üeber  den  Wärmewerth  der  Amide  und  Anilide  der 
ersten  Glieder  der  Reihe  der  zweihasisehen  Sinren 

von 
F.  Stohhann  und  E.  Hausshann. 

Diese  Arbeit  schliesst  sich  eng  an  die  der  Abhandlung 
XXXIY,  welche  von  der  Bildung  der  Amide  und  der  Anilide  der 
einbasischen  Säuren  handelt,  an.  Ihrer  Ndtur  nach  haben  wir 
hier  aber  mit  weiteren  Processen  zu  thun,  insofern,  als  wir  bei 
den  zweibasischen  Säuren  zwischen  den  Amiden,  resp.  Aniliden 
noch  ein  Zwischenglied  haben,  welches  bei  jenen  fehlt,  nämlich 
das  der  Aminsäuren,  resp.  das  der  Anilsäuren. 


Erster  Theil. 
Experimentelle'Daten. 

Bei  der  Untersuchung  der  meist  schwierig  in  völliger  Rein- 
heit lu  erhaltenden  Stoffe  sind  wir  mit  ganz  besonderer  Sorgfalt 
verfahren,  um  die  Zuverlässigkeit  der  zu  erhaltenden  Resultate 
zu  sichern.  Wie  schon  bei  früherer  Gelegenheit  angegeben 
stellen  wir  die  Präparate  zunächst  in  einer  solchen  Reinheit  dar, 
dass  sie  den  in  der  Litteratur  sich  findenden  Angaben  ent- 
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sprechen  und  bestimmen  dann  ihren  Wärmewerth.  Darauf 
sind  die  zu  untersuchenden  Stoffe  von  Neuem  umkrystallisirt 
worden ,  mehrfach  unter  Wiederholung  derselben  Reinigungs- 
methode, worauf  eine  neue  Bestimmung  ihres  Wärmewerthes 
erfolgte.  Als  rein  wurde  das  Präparat  erst  betrachtet,  wenn 
beide  Bestimmungen  gleiche  Resultate  ergaben.  £lementar- 
analysen  haben  wir  nicht  vorgenommen ,  weil  die  Methode  der 
Bestimmung  des  Wärmewerthes  schiirfere  Resultate  liefert,  als 
sie  von  der  Elementaranalyse  zu  erwarten  sind.  Die  in  Nach- 
stehendem verzeichneten  Zahlen  sind  regelmässig  auf  diese 
Weise  erhalten;  die  Uebereinstimmung  der  mit  verschiedenen 
Proben  gewonnenen  Zahlen  spricht  am  besten  für  deren  Rein- 
heit. Bei  einzelnen  Stoffen,  deren  Umkry stall isation  einen 
Zerfall  befürchten  Hess,  wie  bei  den  Ammonium-  und  Anilin- 
salzen, sind  jedesmal  Präparate  verschiedener  Darstellung  unter- 
sucht worden. 

Die  Bestimmungen  des  Wärmewerthes  geschahen  meist  in 
der  MAHLBR^schen  Bombe,  deren  Wasserwerth  von  Neuem  be- 
stimmt wurde.  In  einzelnen  Fällen  wurde  auch  die  Bbrthelot- 
sche  Bombe  benutzt  und  zur  weiteren  Sicherung  wurde  in  einem 
Falle  ein  Theil  der  Bestimmungen  sowohl  mit  dem  einen  wie  mit 
dem  anderen  Apparate  vorgenommen.  Die  hierbei  gewonnene 
vollige  Uebercinstiinmung  der  Resultate  liefert  den  schlagend- 
sten Beweis  für  die  Gleichwerthigkeit  beider  Apparate.  Die 
mehrfach  ausgesprochene  Behauptung,  Maiilbr's  Apparat  sei 
wohl  für  technische  Untersuchungen ,  bei  denen  es  auf  grösste 
Genauigkeit  nicht  ankomme,  geeignet,  während  für  wissen- 
schaftliche Zwecke  die  BERTUELOT^sche  Bombe  nicht  zu  entbehren 
sei,  ist,  wie  aus  diesen  und  aus  vielfältigen  früheren,  von  uns 
ausgeführten  Bestimmungen  hervorgeht,  durchaus  hinfallig.  Wir 
erzielen  mit  dem  einen  wie  mit  dem  anderen  Apparate  voUig 
übereinstimmende  Resultate.  Freilich  muss  man  mit  den  Appa- 
raten, sowohl  mit  dem'  von  Bkrtuelot  wie  mit  dem  von 
Mahler,  zu  arbeiten  verstehen,  was  allerdings  nicht  Jedermanns 
Sache  ist. 

In  den  folgenden  Belegen  finden  sich  verschiedene  Angaben 
des  Wasserwerthes  der  Apparate;  für  die  Bombe  von  Mablxr 
ist  der  Wasserwerth  bald  zu  2804,6,  bald  zu  2800  Gramm  an- 
gegeben. Dies  ist  darauf  zurückzuführen,  dass  die  Bestimmung 
ersteren  Werth  ergeben  hatte,    während  wir  später  eine  Ab- 
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änderaDg  der  Wasserfüllung  vorgeDoromen  haben,  um  in  der 
Zahl  2800  einen  einfacheren  Zahlenwerth  fttr  die  Rechnung  zu 
haben.  Die  Zahl  2502,9  Gramm  besieht  sich  auf  den  Apparat 
von  Berthelot. 

In  einzelnen  Fällen  ist  zur  Sicherung  der  Entzündung  der 
Substanz  ein  Zusatz  von  leicht  brennbarer  Materie  gemacht.  Als 
solche  wählten  wir  entweder  Campher,  dessen  Verbrennungs- 
wärme  sehr  genau  bekannt  ist,  oder  Nitrocellulose,  erhalten 
durch  Verdunstung  von  Collodium.  Der  Wärniewerth  der  letz- 
teren ist  allerdings  nicht  so  sicher  wie  der  des  Gamphers,  schon 
aus  dem  Grunde,  weil  in  dem  Collodium  vielleicht  wechselnde 
Gemenge  von  Tri-  und  Penta-Nitrocellulose  vorliegen  können. 
Doch  ist  dies  von  sehr  geringem  Belang,  da  von  dem  Collodinm- 
rückstande  nur  minimale  Mengen  zu  verwenden  sind,  um  den 
beabsichtigten  Zweck  zu  erreichen ,  so  dass  selbst  eine  erheb- 
liche Unrichtigkeit  in  der  dafür  angenommenen  Verbrennungs- 
wärme durchaus  ohne  Einfluss  auf  das  Resultat  sein  muss.  Die 
Verbrennungswärme  des  Camphers  wurde  nach  unseren  frü- 
heren Bestimmungen  zu  9291,6  cal.,  die  des  Gollodiums ,  nach 
Bestimmungen  von  Brhtbelot,  zu  2782  caL  fär  das  Gramm  an- 
genommen. 

Ganz  vereinzelt  ist  eine  geringfügige  Menge  von  Kohle  bei 
den  Terbrennungen  abgeschieden  worden ,  welche  aber  kaum 
mehr  als  0,004  Gramm,  meist  weniger,  betrug.  Sie  setzte  sich  an 
dem  zur  Aufnahme  der  Substanz  dienenden  Gefässe  ab  und 
konnte  mit  Leichtigkeit  quantitativ  bestimmt  werden.  Da  wo 
eine  solche  Abscheidung  stattfand,  ist  dafür  eine  Correction  von 
8  cal.  für  jedes  Milligramm  in  die  Rechnung  eingeführt  worden. 

Oxarainsäure.  xv,  si. 

CO.iV//, 

COOH  ^i'^3^V0,    ....    89 

Darstellung.  Nach  dem  von  Oelkers^}  angegebenen  Ver- 
fahren. Oxaminsäure-Aethylester  (Oxamäthan)  wurde  in  wäss- 
riger  Lösung,  unter  zeitweiligem  Zusatz  von  Ammoniak  im  Sieden 
erhalten,  von  ausgeschiedenem  Oxamid  filtrirt,  das  Product  zur 
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Krystallisation  verdampft  und  das  gebildete  Ammoniumsalz  der 
Oxaminsäure  mit  SalzsHure  zersetzt.  Die  Säure  wurde  durch 
Umkrystallisiren  aus  verdttnutem  Alkohol  weiter  gereinigt. 
Schmelzpunkt  der  Krystalle  21 0"^. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Oxaminstture 

Grm. 


Zusatz 
Campher 

Grm. 


*«  (corr.) 
Grad 


^1 
Grad 


Grad 


Wasser- 
werth  W^ 

Grm. 


cal. 


2.' 


1,0464 
0,9975 
1,1025 
1,0934 


0,0274 
0,0549 
0,0153 
0,0086 


17,3329 
17,8534 
17,5104 
18,3940 


16,6841 
17,1372 
16,8706 
17,7823 


0,6488 
0,7162 
0,6398 
0,6117 


2804,6 
2804,6 
2804,6 
2804,6 


1819,6 
2008,7 
1794,4 
1715,6 


GorrectioneD. 


Zusatz       iSalpetersKnre' 


cal. 


cal. 


Eisen 
cal. 


Im  Ganzen 
cal. 


1. 

254,6 

2,6 

9,1 

266,3 

2. 

510,1 

3,7 

9,< 

522,9 

3. 

142,2 

3,0 

9,1 

154,3 

4. 

79,9      , 

2,0 

9,1 

1        9<,0 

Wärmewerth 


I         der 

,  Oxaminsfiupf' 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm." 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
«s  400 


1. 

2. 
3. 

4. 

1557,3  1) 

1488.2  2) 

1643.3  3) 
1628,6«) 

1488,3 
1491,9 
1490,5 
1489,5 

132.5  99,89 
132,8           100,13 
132,7           100,03 

132.6  99,97 

Mitte 

1     1490,0 

132,7  far  coDStant.  Volum 
132,0    »          >         Druck 
159,5  Bildungswarme. 

\]  Werth  erhöht  um  4,0  cal.  wegen  0,0005  Grm.  abgesch.  Kohle. 

2)  Erhöht  um  2,4  cal.  0,0003  Grm.  Kohle. 

3)  0.0004  Grm.  Kohle  =  8«3  cal.      4)  0,0005  Grm.  Kohle  «=  4,0  cal. 


Calorimbtriscbb  Untbbscchungbn.    XXXVI. 


Oxanilsäure, 


XV,  466. 


C^H.NO^   .   •   .    465. 
COOH 

Darstellang.  Reiner  Oxanilsanre-Aethylester  wurde  durch 
Kalihydrat  zersetzt  und  die  aus  dem  Kaliumsalz  abgeschiedene 
Säure  aus  siedendem  Benzol  umkrystallisirt. 

Schmelzpunkt  der  Krystalle  450^. 

Bestimmung  des  Wännewerthes. 


1 

1    SubstüDz 
Oxanilsäare 

'       Grm. 

Zusatz 
Grm. 

*»  (com) 
Grad 

Grad 

Grad 

WasMr- 
werth  W, 

Grm. 

cal. 

\,      4,0879 
1      0,9987 
3.,     4,0609 
i.      4,0465 

18,6389 
17,3093 
17,4876 
16,4974 

16,5985 
15,4374 
15,4374 
14,5890 

8,0404 
1,8719 
1,9908 
1,9084 

8800 
8800 
8800 
8800 

5713,1 
5841,3 
5578,6 
5343,5 

Correctionen. 


Zusatz 

Salpetersäure 

Eisen 

Im  Gaozen 

e*l. 

cal 

cal. 

cal. 

1. 

„^ 

13,7 

9,1 

88,8 

8. 

— 

7,6 

»,« 

16,6 

3. 

— 

18,0 

9,1 

81,1 

4. 

— • 

15,9 

9,1 

85,0 

Warmewerth 


der 
Oxanilstture 

cal. 

pro  Grm. 
c«l. 

pro  Grm.- 
MoL 

Cal. 

Mitlei 
■>  400 

1. 

8. 
3. 
4. 

5690,3 
5884,7 
5551,5 
5318,5 

5830,6 
5831,5 
5838,8 
5838,8 

863,0 
863,8 
863,4 
863,3 

99,98 

99,99 

100,08 

100,01 

Mittel      5334,8 


863,2  fttr  constant.  Volum 
863,4     »  »         Druck 

430,4  Bildungswärme. 


F.  Stohmann, 


Malonanilsäure,  xv,  228. 

Darstellung.  Nach  Freund^)  durch  Kochen  von  Mono- 
phenyl-Malonamid  mit  ttberschttssiger  Kalkmilch,  Krystallisiren 
des  entstehenden  Kalksalzes  und  Zersetzen  desselben  mit  der 
berechneten  Menge  von  Oxalsäure. 

Schmelzpunkt  der  Krystalle  432° 

Bestimmung  des  WUrmewerthes. 


Substanz 
Malonanils. 

Grm. 


Zusatz 
Grm. 


K  (coiT.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 
werth  W^ 

Grm. 


cal. 


1. 
2. 
3. 


4,0546 
0,9009 
0,9764 


17,5804 
47,5943 
47,6948 


45,4845 
45,5457 
45,7405 


2,3959 
2,0456 
4,9843 


2502,9 
2502,9 
2800 


5996,7 
5449,9 
5556,0 


Correctionen. 


Zusatz 

cal. 


Salpetersäure 
cal. 


Eisen 
cal. 


Im  Ganzen 

cnl. 


i. 

-         !  ,     18,6 

9,4 

27,7. 

i. 

—         '       <6,2 

9,4 

25,3 

3. 

-         1       <2,9 

9,4 

22,0 

Wärmewerth 


4, 

2. 
3. 


der 
Malonanils. 

•  -  cal.    . 

5969,0 
5094,6 
5534,0 

Mittel 


pro  Grm. 

cal. 

5660,0 
5655,0 
5667,8 

5660,9 


pro  Grra.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
=  400 


4  043,1  99,98 

4  042,2  99,90 

4044,5         400,42 

4  04  3,3  für  constant.  Volum 
4043,4    »  9         Druck 

4  43,1   ßildungswärme. 


1)  Bor.  ehem.  Ges.  17|  4  95. 


GaLORIHETRISGIIB  UxTERSUCqUNGBN.     XXXVl. 


<^40^4|VO3     .     .     493. 


SuceiDanilstture,  xv,  i08. 

CH^.COOH 

Darstellung.     Nach    MrnsghutkinI),     durch    Kochen    von 
Suecinanil  mit  Barytwasser,  wobei  die  Spaltung  sehr  rasch  er- 
folgt    Die  Säure  wurde  durch  Salzsäure  abgeschieden  und  aus 
siedendem  Wasser  umkrystallisirt. 
Schmelipunkt  der  Krystalle  U7^ 

Bestimmung  des  Wärinewerthes. 


<    SabsUnz 
i  SaccinaniU. 

1       Grm. 

Zusatz 
Cirni. 

*„(corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
wirlh  yv„ 

Grm. 

cal. 

4.      4,0040^ 
J.      4,0780 
3.'     0,8689 
i.|     0,7994 

— 

4  7,7340 
48,0503 
4  7,6783 
47,8674 

45,5747 
45,7456 
4  5,7952 
46,4334 

2,4623 
2,3347 
4,8834 
4,7340 

2800 
2800 
2800 
2800 

6054,4 
6537,2 
5272,7 
4855,2 

Correctionen. 


Zasatz 

Salpetersäure 

Eisen 

Im   Ganzpn 

cal. 

cal. 

cnl. 

cal. 

4. 

— 

«,< 

9,4 

4  4,2 

2. 

— 

n,6 

9,4 

20,7 

3. 

— 

Mfi 

9,4 

23,6  . 

4. 

— 

Mfi 

9,4 

23,9 

Wärmewerth 


der 

Sucrinanils. 

cal. 


4. 

3. 
4. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.- 

Mol. 

Cal. 


Mittel 
=  100 


6443,S 
6516,5 
5S49,4 
4834,3 

Mittel 


6037,2 
6045,0 
6044,4 
6043,7 

6044,8 


4  4  65,2 
4  4  66,7 
4  465,9 
44  66,4 

4466,4 
4  466,5 


99,92 

400,05 

99,99 


I    400,03 

für  Gonstant.  Volum 
D  9        Druck 


4]  Ann.  Ghem.  162,  476. 


453,0  Bildungswärme. 


F.  Stobhann, 


PhtalaminsJlure, 

Darstellung.    Nach  Aschan^s^)  Angaben. 
Schmelzpunkt  der  Krystalle  \  49"". 


C,H,\0, 


XV,  U8. 
.    465. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Phtalamins. 

Grm. 

Zusatz 
Grm. 

1 

\  »n  (cot-) 
1 

Grad 

Grad 

:     Grad 

Wasser- 
werth  IV, 

Grm. 

cal. 

i. 

3. 

0,9796 
4,0558 
0,9765 
0,9878 

1 17,8289 
16,7049 

,16,1369 
17,3720 

16,0164 
14,7553 
14,3343 
15,5497 

1,8125 
1,9496 
1,8026 
1,8223 

2800 
2804,6 
2804,6 
2804,6 

1  5075,0 

■  5467,8 

5065,6 

5110,8 

Correctionen. 


Zusatz 

Salpeterstture 

Eisen 

1 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 



43,4 

9,4 

82,5 

8. 

— 

42,0 

9,1 

81,1 

3. 

— 

44,2 

1        9,i 

20,3 

4. 

— 

42,4 

!        9,1 

1 

24,2 

Wärmewerth 


der 
Phtalamins. 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


4. 
2. 
3. 
4. 


5052,5 
5446,7 
5035,3 
5089,6 


5457,7 
5458,9 
5456,5 
5452,5 


pro  Grm.-   . 

Mol.        I       ^«**o» 
=  100 
Cal. 


Mittel     5456,4 


1)  Ber.  ehem.  Ges.  19y  U01. 


854,0  400,03 

854,2  400,05 

850,8  400,00 

850,2  99,92 

850,8  fttr  constant.  Volum 

850,7  »          »         Druck 

4  42,8  Bildungswärme. 


CaLORIMBTRISGBB  ÜNTBRSUGUtNGBN.     XXXVI. 


Phenylphlalainidsäure.    Phtalanilsäure. 


XV,  169. 


241. 


Darstellung.  Phtalanil  wurde  mit  \  Mol.  Kalihydrat  in  con- 
centrirter  wässriger  Lösung  zersetzt.  Nach  Zusatz  von  etwas 
Alkohol  wurde  mit  Salzsäure  angesäuert,  wobei  die  in  Wasser 
schwer  lösliche  Säure  ausfällt.  Ein  Versuch,  die  Säure  aus  sie- 
dendem Alkohol  umzukrystallisiren,  schlug  fehl,  da  dabei  lieber- 
gang  in  Phtalanil  stattßndet.  Die  Säure  schmilzt  unter  Zer- 
setzung bei  \  67^,  wobei  die  Schmelzprobe  jedoch  rasch  in  das 
sehr  nahezu  auf  die  Schmelztemperatur  erhitzte  Bad  einzu- 
tauchen ist,  da  anderenfalls  durch  Uebergang  der  Säure  in 
Phtalanil  der  Schmelzpunkt  zu  hoch  gefunden  wird. 

0,8475  Grm.  der  Säure  erforderten  zur  Neutralisation 
0,4444  Grm.  NaOH\  ber.  0,4407  Grm. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Sabstans 
PhUlaotls. 

Gm». 

Zusatz 
Grm. 

*„  (corr.) 
Grad 

Grad 

-        -      Wasser- 
*»  — *'    werth  W, 

Grad      |     Grin. 

Col. 

<.      0,9903 
i.     0,8659 
3.     0,8097 

47,4699 
46,8066 
17,6895 

45,4469 
44,7733 
46,7884 

2,3230       2800 
2,0333       2800 
4,9044       2800 

650i,4 
5693,2 
5323,9 

Gorreotionen. 


4.  ' 
2.  ' 
3. 


Zusatz 
cal. 


Salpetersäure 

cal. 

46,0 
45,0 
44,0 


Eisen 
cal. 

9,4 
9,4 


Im  Ganzen 
cal. 


25,4 
24,4 
23,4 


10 


F.  Stohmanx, 
Wärmewerth 


der 

Plitalanils. 

cal. 


pro  Grni. 
cal. 


pro  Gnn.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
=  100 


6479,3 
5669,4 
5300,8 

Mittel 


6542,8 
6547,4 
6546,6 

6545,5 


4  576,8  99,96 

4577,9     '      4  00,02 
4577,7     I     4  00,02 

4577,5  für  oonstant.  Volum 
4577,9    .)  *         Druck 

417,6  BüduDgs warme. 


Monophenylharnstoff. 


XV,  826. 
.     436. 


Darstellung.  Nach  Wbith*).  Durch  Unilagerung  von  4  Mol. 
Anilinhydrochlorat  mit  der  äquivalenten  Menge  von  Kalium- 
cyanat. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Monophenyl- 
harnstoff 

Grm. 

Zusatz 
Grm. 

*•  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grnd 

Wasser- 
werth  W, 

Grm. 

cal. 

4. 
2. 
3. 
4. 

0,9957 

.    4,0054 

0,9980 

0,9079 

47,4446 
47,3842 

47,7847 
47,7400 

45,4344 
46,0484 
45,4082 
45,6046 

2,3405 
2,3334 
2,3465 
2,4084 

8800 
2800 
2800 
8800 

6469,4 
6532,6 
6486,2 
5903,5 

Correctionen. 


Zusatz 

Salpetersaure 

Eisen 

Im   Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

4. 



24,3 

9,4 

30,4 

2. 

— 

22,0 

9,4 

34,4 

3. 

— 

20,3 

9,< 

29,4 

S. 

— 

20,4 

9,4 

29,8 

4)  Ber.  ehem.  Ges.  9)  820. 


Calorixktrisghs  Untbrsughungbn.   XXXVI. 
Wtfnnewertb 


11 


des 
Monophen)  1- 
',    harnstolTs 

cal. 


pro 


r-r,»      '    P^o  Grm.- 
^'"*-  Mol. 


cal. 


Cal. 


Mittel 
=  400 


1. 

6439,0     1      6466,9 

879,5 

99,98 

2. 

6501,5           6466,7 

879,5 

99,97 

3. 

{     6456,8 

6469,7 

879,9 

100,02 

4. 

1     5874,3 

6470,2 

879,9 

100,03 

Mittel    6468,4 

879.7  für  constant.  Volum 

880.8  1          »        Druck 
54,0  Bildungswärine. 

Symm.  Diphenylharn 

Stoff.   Carbanilid.      xv,  «so. 

co( 

f^«. 

//„.V.O  .    .    212. 

Darstellung.  Nach  dem  Verfahren  von  Hbntscbel')  wurde 
in  Wasser  vertheiltes  Anilin  mit  Phosgengas  behandelt,  bis  kein 
Anilin  mehr  wahrnehmbar  war.  Die  ausgeschiedenen  Krystalle 
Bürden  auf  dem  Saugtrichter  von  anhängender  Flüssigkeit  mög- 
lichst befreit,  zur  Entfernung  von  Anilin  mit  Salzsäure  ausge- 
kocht und  destilUrt;  das  Destillat  wurde  noch  aus  Alkohol  um- 
krystallisirt 

Schmelzpunkt  der  Krystalle  238^ 

Bestimmung  des  Wttrmewerthes. 


SabstaDZ 

Syma». 

Diphenyl- 

barQStolt 

r.rm. 

Zusatz 
rinn. 

&n  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
werth  W, 

Gtm. 

cal. 

i.     0,8228 
1     0,8669 
3.     0,9279 
i.     0,8625 

— 

17,6330 
17,9644 
18,3006 
18,6005 

15,3881 
15,6026 
15,7694 
16,2501 

2,2449 
2,3615 
2,5312 
2,3504 

2800 
2800 
2800 
2800 

6285,7 
6612,2 
7087,4 
6581,1 

1 

4)  Jouro.  l  prakt.  Cbem.  [2]  27,  498. 


12 


F»  Stohmann, 

Gorrectionen. 

Zusatz 

Salpetersäure 

Eisen 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

_ 

'       46,2 

9,1 

25,3 

2. 

— 

47,7 

9,1 

26,8 

3. 
4. 

*""* 

18,0 
47,3 

9,1 
9,1 

27,1 
26,4 

Wärme  werth 

des 
CarbaDilids 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  400 

^r^ 

-^^-_ 

— 

1. 

6260,4 

7608,7 

1613,0 

100,07 

2. 

6585,4 

7596,5 

1610,5 

99,91 

3. 

7060,3 

7608,9 

1613,1 

100,07 

*• 

6554,7 

7599,7 

4611,1 

99,95 

Mitte 

7603,6 

1611,9   fttr  constant.  Volum 

1612,8    » 

»        Druck 

23,2   Bildungswanne. 

Asymm.    DipbeDylharnstoff.  xy.  8<4. 

COK^cIhI        C..ff„^.0  .   .   212. 

Darstellung.  Durch  Erhitzen  von  Diphenyl-Harnsloffchlorid 
mit  alkoholischem  Ammoniak  im  geschlossenen  Rohre  auf  4  00^. 
Schmelzpunkt  der  Krystalle  489°. 

Bestimmung  des  Warmewerthes. 


Substanz 

Asymm. 
Diphenyl- 

Zusatz 

*„  (corr.) 

*i 

*«-*! 

Wasser- 
werth  W„ 

ir.{*.-*, 

barnstoff 

Grm. 

Grm. 

Grad 

Grad 

Grad 

Grm. 

cal. 

1. 

4,0389 



,19,0307 

16,1964  1  2,8343      2800 

7936,0 

2. 

0,834  8 

— 

1 18,4658 

;  16,1944    2,2714      2800 

6359,9 

3. 

0,9234 

_ 

:  18,1 482 

15,6295    2,5187      2800 

7052,4 

4. 

0,8205 

1    "" 

1 17,7002 

1 

15,4615 

2,2387 

2800 

1  6268,4 

Galorimbtrischb  Untbrsughungbn.   XXXYI.  13 

CorrectioneD. 


Zusatz 

1 
Salpeterssure 

Eisen 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

1.  ' 



20,5 

9,4 

•      29,6 

2. 



47,4 

9,4 

26,2 

3. 

— 

48,0 

9,4 

27,1 

4. 

t 

— 

48,3       1 

9,4 

27,4 

Wannewerth 

des 

asymm. 
Dipbenyl- 
harnstofTs 

pro  Grm. 

pro  Grm.- 
Mol. 

Mittel 
=  400 

cal. 

cal. 

Cal. 

4. 

7906,4 

7640,4 

4  613,4 

100,01 

2. 
3. 

6333,7 
7025,3 

764  4,5 
7608,4 

1614,3 
1612,9 

100,06 
99,98 

4. 

6244,0 

7606,3 

1612,5 

99,95 

Mitte 

7609,8 

1613,3  f( 
1614,2    > 

Ir  constant.  Volum 
1          »        Druck 

21,8  Büdungswärme. 


Tetraphenylharnstoff. 
.CJL 


CO^ 


C,,ff,,N,0 


XV,  238. 


364. 


Darstellung.  Nach  dem  von  Mighlbri)  angegebenenVerfcihren. 
Schmelzpunkt  der  Krystaile  ISl"". 


I)  Ber.  ehem.  Ges.  9^  74  0. 
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F.  StohmanN; 
Bestimmung  des  Wttrmewerthes. 


2. 
3. 
i. 

5.1 


I 


Subslnnx     • 

Telraphcnyl- 

IiarnstofT    ' 

Grm. 

0,8840 
0,88n 
0,7998 
0,7828 
0,7269 


Zusatz      &n  .corr.) 


Grra. 


Grad 


^^i 


Grad 


&u  —  ^i 


Grad 


Wasser- 
weilh  W„ 

Grm. 


18,8583  116,1835- 
18,2702  1 1 5,6056  j 
18,2660  115,8459  I 
17,7310  15,3679 
17,7994  15,5966 


V^«(*V»'>i^ 


CJll. 


2,6748  ' 

2800 

7489,4 

2,6646 

2800 

,  7460.9 

9,4201 

2800 

1  6776.3 

2,3631    , 

2800 

6616,7 

2,2928 

2800 

1  6167.8 

Correctionen. 


1. 

2. 
3. 
4. 
5. 


1. 
2. 
3. 
4. 
5. 


Zusatz       rSai  petersäure        Kisen 


cal. 


cal. 


cal. 


Im  Ganzen 
cal. 


16,3 
18,3 
16,5 
2,5 
18,5 


Wärmewerth 


9,1 

'       25,4 

9,1 

27,4 

9,4 

25,6 

9,1 

11,6 

9,1 

27,6 

des 

Tetraphenyl- 

harnstofTs 

cal. 


pro  Grm. 


cal. 


7464,0 

7443,2^1 
6750,7     [ 

6605.1  I 

6140.2  I 

Mittel 


8443,8 
8441,9 
8440,5 
8437,8 
8447,1 

8442,2 


pro  Grm.-   | 
iMoi. 


Cal. 


Mittel 
=  400 


3073,5  100,02 

3072,9  ,  100,00 

3072.3  !  99,98 

3071.4  I  99,95 
3074,7  I  400,06 

3073,0  für  coostant.  Volum 
3075,0  »  »  Druck 
— 35,0  Bildungswärme. 


4)  Erhöht  um  9,7  cal.  für  i,%  Mgrm.  Kohle. 


CaLORIMBTRISGHB  UNTBRStCBVNGBX.     XXXVI. 
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XV,  52. 

C^H.Nfi^   .   .    88. 


Oxamid. 
CO.NH^ 
CO.NH^ 

Zar  Darstellung  wurde  Oxalstture-Aethylester  mit  Ammo- 
niak geschatlelt  und  das  entstehende  Oxamid  erst  mit  Wasser 
und  Alkohol  nacheinander  gewaschen,  dann  nach  dem  Trocknen 
mit  Alkohol  wiederholt  gekocht,  um  alles  darin  Lösliche  zu 
entfernen. 

Bestimmung  des  Wärme werthes. 


Snbiitanz 
Oxamid 

Gnn.     I 


Zusatz «) 
Gnn. 


&j^  (corr.) 
Grad 


^1 
Grad 


^         ^    I  Wasser-     „,  ,,     ^  . 
Grad      ,     Grm.      I       cal. 


I.  <.Ö105  1 0,0091  (Cal '16,7664 
l  0.9647  .0,00935;Co);  16,4647 
1.  <,0957  0,0077  (Ca)  1 16,01 05 
i.  1,0518    0,0031  (Co)  ji  6,9888 


15,8926 
15,6285 
15,0765 
16,1124 


0,8735 
0,8362 
0,9340 
0,8764 


2804,6 
2804,6 
2804,6 
2804,6 


1. 
2. 
3. 
4. 


Correctionen. 


'       Zusatz 

1 

Salpetersäure 

1         cal. 

cal. 

84,5 

8,9 

,       86,9 

8,0 

1       7<,6 

10,0 

8,6 

8,1 

liisoii 
cal. 


Im   Ganzen 
cal. 


9,< 
9,1 
9,1 
9,1 


102,5 

104,0 

90,7 

25,8 


Warmewerth 


'         de» 
1      Oxamids 

cal. 

pro  Gl  in. 
cal. 

pro  Grm.- 
Mol. 

ChI. 

Mittel 
=  100 

1. 
2. 
3. 
4. 

2347,3 

'  2241,2 

2528,8 

2432,2 

2322,9 
2323,2 
2307,9 
2312,4 

204,4 
204,4 
203,1 
203,5 

100,27 

100,29 

99,62 

99,82 

2449,8 
2345,2 
2619,5 
2458,0 


Mittel     2316,6 


203,9  für  constant.  Volum 
203,3    w  »         Druck 

122,7  Bildungswarme. 


4    Ca  =  Campher.      Co  ==  Gollodium. 
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Phenyloxamid. 


XV,  iSi. 


9^'^<C,H,  C,H,N,0,   .   .    464. 

CONH^ 

Darstellung.    Aus  PheDyloxaminsäure-Aethylester  und  Am- 
moniak.    Aus  Alkohol  umkrystallisirt. 
Schmelzpunkt  der  Krystalle  228,4". 


Bestimmung  des  Warmewerthes. 


Substanz 
Phenyl- 
oxamid 

Zusatz 

*„  (corr.) 

*i 

*«-*. 

Wasser- 
werth  W, 

W,[»„-9t) 

Grm. 

Grm. 

Grad 

Grad 

Grad 

Grm. 

cal. 

1. 

0,9680 



17,3861 

15,4001 

1,9860 

2800 

5560,8 

2. 

1,0662 

— 

17,5744 

15,3890 

2,1854 

2800 

6119,1 

3. 

1,0566 

— 

17,7781 

15,6086 

2,1695 

2800 

6074,6 

4. 

1,0130 

— 

18,2312 

16,1529 

2,0783 

2800 

5819,2 

5. 

0,9890 

— 

17,9872 

15,9606 

2,0266 

2800 

5674,5 

6. 

1,0032 

— 

17,8746 

15,8150 

2,0596 

2800 

5766,9 

Gorrectionen. 


Zusatz 

Salpetersäure 

Eisen 

Im   Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 



16,0 

~   9,1 

25,1 

2. 



20,3 

9,1 

29,4 

3. 



24,3 

9,1 

30,4 

4. 



20,6 

9,1 

29,7 

5. 



46,0 

9,1 

25,1 

6. 



49,4 

9,1 

28,2 

Calorimbtrischb  Untersiigbcngbn.  XXXVI. 
Wärmewerth 
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des 
Pbenyl- 

pro  Grm. 

pro  Grm.- 

Mnl 

Mittel 

oxamids 

=•  400 

ca). 

cal. 

Cal. 

i.' 

5535,7 

57<8,7 

937,9 

100,04 

2. 

6089,7 

5711,6 

936,7     • 

99,91 

3. 

6044,2 

5720,4 

938,1 

100,07 

4. 

5789,5 

5715,2 

937,3 

99,98 

5. 

5649,4 

5712,2 

936,8 

99,93 

6. 

5738,7 

5720,4 

938,1 

100,07 

Mittel     5746,4 


937,5  für  constant.  Volum 
und  Druck 
90,5  BilduDgswttrme. 


Oxaniiid. 


XV,  56 


C^,H,^N^O^   .    .    240. 


Darstellung.  Durch  Erhitzen  von  4  Mol.  wasserfreier  Oxal- 
säure mit  2  Mol.  Anilin  und  wiederholter  Krystallisation  aus 
Aceton. 

Schmelzpunkt  der  Krystalle  245». 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Sabstanz 
Oxaniiid 


0,9730 
4,0627 
4,0327 
t,0225 
4,0660 


Wasser-  i^^,  ,„     ^. 
werth  w  1*^«'*«"*»^ 


4  7,9730 

48,3454 

47,9445 

149,0638 

1 4  9,0657 


15,5587 

2,4143 

15,6755 

2,6396 

15,3779 

2,5636 

16,5266 

2,5382 

16,4203 

2,6454 

ßroD. 

2804,6 
2804,6 
2804,6 
2804,6 
2804,6 


cal. 


6771,1 
7403,0 
7189,9 
7118,6 
7419,3 


lbtk.-ph)i.  CImu.    18»7. 
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Gorrectionen. 


n,o 

9,1 

26,1 

18,2 

9,1 

27,3 

48,9 

9,1 

28,0 

12,9 

9,< 

1       22,0 

16,9 

9,1 

1       26,0 

Wärmewerth 


4. 

2.' 
3. 
4. 
5. 


Oxa^nTlids    i    P^^^""- 
cal.         ! 


6745,0 
7375,7 
7464,9 
7096,6 
7393,3 


Mittel 


cal. 

6932,2 
6940,5 
6935,4 
6940,4 
6935,5 

6936,7 


j    pro  Grm.- 
Mol. 

i         Cal. 


Mittel 
CS   400 


4663,7 
4665,7 
4664,4 
4665,9 
4664,5 

4664,8  für  constaDt.  Volum 

4665,4    »  »         Druck 

64,6  Bildungswärme. 


99,94 
400,05 

99,98 
400,05 

99,98 


Malonaroid. 


XV,  25. 

C,H,N,0,  .  .  402. 


Das  zu  den  Bestimmungen  verwandte  Präparat  wurde  von 
uns  nach  dem  von  Freund^)  beschriebenen  Verfahren  darge- 
stellt. Malonsäure-Aethylester  wurde  in  dem  angegebenen  Ver- 
hältniss  mit  Ammoniak  von  0,925  spec.  Gew.  gemischt  und  im 
Kolben  stehen  gelassen,  bis  die  Bildung  erfolgt  war.  Der  sich 
ausscheidende  Krystallbrei  wurde  an  der  Pumpe  abgesaugt  und 
aus  heissem,  wässrigem  Alkohol  umkrystallisirt.  Das  Malonumid 
bildet  weisse  Rrystalle  vom  Schmelzpunkt  473^. 


1)  Ber.  ehem.  Ges.  17,  133. 


Galorimbtrischb  Untbüsoghungen.  XXXVI. 
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Bestimmung  des  Wftrmewerthes. 


Substanz 


Zasatz 


Malooamid   i  Campher 
Gnn.  Grm. 


*n(corr.; 
Grad 


0,0402    17,3608 
0,0040    46,8896 
).     1,0004        0,0044     46,6459 


t.     1,0028 
^      1,0060 


Grad 


Grad 


Wasser- 

werth  \\\ 

Grm. 


cal. 


46,0604  4,3004  2804,6  <  3647,4 
45,6036  4,2860  2804,6  '  3606,7 
45,3386    4,2773     2804,6    3582,3 


Gorrectionen. 


I 

I     Campber    ■  Salpetersäure        Eisen 

>         cal.  cal.  cal. 


Im  Ganzen 
cal. 


4. 
2. 
3. 


94,8 
37,2 
38,4 


I 


45,0 
44,0 
44,6 

Wärmewerth 


9,4 
9,4 
9,< 


4  48,9 
60,3 
61,8 


des 
Malonamids 

cal. 


1. 
2. 
3. 


3528,2 
3546,4 
3520,5 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

cal. 


Mittel 
=  4  00 


3518,4 
3525,3 
3549,4 


MiUel     3520,9 


358,9  99,93 

359,6  400,42 

358,9  99,95 

359,4   für  constant.  Volum 
358,8    »  »  Druck 

430,2  Bildungswärme. 


Symm.  Dimethyl-Halonamid.  xv,  i9. 

Dargestellt  nach  dem  Verfahren  von  Frbund  ')  durch  Behand- 


4)  Ber.  cheiii.  Ges.  17,  13^. 


20  F.  SrOHMANlf, 

lung  von  Malonsäure-Aethylester  mit  concentrirter  Lösung  von 
Meibylamin  und  Umkrystallisiren  aus  siedendem  Benzol.  Kry- 
stalle  vom  Schmelzpunkt  128". 


Bestimmung  des  Warmewerthes. 


SabstaDZ 

Symm. 

Dimelhyl- 

Malonamid 

Grni. 


4.'    4,0457 

2.  4,06945 

3.  4,0445 


Zusatz     ^^(corr.)  | 


Grm.     I     Grad 


Grad 


—  47,5830' 45,6056 

—  47,4379   45,4462 

—  47,6970,45,7760 


^, 


Grad 


4,9774 
2,0247 
4,9240 


Wasser- 
wert h  Wg 


Grm. 


*V.(*«-*i) 


ca]. 


2804,6  I  5545,8 
2804,6  5670,4 
2804,6    5387,8 


Gorrectionen. 


I      Zusatz 
cal. 


Salpetersäure 
cal. 


24,0 
23,8 
24,5 


Eisen 
cal. 


9,1 
9,1 
9,4 


Im  Ganzen 
cal. 


33,4 
32,9 
30,6 


Warmewerth 


des  Symm. 
Dimetbyl- 
Malonamids 

cal. 


pro  Grm.r 
Mol. 

Cal. 


4.       5542,7 

2.  I     5637,2 

3.  I     5357,0 

Mittel 


Mittel 

=  400 


5274,8  685,3      I        99,95 

5274.4  685,2      '        99,94 

5280.5  686,5      I      400,4  4 

5274,5  685,7  fUr  constant.  Volum 

686,0    »  9  Druck 

429,0  Bildungswärme. 


Galoruitriscib  UirntRsvcHuifGEN.  XXXVI. 
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Diaethyl-Malonamid. 


H 


CH^ 


/^«•^<C,tf. 


\ 


CO.iV<]J 


XV,  45. 


58. 


Darstellung  nach  Wallach  und  Kaunski  ')  aus  M alonsäure- 
Aethylester  und  Aethylamin.  Aus  heissem  Bentol  umkrystalH- 
sirt.    Schmelzpunkt  1 49°. 


Bestimmung  des  Wärmewerthea. 


Substanz 
Dlaethyl- 
Malonamid 

Grm. 


I. 

» 

i. 


0,7646 
0,7967 
0,5898 
1,0297 


Zusatt 
Collodium 

Grm. 


*,(COIT.)  *,         I  *»— *) 

Grad  Grad     I     Grad 


18,2259116,5007 


—       18,6826;  16,8913    1,7913 


1,7252 


0,0010    17,2157  15,8836 
0,0015    16,6070!  14,2811 


Wasser-   „  ,.    -, 
warth  W,  '^•(*»-*«) 


Grm. 


1,3321 
2,3259 


2804,6 
2804,6 
2804,6 
2804,6 


cal. 


4838,5 
5023,9 
3736,0 
6523,2 


Correotionen. 


1 

Zusatz 

Salpetersäure 

Eisen 

Im  Ganzen 

i 

ca]. 

cal. 

caL 

cal. 

1.1 

— 

16,9 

9,1 

26,0 

8.1 

— 

17,3 

9,1 

26,4 

3.1 

2,8 

12,5 

V 

24,4 

4.' 

1 

4,2 

27,2 

9.<. 

40,5 

4)  Ber.  ehem.  Ges.  14,  470. 
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Wärmewerth 


des 

Diaethyl- 

Malonamids 

cal. 


«•«  r,^     \    pro  Grm.« 
pro  Grm.    I    ^    j^^, 


1 

2.  ^ 
3. 

4.1 


cal. 


Cal. 


Mittel 
s  400 


4818,5 
4997,5 
3741,6 
6482,7 

Mittel 


6894,1 
6880,6 
6899,4 
6895,7 

6898,5 


994,5  I  100,03 

998,3  99,81 

996,3  !  100,11 

994.7  I  100,06 

994.8  far  coDStant.  Votum 
995,1    »  >  DrachL 

145.9  Bildungswarme. 


Monophenyl-Halonamid,  wasserfrei.        xv,  ais. 
Ch/^^'^<C,h,       C,H,,N,0,  .  478. 


DarsteliuDg.  Nach  dem  Verfahren  von  Frkund^)  durch  Er- 
hitzen von  Malonamid  und  Anilin ;  aus  siedendem  Wasser  um- 
krystallisirt  und  bei  104"  getrocknet,  \\robei  es  4^  Mol.  Wasser 
verliert.     Schmelzpunkt  im  wasserfreien  Zustande  167,5". 

3,940  Grm.  Substanz  verloren  beim  Trocknen  bei  404" 
0,4  87  Grm.  Wasser  entsprechend  4,74  Proc. ;  berechnet  4,84  Proc. 

Bestimmung  des  Wärmev^erthes. 


I    Substanz  >  ' 

UrSi'id,  ;    Z'isatz    |*H(corr.)         *i       ^„-^, 
wasserfrei   1  ' 


Grm. 


Grm. 


Grad 


Grad 


Grad 


Wasser-    ^  .^    ^ 


Grm. 


cal. 


0,8444 
0,8397 


47,3599 
4  8,06S4 


45,5736    4,7863 
46,8483|  4,8438 


2800 
S800 


5001, G 
546S,6 


4)  Ber.  ehem.  Ges.  17,  185. 


ClLORIMBTRISCHB  UllTBiiSVGBtJIfGlN.    XXXVI. 
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Gorrectionen. 


des  Phenyl- 

Malonamids, 

wasserfrei 

cal. 


Wttrmewerth 


pro  Grm. 
cal. 


4976,9 
5437,2 

Mittel 


6443,4 
64  47,9 
64  45,7 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
B  400 


4088.8  99,96 
4089,0          400,04 

4  088,6  für  constant.  Volum 

4088.9  «  D  Druck 
40S,4  BUdungswärme. 


MoDophenyl-Malonamid, 
aus  Wasser  krystallisirt. 


XV,  «20. 


C^H,,N^O^.0fiH^O 487. 

Das  aus  Wasser  krystallisirte  Pbenyl-Halonamid  gab  bei 
der  Bestimmung  des  Wärmewertbes  so  anormale  Wertbe,  dass 
nur  zwei  H((glicbkeiten  vorliegen  konnten.  Das  Präparat  konnte 
entweder  in  bohem  Grade  unrein  sein  oder  es  musste  Wasser 
enthalten.  Das  Nichtvorbandensein  von  Verunreinigungen 
wurde  durcb  Bestimmung  des  Wärmewertbes  eines  weiter  um- 
krystaliisirten  Präparates,  wobei  derselbe  Wertb,  wie  vorber, 
gefanden  wurde,  erwiesen.  Ein  Versucb,  bei  welchem  er- 
mittelt werden  sollte,  ob  beim  Erwärmen  auf  wenig  über  4  00°, 
genau  auf  4  04°,  ein  Gewichtsverlust  stattfände,  ergab  das 
oben  verzeichnete  Ergebniss,  nach  welchem  das  aus  Wasser 
krystallisirte  Präparat  beim  Trocknen  im  Exsiccator  noch  ^  Mol. 
Wasser  surackbält. 
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Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 

Phenyl- 

Malonamid, 

krystallisift 

Grin. 


Zusatz 
CoIIodium 

Grm. 


^n  (corr.) 


Grad 


Grad 


^n-^i 


Grad 


Wasser-  1^^^  ,^    ^ 


1.  4,U82  — 

2.  4,0060  — 

3.  0,9826        0,0013,18,0785,16,0253    2,0532 


Grm. 


'17,8643  15,4676  2,3967  '  2800 
17,8204  15,7196  2,1008   2800 


2800 


cal. 


6710,7 
5882,2 
5749,0 


Gorrectionen. 


1. 
2. 
3. 


Zusatz        Salpeiersäurcj. 
cal.  cal. 


3,6 


22,5 
20,8 
14,8 


Eisen 
cal. 


9,1 

V 
9,4 


Im  Ganzen 
cal. 


31,6 
29,9 
27,5 


des  Phenyl- 

Malonamids, 

kryst. 

cal. 


'     6679,1 

,     5852,3 

5721,5 


Wärmewerth 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 


Cal. 


5817,1 
5823,2 
5822,7 

Mittel     5821,0 


1087,7 
1088,8 
1088,7 


Mittel 
s  400 


99,93 
100,04 
100,03 


1088,4  für  constant.  Voluui 
1088,7   D  »  Druck 

136,8  Bildungswärme. 


Galorimbtrischb  Untbrsuchungbi!.  XXXVI. 
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Symm.  Diphenyl-Malonamid, 
Malonanilid. 


XV,  38. 


C//,; 


/^Ö-^<//. 


C,,H^,N,0,,  .  254. 


DarslelluDg  nach  dem  Verfahren  von  Freund  ^)  durch  Kochen 
von  Malonsäure-Aethylester  mit  Anilin.  Nach  dem  Umkrystal- 
lisiren  aus  beissero  Alkohol  bildet  das  Anilid  weisse  Nadeln  vom 
Schmehpankt  SISS"". 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 

MalonaDüid 

Grra. 


Zusatz 
Grm. 


^«(corr.) 
Grad 


Grad 


Grad  Grm.  cal. 


1.     1,0151 

—       18,4371 

15,8340 

2,6031 

2804,6 

7300,7 

i     1,0342 

—     '18,3164 

15,6636 

2,6519 

2804,6 

7437,5 

1      1,0305 

—       17,9386 

15,2983 

2,6402 

2804,6 

7404,7 

J.     1,0959 

-     ,18,1676:15,3557 

2,8018 

2804,6 

7867,9 

5.     0,7484 

-        ,18,3508!  16,5117 

1,8391 

2804,6 

5157,9 

6.     1,0193 

-        117,9775 

16,3689 

2,6086 

2804,6 

7316,1 

'■     0,7860 

—       17,6666 
Gorr« 

16,6657 
iotionen. 

2,0109 

2804,6 

5639,8 

Zusatz       Salpetersäure.       Eisen 


Im  Ganzen 


cal. 

oal. 

cal. 

cal. 

1.,     - 

21,0       ' 

9,1 

30,1 

2:        — 

20,5      1 

9,1 

29,6 

3.           — 

20,5      1 

9,1 

29,6 

4. 

— 

22,0 

9,1 

31,1 

6. 

— 

12,0 

9,1 

21,1 

6. 

— 

14,6 

9,1 

23,7 

7. 

— 

11,8      1 

9,1 

20,9 

4)  Ber.  ehem.  Ges.  17,  484. 
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WHrmewerth 

des 
Malonanilids 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.- 
Mo). 

Cal. 

Mittel 
=  400 

1. 

2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 

7270,6 
7407,9 
7375,1 
7826,8 
5136,8 
7292,4 
5618,9 

7162,4 
7162,9 
7156,8 
7141,9 
7150,4 
7154,3 
7148,7 

"1819^ 
1819,4 
1817,8 
1814,0 
1816,2 
1817,1 
1815,8 

' 

100,12 

100,13 

100,04 

99,83 

99,95 

100,01 

99,93 

Mittel 

1     7153,9 

1 81 7, 1  für  constant.  Volum 

1818,0   »         »         Druck 

75,0  Bitdungswärme. 

Succinamid. 

CH^.CO.NH^ 
CH^.CO.NH^ 


C.tf.iV.O, 


XV,  68. 
.116. 


Darstelluug.  Bernsieinsdure-Aethylester  wurde  mit  wäss- 
rigem  Ammoniak  geschüttelt;  die  sich  ausscheidenden  Krystalle 
wurden  aus  siedendem  Wasser  umkrystallisirt.  Schmelzpunkt 
der  Krystalle  242«. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 

Saccinamid 

Grm. 

Zusatz  1]    ■ 
Grm. 

*„(corr.) 
Grad 

Grad     |     Grad     ;     Grm.     ,      cal. 

1. 

2. 
3. 
4. 

1,0863 
0,9738 
1,0241 
1,0341 

0,001 5  (Cü) 
'0,0102(Co) 

0,001 7  (Co) 
10,0049  (Co) 

17,3132 
18,5579 
18,2041 
18,0515 

15,5996'  1,7136 
16,9886    1,5693 
16,5885    1,6156 
16,4163    1,6352 

2804,6 
2804,6 
2804,6 
2804,6 

4806,0 
4401,3 
4331,1 
4586,1 

i)  Co  =^  Collodium,  Ca  =  Cauiphcr. 


I. 

2. 
3. 
4. 


CaLORIMBTRISGBE  UllTBMCGIWIfGBN.    XXXVI. 

G«rreotionen. 


Substanz 
cal. 


Salpeteratfure 
cal. 


Eisen 
cal. 


»,2 
94,8 

4,8 
43,7 


I 


19,3 
48,8 
18,0 
18,5 


9,< 
9,1 

9,1 

9,1 


I  Im  Ganzen 
I         cal. 


32,6 

122,1 

31,9 

41,3 
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Wärmewerth 


Succinamidsl    ?«*<>  ^rm. 


cal. 


cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
=  400 


1. 

2. 
3. 
4. 

4773,4 
4279,8 
4499,2 
4544,7 

4394,1 
4394,3 
4393,3 
4394,9 

509,7     1     100,00 

509.7  j     100,00 
509,6            99,98 

509.8  100,02 

Mittel 

4394,2 

509,7  for  constant.  Volum 
und  Druck 
1 42,3  BilduDgswarme. 

Monophenyl-Succinamid. 


Ji 


XV,  i03. 


ClfrCO.N<^^jj^        C„//,,^0,  .  192. 


CH^.CO.NIl^ 

Darstellung.  Naoh  dem  Verfahren  von  Mbnsgiiutkin  >)  durch 
Crhilzen  von  Suocinanil  mit  alkoholischem  Ammoniak  im  zuge- 
schmolzenen  Rohr  bei  100"  und  Umkrystallisiren  aus  sieden- 
dem Wasser.     Schmelzpunkt  1 82". 


4)  Ano.  Chem.  162,  18S. 
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F.  Stobhamn, 


Bestimmung  des  WHrmewertbes. 


Substanz        ^„g^j^    '  . 


Succinamid 
Grm. 


1. 
2. 
3. 
4. 
5. 


1,0477 
1,0710 
1,0611 
0,9935 
0,7748 


Grm. 


0,0070 


Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- kj^,^    «. 
werlh  H^,|^^«(^«-*t) 

Grm.     '       cal. 


18,47371 

18,3167 

18,5603 

17,9934 

18,2305 

16,040« 
15,8290 
16,0935 
15,6844 
16,4063 

2,4335 
2,4877 
2,4668 
2,3090 
1,8242 

2800 
2800 
2800 
2800 
2800 

1  6813,8 
6965,6 
1  6907,0 
1  6465,2 
1  6107,8 

Correotionen. 

Zasatz 

'Salpetersaure 

Eisen 

Im  Ganzen 

cal. 

1         cal. 

cal. 

cal. 

1. 

— 

i        <8,» 

V 

27,6 

2. 

17,7 

9,1 

26,8 

3. 

'       17,3 

9,1 

26,4 

4. 

— 

19,0 

9,1 

28,1 

5. 

65,0 

,       16,0 

9,1 

90,1 

Wärmewerth 


I  des  Phenyl- 
I  succinaroids 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
==  400 


1. 

2. 
3. 
4. 
5. 

6786,2 
6938,8 
6880,6 
6437,1 
5017,7 

6477,3 
6478,8 
6484,4 
6479,3 
6476,1 

Mittel 

6479,8 

1243,6 

99,97 

1243,9 

99,99 

1245,0 

100,08 

1244,0 

100,00 

1243,4 

99,95 

1244,0  für  coDstant.  Volum 

1844,6    »         >        Draok 

109,4  Bi 

Idungsvrttrme. 

CaLORIMBTRISCHB  ÜNTBRSrCHUNtiBN.    XXXVI. 


Succinanilid. 


XY,  194. 
C,,H,,N,0^  .  268. 


DarsielluDg.  Bernsteinsäure  wurde  kurze  Zeit  mit  Anilin 
erhitzt  und  das  sich  ausscheidende  Succinanilid  mit  Wasser  aus- 
gekocht, am  zugleich  entstehendes  Succinanil  zu  entfernen.  Zur 
weiteren  Reinigung  wurde  das  Succinanilid  mit  alkoholischer 
Kalilösung  gekocht,  nach  dem  Verfahren  von  Mbnscbutkin  i),  wo- 
bei es  sich  löst  und  beim  Erkalten  kry stall isirt.  Es  wurde  aus 
siedendem  Alkohol  umkrystallisirt.     Schmelzpunkt  S30,5". 


Bestimmung  des  Warmewerthes. 


Substanz 
Succinanilid 

Zusatz    1 

*„(corr.) 

a         1  a        4    i  Wasaer- 
*i          *«-*i    ,verth  W^ 

WJ9^-9t) 

Grm.             Grm. 

Grad 

Grad           Grad     |     Grm. 

cal. 

1.'    1,0484      '       - 
ä.|    4,0458     1      — 
3.     0,9650     j       — 
l.     0,9234            — 
5.,    0,8395            — 

47,5438 
47,8860 
48,7402 
18,8542 
47,8589 

4  4,7872 
45,2094 
16,4667 
46,4242 
45,6455 

2,7566 
2,6766 
2,5435 
2,4330 
2,2434 

2800 
2800 
2800 
2800 
2800 

7748,5 
7494,5 
7424,8 
6842,4 
6497,5 

Correotionen. 

Zusatz 

Salpetersäure  1       Eisen 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

■         cal. 

cal. 

4. 
2. 
3. 
4. 
5. 

— 

40,0 
»4,0 
42,6 
46,0 
47,4 

1 

1 
< 

J,4 

J,4 
9,4 
9,4 

49,4 
30,1 
24,7 
25,4 
26,5 

4)  ADD.  Chein.  Itt2,  487. 
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F.  Stohmann, 
Wärmewerth 


des 
Succinanilids 

pro  Grm. 

pro  Grm.- 
Mol. 

Mittel 
-B  400 

cal. 

cal. 

Cal. 

4. 

7699,8 

7346,0 

4968,7 

99,93 

2. 

7464,4 

7348,3 

4969,3 

99,96 

3. 

7400,4 

7367,6 

4974,8 

400,09 

i. 

6787,3 

7352,7 

4970,5 

400,02 

5. 

6474,0 

7350,8 

4970,0 

400,00 

Mittel     7354,4 


4970,4  für  constant.  Volum 
4974,3   »  »         Druck 

84,7  Biidungswärme. 


Phtalamid. 


CJI,N,0, 


XV,  4  36. 

.  464. 


Darstellung.  Durch  Behandlung  von  Phtah'mid  mit  concen- 
trirtem  Ammoniak  nach  Aschan^).  Mikroskopische  Krystalle 
vom  Schmelzpunkt  224". 

Bestimmung  des  WUrmewerthes. 


Substanz 

Phtalamid 

Grm. 

4,0462 
4,4324 
0,9278 
0,9945 
4,0354 


Zusatz    i  *^(corr)  ' 


Grm. 


Grad 


I 


Grad 


a  a  WaSÄ#r-     mr  /  o        0    \ 

Grnd      '      Grm.     j       cal. 


47,2482 
48,0764 
47,0858 
48,0486 
47,5434 


45,4464  1  2,4024 
45,79921  2,2772 


15,2493, 
46,0233 
4  5,4253 1 


4,8665 
4,9953 
2,0884 


2804,6 
2804,6 
2804,6 
2804,6 
2800,0 


5895,5 
6386,6 
5234,8 
5596,0 
5846,7 


Correctionen. 


Zusatz 

SnIpetersKure 

Eisen 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

4. 

— 

45,5 

'9,4 

24,6 

2. 

— 

44,5 

9,4 

23,6 

3. 

— 

42,5 

9,< 

24,6 

4. 

— 

45,0 

9,4 

24,4 

5. 

— 

44,3 

9,4 

23,4 

4)  Bei*,  ehem.  Ges.  19,  4  399. 
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Wärmewerth 


31 


des 
Phtalamids 

pro  Grm. 

pro  6rm.- 
Mol. 

Mittel 
=  100 

cnl. 

cal. 

Cal. 

i. 

5878,91) 

5619,3 

921,6 

99,98 

2. 

6363,0 

5619,1 

921,5 

99,98 

3. 

5243,8 

5618,9 

921,5 

99,98 

4. 

5574,9 

S619,7 

921,6 

99,99 

5. 

5823,3 

5624,2 

922,4 

100,07 

Mittel 

5620,2 

921 ,7  fttr  constant.  Volum 
und  Druck 
1 06,3  Bildungswarme. 

Phenylphtalamid.  xv,  4»i. 

XO.NH^ 

Darstellung.     Aus  Phtalanil  mit  alkoholischem  Ammoniak. 
Schmelzpunkt  S26''. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Sabstanz 

Phenyl- 

phtalamid 

Grm. 


Zusatz 


Gnn. 


I  I 

*»(corr,) 
I 
Grad     I 


*i 


Grad 


*.  iwTrT^'j  «'•(*'.-*•) 


Grad 


Gnn. 


cal. 


1.  0,9630 

2.  0,9710 

3.  0,9494 


17,7898,  15,41 42 1  2,3756 

1 18,14971  15,7569'  2,3928 

j  17,3051  |l  4,9639  j  2,3412 

Correctionen. 


2800  '  6651,7 
2800  I  6699,8 
2800    I  6555,4 


25,6 
26,6 
27,3 


1)  Erhöht  um  8  cal.  für  0,001  Grm.  Kohle. 
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F.  Stohharn. 
Wttnnewerth 

des  Phenyl- 
phtalamids 

cal. 

proGrm.       P-„Gr..- 
cal.                  Cal. 

Mittal 
=  400 

1. 

2. 
3. 

6626,1 
6673,2 
6528,1 

Mittel 

6880,7 
6872,5 
6878,2 

6877,1 

4651,4     ,     100,05 

1649.4  99,93 
1650,8          100,02 

1650.5  für  constant.  Volum 
1651,1    «          »         Druck 

78,9  Bildungswttrme. 

Phtalsaure-Anilid. 


IT,  487. 


M 


C,H, 


yCO.N<:"  „ 

^6  "5 


^CO.N<Cil 


Darstellung.  Zu  75  Grm.  Anilin,  in  Benzol  gelöst,  wurden 
1 9  Grm.  Phtalylchlorid  in  kleinen  Antheilen  hinsugefügt,  wobei 
sich  das  Anilid  in  Form  eines  krystallinischen  Niederschlages 
abscheidet.  Nach  der  Filtration  und  dem  Trocknen  wurde  es 
mit  Wasser,  Alkohol  und  Aether  gewaschen  und  mit  siedendem 
Alkohol  behandelt.  Es  bildet  feine  Nädelchen  vom  Schmelz- 
punkt 230".  In  sämmtlichen  gebriluchlichen  Lösungsmitteln 
unlöslich,  wird  es  nur  von  siedendem  Eisessig  in  geringer 
Menge  aufgenommen.  Die  zur  Bestimmung  des  Wärmewerthes 
benutzten  Präparate  wurden  aus  heissem  Eisessig  umkrystal- 
lisirt. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Phtalstfure-  |    Zusatz    ,  ^„  (corr.) 
Anilid 


Grm. 


Grm. 


I 


Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 1,^, 
werth  Wa\     "^  ^^'^^^ 


Grm. 


cal. 


1.'     1,0659 

2.  0,8815 

3.  0,7642 


18,1143  15,2331  2,8812 

17,9392  15,5587  2,3805 

'  17,9008  15,8369;  2,0639 


2800 
2800 
2800 


8067,4 
6665,4 
5778,9 


GaLORIMBTRISCHK  UlfTBRBOGHtlNGBN.   XXXVI. 

Correctionen. 


3S 


Znsats 

EUen 

Im  Ganzen 

c«l. 

cal. 

caL 

cal. 

1. 

2. 
3. 

—~ 

18,0 
12,0 
13,0 

9,1 
9,1 
9,1 

27,1 
21,1 

22,1 

Wannew 

rerih 

des  Phtal- 
sanre-Anilids 

caL 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.- 
Hol. 

Cal. 

Mittel 
=  4  00 

1. 
2. 
3. 

8040,3 

1     6644,3 

5756,8 

7543,2 

7537,5 

1     7533,1 

2383,7 
2381,9 
2380,5 

100,07 
99,99 
99,94 

Mittel 

7637,9 

2382,0  for  constant.  Volum 

2383,2   »         »         Druck 

48,8  Bildungswarme. 

Succinimid,  wasserfrei.  xv,  79. 

C^H^NO^  .  .  99. 


CH^.CO/^" 


Darstellung.     Käufliches  Succiuimid  wurde  aus  wasser- 
freiem Aceton  umkrystallisirt  und  bei  \  00^  entwässert. 
Schmelzpunkt  486^. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 

Saccinlmid 

Gnn. 

i    Zusatz 
ICollodiam 
,     Grm. 

*»(corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

1,8704 
1,5849 
1,6317 
1,7428 

Wasser- 
werth  W, 

Grm. 

2804,6 
2804,6 
2804,6 
2804,6 

cal. 

1      1,1751 
i-     0,9968 
5     1,0287 
i     1,0968 

1  0,0034 
0,0027 
0,0003 

1  0,0012 

17,9778 
18,2750 
18,0457 
18,7045 

16,1074 
16,6901 
16,7140 
16,9617 

5245,7 
4445,0 
4576,3 
4887,9 

lUJOL'pkj:  ClMM.  1897. 
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Correclionen. 


Zusatz       Salpeterstturei 


cal. 


1. 

9,5 

2. 

7,6 

3. 

0,8 

*• 

3,4 

I 


cal. 


17,4 
14,5 
15,5 

18,0 


Eisen 
cal. 


9,1 
9,1 
9,1 
9,1 


Im  Ganzen 
cal. 


36,0 
31,2 
25,4 
30,5 


Wärmewerth 


des 
SucciDimids 

c«l. 

pro  Grm. 

• 

pro  Grn).- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
•     =  100 

1. 

2. 
3. 
4. 

5209,7 
4413,8 
4550,9 
4857,4 

4433,4 
4428,0 
4423,9 

4428,7 

438,9 
438,4 
438,0 
438,4 

100,11 
99,99 
99,90 

100,00 

Mittel     4428,5 


438,4  für  constant.  Volum 
438,1    »  »  Druck 

110,4  Bildungswärme. 


Phenyl-Succinimid.     Succinanil.         xv,  499. 
CH   CO 
ChIcO>^-^'">         C..//,iVO,  .  .  175. 

Darstellung.     Nach   dem  von  Mbnsghutkix  ')  angegebenen 
Verfahren.     Schmelzpunkt  154,5". 

Bestimmung  des  V^ärmewerthes. 


Substanz 

Succinimid 

Grm. 

Zusatz 
Grm. 

*,  (COIT.) 

Grad 

Grad 

15,8886 
16,0114 
16,2133 
16,5540 

Grad 

Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 

cal. 

1. 

2. 
3. 
4. 

1,0039 
1,2929 
1,0399 
1,0233 

— 

18,2898 
19,1039 
18,7015 
19,0040 

2,4012 
3,0925 
2,4882 
2,4494 

2800 
2800 
2800 
2800 

6723,4 
8659,0 
6967,0 
6858,:^ 

1)  Ann.  Chem.  162,  160. 
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GorrecUonen. 


1. 
2. 
3. 
4. 


12,7 
20,5 
17,0 
18,6 


Wttrmewerth 


9,1 

21,8 

9,1 

29,6 

9,1 

26,1 

9,1 

27,7 

des 
SttCcinanlls 

cal. 

pro  Grin. 
cal. 

pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 

=:    400 

1. 

2. 
3. 
4. 

6701,6 
8629,4 
6948,9 
6830,6 

6675,6 
6674,5 
6674,6 
6675,1 

1168,2 
1168,0 
1168,1 
1168,1 

100,01 
99,99 
99,99 

100,00 

Mittel     6675,0 


1168,1  für  constant.  Volum 

1168,5   ))  »  Druck 

82,0  Bildungswttrme. 


Phtalimid. 


XV,  132. 

C,H,NO,  .  .  147. 


Von  Dr.  König,  Leipzig,  bezogenes  Handelsproduct,  mehr- 
bch  von  uns  aus  Eisessig  umkrystallisirt.  Schmelzpunkt  der 
Krjslalle  233° 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Sabstanz 
Phtalimid 

Grm. 

Zusatz 
Grm. 

*„  (corr.) 
Grad 

Grad' 

Grad 

Wasser- 
werlh  W, 

Grm. 

VK.(*„-*i) 
cal. 

1      0,9890 
j     «,0258 
3     1,0542 
i     0,9368 

— 

17,1763 
17,5591 
18,0286 
16,0938 

15,1281 
15,4374 
15,8469 
14,1527 

2,0482 
2,1217 
2,1817 
1,9411 

2804,6 
2804,6 
2804,6 
2804,6 

5744,4 
5950,5 
6118,8 
5444,0 
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F.  Stohmann, 
Ciorrectionen. 


Zusatx 

Salpeterstture 

Eisen 

Im  Oanzen 

caL 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 



43,1 

9,1 

22,2 

2. 

— 

13,5 

V 

22,6 

3. 

— 

12,5 

%* 

21,6 

4. 

— 

11,7 

%* 

20,8 

Wärmewerth 


dos 
Phtalimids 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.- 
Hol. 

Cal. 

Mittel 
=  400 

1. 

2. 
3. 
4. 

5722,2 
5927,9 
6097,2 
5423,2 

5785,8 
5778,8 
5783,7 
5789,1 

850,5 
849,5 
850,2 
861,0 

100,01 
99,90 
99,99 

100,08 

Mittel     5784,4 


850,3  für  constent.  Volum 
850,S    »  »        Druck 

74,3  Bildungswärme. 


Phenyl-Phtalimid, 
Phtalanil. 


XV,  173. 


C.^H^NO^  .  223 

Darstellung.     Nach   der  Angabe  von  PiUTn^),  durch  Er- 
hitzen von  Phtalimid  mit  Anilin. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


4. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 


Substanz 
Phtalanil 

Gnu. 


Zusatz 


Grm. 


1,1094 
1,0745 
1,0529 
1,0767 
1,0794 
1,0722 
0,9519 


*»  (corr.) 
Grad 


Grad 


17,7223 
17,4709 
18,8827 
17,7647 
18,1499 
19,0443 
18,3236 


14,9100 
14,7464 
16,2143 
15,0327 
15,4102 
16,3239 
15,9085 


Grad 


2,8123 
2,7245 
2,6684 
2,7320 
2,7397 
2,7204 
2,4151 


Wasser- 
werth  W, 

Grm. 


2800 
2800 
2800 
2800 
2800 
2800 
2800 


cal. 


7874,4 
7628,6 
7471,5 
7649,6 
7671,2 
7617,1 
6762,3 


4)  Ber.  ehem.  Ges.  16,  4*Sa. 
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37 


Zosati 

Salpeterstture 

Bisoo 

Im  Oannn 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

i. 

_ 

«7,0 

9.< 

26,4 

i. 

— 

47,8 

V 

86,9 

3. 

— 

43,8 

9,< 

88,9 

4. 

— 

45,7 

9,4 

84,8 

5. 

— 

44,5 

9,4 

83,6 

6. 

— 

40,8 

9,4 

49,3 

7. 

— 

44,5 

9,4 

83,6 

Wannewerth 


7848,3 
7604,7 
7448,6 
7684,8 
7647,6 
7697,8 
6738,7 
Mittel 


7074,4 
7074,6 
7074,4 
7084,6 
7085,0 
7086,8 
7079,8 
7079,3 


4577,6 
4677,6 
4577,6 
4579,8 
4580,0 
4580,8 
4578,7 


99,93 
99,93 
99,93 
400,03 
400,08 
400,40 
400,00 
4578,7  far  constant.  Volum 
4579,4    >  »         Druck 

47,4  Bildungswärme. 

Neutrales  oxalsaures  Ammonium,         xv,  79. 
wasserfrei. 
CO.ONH^ 
CO.ONH^ 

Darstellung.    Die  Erystalle  des  neutralen  Salzes  wurden 
im  Exsiccator  vom  Krystallwasser  befreit. 

Bestimmung  des  Warmewerthes. 


C^H^N^O^.  .  .  484. 


1,0084 
1,1059 


8847,9 
8509,8 


1. 

2. 


F.  Stohmann, 
CorreciioneD. 


Wärmewerth 


des 
Oxalsäuren 
Ammoniums 

cal. 


4574,71) 
4732,2*) 
Mittel 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


4568,4 
4566,4 
4567,4 


677,8 
784,6 


Millel 
=  400 


400,06 


99,94 


494,5 

494,2 

494,4  für  coDStant.  Volum 

493,8    »  »         Druck 

270,2  Bildungswarme. 


Malonsaures  Ammonium,  neutrales.       xv,  249. 

^"-<f6!oNH\       ^.'A.A'.O«  .  .  138. 

'  Darstellung.   Aus  der  mit  Ammoniak  im  Ueberschusse  ver- 
setzten Lösung  der  Säure  durch  Alkohol  gefällt. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
malonsaures 
Ammonium 

Grm. 


Zusatz 
Grm. 


^n  (corr.) 


Grad 


^1 
Grad 


Grad 


Wasser 
werth  Wh 

Grm. 


cal. 


4. 
2. 
3. 


4,0764 
4,4462 
4,4303 


0,0405  16,5409 
0,0062  46,6850 
0,0070  [4  7,6726 


45,4958 
45,6485 
4  6,6496 


4,0454 
4,0365 
4,0530 


2800 
2800 
2800 


2842,^ 
2902,i 
2948,4 


1]  Der  Werth  ist  in  beiden   Bestimmungen,  wegen  Spuren  abge- 
schiedener Kohle,  um  4,6  resp.  4,0  cal.  erhöht. 
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Znsalz 

Salpetersaure 

Eisen 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

.1. 

2. 
3. 

97,6 
57,6 
65,0 

6,7 
6,9 
6,5 

9,1 
9,1 
9,1 

113,4 
73,6 
80,6 

Warmewerth 

1 
des 
maloDsanren  i 
Ammoniums 

pro  Grm. 

pro  Grm.-   ! 
Mol.        , 

Mittel 

^  400 

cal. 

cal. 

Cal. 

1. 
2. 
3. 

2728,9     1 
2828,6     1 
2867,8     1 

2535,2 
2534,1 
2537,2 

349,9     ! 
349,7     1 
350,1      ; 

99,99 

99,94 

100,07 

Mittel 

2535,5 

349,9  für  constant.  Volum 
349,6    »          »        Druck 
277,4  Bildungswarme. 

Neutrales  bernsteinsaures  Ammonium,     xv,  76. 


C^M.^N^O,  .  .  152. 


CH^.CO.ONH^ 
CH^.CO.ONH^ 

Darstellung.  Die  Bereitung  des  neutralen  Salzes  bietet  in- 
sofern Schwierigkeit,  als  dasselbe  nicht  allein  beim  Verdampfen 
seiner  Lösung,  sondern  schon  beim  Stehen  an  der  Luft  rasch 
Ammoniak  verliert  und  dann  saure  Reaction  annimmt.  Um 
diesen  Uebelstand  zu  umgehen,  wurde  ätherische  Bernstein- 
säurelösung mit  tlberschttssigem  alkoholischem  Ammoniak  ver- 
setzt, die  sich  ausscheidenden  Krystalle  wurden  rasch  abfiltrirt, 
durcli  möglichst  kurzes  Absaugen  im  Luftstrome  thunlichst  von 
Aether  und  Alkohol  befreit  und  schliesslich  ttber  gebranntem 
Kalk  in  einer  Ammoniak-Atmosphäre  getrocknet.  Die  Bestimm- 
ttog  des  Würmewenbes  wurde  mit  ganz  frischem  Präparate  aus- 
getahrt.  Das  dazu  verwandte  Salz  zeigte  neutrale  Beaction. 
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P.  Stobiahn, 
Bestimmung  des  Warmewerthes. 


1. 
2. 
3. 


Substanz 
bemsteins. 
Ammoniam 

Grtn. 


0,8912 
1,0176 
0,9736 


Zusatz 
Grm. 


0,0047 
0,0097 
0,00945 


*«  (corr.) 
Grad 


18,1435 
16,4351 
18,2266 


Grad 


17,0709 
15,1976 
17,0392 


Grad 


1,0726 
1,2375 
1,1874 


Wasser 
werth  W, 

GriD. 


2804,6 
2804,6 
2804,6 


eal. 


Gorrectionen. 


60,6 
107,8 
105,6 


Warmewerth 

des 
bernstein- 

sauroD 
Ammoniums 

cal. 

pro  Grm. 
caL 

pro  6rm.- 
Mol. 

CaL 

Mittel 
=  400 

1. 

2. 
3. 

2947,6 
3362,9 
3324,6 

Mitte 

3307,5 
3304,7 
3312,0 
3308,1 

502,7 
502,3 
503,4 

502,8  fü 

99,98 

99,90 

100,12 

r  constant.  ^ 

3008,2 
3470,7 
3330,2 


und  Druck 
287,2  Bildungswarme. 


Phtalsaures  Ammonium,  neutrales.       xt,  sss. 
^•^•<CO.S:       ^.^..^.0.  .  .  200. 

Darstellung.  Phtalsttare  wurde  in  ttbersohttssigem  Ammoniak 
gelöst  and  das  Salz  durch  Zusatz  von  Alkohol  ausgeschieden. 


Calorisetbischb  Untbrsuchungbn.   XXXVI. 
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BestimmuDg  des  Wärmewertbes. 


I   Substanz 
I  phtalsaures 
Ammonium 


I.  ^,0878 
i  0,9494 
3.     4,4i50 


0,0072 
0,0037 
0,04  S8 


5409,2 
4300,0 
5489,2 


Gorrectionen. 


Zusatz 
cal. 


66,9 

34,4 

4  48,9 


Salpetersäure 
cal. 


44,9 
43,0 
45,0 


Im  Ganzen 
cal. 


Wönnewerth 


4. 

2. 
3. 


des 
phtalsauren 
Ammoniums 

cal. 


5048,5 
4243,5 
5286,8 

Mittel 


pro  Grm. 

cal. 


4643,4 
4645,5 
4646,8 

4645,2 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
=  400 


922,7  99,96 

923,0      ;     400,04 
923,4      I     400,03 

923,0  für  constant.  Volum 
und  Druck 
243,0  BUdungswSirme. 
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F.  Stohmann, 


Anilin-Oxalat,  neutrales.  xv,  uk 

CO.ONH,.C,H,     c   H    NO  276 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Anilin-Oxalal 

1 
ZusaU 

*„  (corr.) 

*. 

*»-*! 

Wasser- 
werth  W, 

W.{9n-»i 

Grm. 

Grm. 

Grad 

Grad 

Grad 

Grm. 

cal. 

1. 

0,9877      :       — 

17,1105!  14,9809 

2,1296 

2804,6 

5972,7 

2. 

0,983<      1       --- 

16,6435  15,5267 

2,1168 

2804,6 

5936,8 

3. 

1,0442     1       —      ' 

17,8072  15,62361  2,1836 

2804,6 

6124,4 

4. 

1,0137     j       -      , 

17,3087  15,1231    2,1856 

2800 

6119,7 

5. 

0,9887            — 

17,8376115,70041  2,1372 

2800 

5984,S 

6. 

0,9092           — 

17,3604  15,3870    1,9634 

2800 

5497,5 

7. 

0,9507           — 

17,6529  15,5996    2,0533 
Correctionen. 

2800 

5749,2 

Zusatz 

1 
Salpetersünre 

1 

Eisen          Im  Ganzen 

1 

1         cal. 

1 

cal. 

cal.         ' 

cal. 

1.           — 

1        14,0 

V     i 

23,1 

2.          — 

13,9 

9,1 

23,0 

3.           — 

14,0 

9.1        1 

23,1 

4.          — 

<2,7       !         9,1 

21,8 

5.          — 

14,0 

9,1        , 

23,1 

6.          — 

!        13,2 

9,1 

22,3 

7-          - 

13,5 

9,2       , 

22,7 

W»rmewertb 

des  Anilia- 
OxalaU 

pro  Grm. 

pro  Grm.- 
Mol. 

Mittel 
=  400 

cal. 

1         cal. 

Cal. 

1.       5949,6 

r6023^ 

1662,5 

7oo7o"5' 

2.      5913,8 

6015,4 

1660,3 

99,91 

3.      6101,0 

6015,6          1660,3     ' 

99,92 

4.       6097,9 

1     6015,5 

1660,3     ; 

99,91 

5.       5961,1 

1     6029,2 

1664,1      ! 

100,14 

6.       5475,2 

6022,0 

1662,1      1 

100,02 

7.  1     5726,5 

6023,5 

1662,5     '■ 

100,05 

Mille 

1     6020,7          1661,7  für  constant.  Volum 

1662,3    » 

»        1 

[>rack 

205,7  B 

ildungswKrme. 

Calorihbtrisghb  Untehsucuvngb.n.   XXXVI. 
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CarbaminsUure-Aethylester. 
Urelhan. 


M,  4. 


«'<S5«. 


C^H.NO^ 89. 


Von  Kahlbaum  bezogenes,  sehr  reines  Präparat,  von  welchem 
zunächst  zwei  Bestimmungen  des  Wärmewerthes  vorgenommen 
wurden.  Darauf  wurde  das  Urethan  in  Alkohol  gelöst  und  die 
völlig  klare  Lösung  in  PetrolUther  gegossen,  wodurch  glänzende, 
kleine  Krystalle  gefällt  wurden,  die  an  der  Saugpumpe  von  an- 
hängender Flüssigkeit  befreit,  im  Exsiccator  getrocknet  und 
wieder  verbrannt  wurden.  Der  Wärmewerth  dieses  Präparates 
war  dem  vorigen  völlig  gleich.  Schmelzpunkt  der  Krystalle 
scharf  bei  50°. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


l 
3.' 


Substanz 
Urethan 


Grm 


0,9092 
0,9256 
4,40235 
4,0701 


46,4948!  U,9829 
46,7224  j  45,4805 
46,7760' 44,9460 
46,4439;  44,3684 


4,5089 
4,5446 
4,8300 
4,7766 


JSr^.;^^-(^«-^«) 


Grm. 


2700 
2700 
2700 
2700 


cal. 


i074,0 
(462,3 
4944,0 
4793,8 


GorrectioDen. 


Zusatz 

Salpetersäure 

Eisen 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

4. 



40,0 

9,4 

49,4 

2. 



4  4,3 

9,4 

23,4 

3. 



43,4 

9,4 

22,5 

4. 



45,0 

9,4 

24,4 

44 


1. 
2. 
3. 
4. 


F.  Stobiaiiii, 
Wärmewerth 


des 
Urethans 

cal. 


4054,9 
4138,9 
4918,5 
4769,7 


4459,8 
4471,4 
4461,8. 
4457,3 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel      4468,6 


396,9 
398,0 
397,1 
396,7 


Mittel 
==  100 


99,94 

100,80 

99,98 

99,88 


397.4  fttr  coQStant.  Yolum 

397.5  9  »        Druck 
486,8  BilduDgswttrme. 


Pbenylcarbaminstture-Aethylester.      xv,  U5. 
Phenyl-Urethan. 

C^H^o^O^  .  .  165. 


Von  Dr.  König,  Leipzig,  bezogenes  Präparat,  von  uns  aus 
unterhalb  60^  siedendem  Petrolather  umkrystallisirt.  Schmelz- 
punkt 51° 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Phenyl- 
Drethan 

Gim. 

Zusatz 
Grm. 

*„  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
werth  W, 

Grm. 

cal. 

1. 

2. 
3. 
4. 

1,0875 
1,1056 
1,0862 
1,1516 

— 

17,9050 
17,8602 
18,2106 
18,5190 

15,2410 
15,1519 
15,5487 
15,6964 

2,6640 
2,7083 
2,6619 
2,8226 

2800 
2800 
2800 
2800 

7459,8 
7583,2 
7453,3 
7903,3 

CaLORIHRTRISCHB  UlfTERSUGHUIfOEN.     XXXYI. 
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Gorrectionen. 


Znsatz 

Salpetersaure 

Eisen 

Im  Ganzen 

cal. 

oal. 

cal. 

cal. 

4. 



49,8 

9,4 

28,9 

S. 

— 

ii,6 

9,4 

34,7 

3. 

— 

48,0 

9,4 

27,4 

4. 

— 

iifi 

9,4 

34,4 

I  des  Phenyl- 
i     ürethans 

cal. 


4. 
2. 
3. 
4. 


WäTinewerth 


7430,3 
7654,5 
7426,2 
7872,2 

Mitte 


pro  Orm. 
caL 


6832,4 
6830,2 
6836,8 
6835,9 

6833,8 


pro  Gnn.- 
Mol. 

Cal. 


4  <  27,3 
4  <  27,0 
4  428,4 
4  4  27,9 


Mittel 
«=  400 


99,98 

99,95 

400,04 

400,03 


4427,6  far  constani.  Volum 

4428,3    »  »        Druck 

62,7  BilduDgswSrme. 


C,H,NO,. 


403. 


Oxaminsäure-Methylesier.  iv,  6i. 

Oxamethylan. 

CO.NH^ 
CO.OCH^ 

Darstellung.  Oxalsäure  -  Methylester  wurde  in  alkohol- 
freiem Aether  gelost  und  mit  4  Mol.  methylalkoholischem  Am- 
moniak versetzt  und  verdunstet.  Der  Rückstand  wurde  aus 
beissem  Methylalkohol  umkryslallisirt. 
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P.  Stohmann, 

BesUmmung  des  Wärmewerthes. 

'    Subslani    •    -„,.,, 
Methyl        *^°»P*'«'^ 

1 

1 
*,(corr.)         *, 

1 

Wasser- 
wertb  W, 

WJi9n-»i) 

Grm. 

1    Gmi. 

Grad          Grad     '     Grad 

Grm. 

cal. 

4. 

f, 02655 

1  0,00f2 

47,3922  46,2987    4,0935 

2804,6" 

3066,8 

8. 

f,0823 

'  0,0047 

47,2837   46,4332    4,4505 

2804,6 

3226,7 

3. 

1,1445 

1  0,0048 

48,3634    47,4453    4,2478 

.  2804,6 

3445,4 

4. 

,    1,0821 

0,0049 

48,2653,47,44  40    4,4543 

2804,6 

3237,3 

5. 

«,0648 

0,0040 

47,9373   46,8056    4,4347 

2804,6 

3474,0 

6. 

0,9949 

0,0043 

47,6637   46,6056    4,0584 

2804,6 

2967,5 

7. 

1,0978 

0,0049 

46,3823,45,2434    4,4689 
Correctionen. 

2804,6 

3278,3 

Zusatz 

SalpetersSnre 

Eisen          Im  Ganxen 

r»I. 

cal. 

ful. 

cal. 

1. 

3,4 

40,0 

9.4 

2275  ' 

2. 

4,8 

44,0 

V 

24,9 

3. 

5,0 

42,4 

9.4 

26,2 

4. 

5,3 

44,3 

9.4 

25,7 

t 

5. 

2,8 

40,3 

9,< 

22,2 

6. 

3.6 

40,4 

9,4 

23,4 

7. 

5.3 

•       H,6      1 

9.4 

26,0 

Wärmewerth 

des  Oxamio 

pro  Gmi.- 

aure-Methyl     P™  ""» 

Mol. 

Mittel 

=s  IM 

cal. 

cal. 

Ol. 

~i7 

3044.3 

2965,6 

305,5 

400,4  4 

4. 

3204.8 

2958.6 

304.7 

99,88 

3. 

3389,2 

2964,3 

305.0 

99,97 

1. 

324  4.6 

2968.0 

305,7 

400,20 

5. 

3454.8 

2960.0 

304.9 

99.93 

6. 

2944.4 

2959.5 

304.8 

99,94 

i  . 

3252.3 

2962.6 

305.4 

400.04 

MiUei     «962,2 

305.4  für  constanl.  Tolum 

304,7     . 

• 

Drack 

449.8  Bilduogswamie. 
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Oxam  in  säure -Aethylester. 
Oxamaethan. 


XV,  49.  243. 


C,H,NO, 


117. 


Darstellung  nach  dem  Verfahren  von  Wbddige  ^),  durch  Ver- 
Qiiscben  von  i  Mol.  Oxals^ure-Aethylester  in  alkoholischer  Lü- 
song  mit  einer  alkoholischen  Lösung  von  \  Mol.  Ammoniak,  bei 
einer  Temperatur  von  0^\  Die  ausgeschiedenen  Krystalle  wurden 
aus  heissem  Alkohol  umkrvstallisirt. 


Bestimmung  des  Wärme werthes. 


Substanz 

Oxamin- 
sjtare- 

Zusatz 

*«  (corr.) 

*i 

*•-*! 

Wasser- 
werth  H-', 

»'.(V*i) 

Aethyl 

GriD. 

Grm. 

Grsd 

Grad 

Grad 
4,4855 

firm. 
2804,6 

cal. 

1. '  1,0498 

0,0039  (C«l 

48,4849 

46,6994 

4466,2 

i  1,07790 

0,00345  » 

47,ö794 

46,0661 

4,5233 

2804,6 

4272,2 

l  1,0662 

0,0049  (Co) 

47,6249 

46,4223 

4,4996 

2804,6 

4205,8 

4    1,0378            — 

46,6796 

45,2203 

4,4593 

8800 

4086,0 

5.  0,9728  1 

— 

46,7234 

45,3558 

4,3676 

2800 

3829,3 

Gorrectionen. 


Zusatz 

Salpetersaure 

Eisen 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

4. 

36,2 

44,9 

r     9,4 

60,2 

2. 

29,3 

47,5 

9,4 

55,9 

3. 

43,6 

44,9 

9,4 

37,6 

4. 

— 

45,5 

9,4 

24,6 

5. 

— 

45,0 

9,4 

24,4 

4i  Joarn.  f.  prakt.  Chein.  [2]  10,  i96. 
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F.  Stohmanic, 
Wfirmewerih 


des  Oxamin- 
sanre- 

pro  Grm. 

pro  Gnn.- 

Hol 

Mittel 

Aethylesters 

a  10« 

cal. 

cal. 

Cal. 

1. 

4106,0 

3911,3 

457,6 

99,97 

2. 

4216,3 

3911,4 

457,6 

99,97 

3. 

4168,2 

3909,4 

457,4 

99,92 

4. 

4061,4 

3915,8 

458,1 

100,09 

5. 

3805,2 

3914,0 

457,9 

100,04 

Mittel     3942,4 


457,8  für  constant.  Volum 


457,7 


Druck 


159,8  Bildungswärme. 


Phenyl-Oxaminsaure-Aethylester. 
Oxanilsäure-Aethylester. 


XV,  942. 


CO.OC^H^ 

Darstellung.  Nach  dem  Verfahren  von  Klingkr^),  durch 
Erhitzen  von  4  Mol.  Oxalsäure-Aethylester  mit  4  Mol.  Anilin  am 
Rttckflussktthler  und  Trennung  von  gleichzeitig  gebildetem 
Oxanilid  durch  Alkohol.  Zur  Reinigung  wurde  der  erhaltene 
Oxanilsfiureester  in  Aether  gelöst  und  aus  der  Lösung  durch 
PetrolSither  gefällt.     Schmelzpunkt  66"^. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Oxanilstture- 
Aethylester 

Grm. 

Zusatz 
Grm. 

»n  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
werth  W, 

Grm. 

cal. 

1. 

8. 
3. 
4. 
5. 

1,0745 
1,0647 
1,1230 
0,9993 
1,0220 



1 8,2579 
1 8,3788 
1 8,5777 
18,0779 
18,4367 

15,8336 
16,0233 
16,0945 
15,8657 
16,1756 

2,3743 
2,3555 
2,4832 
2,2122 
2,2611 

2800 
2800 
2800 
2800 
2800 

6648,0 
6595,4 
6953,0 
6194,2 
6331,1 

0  Ana.  Chem.  184,  26S. 
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Gorrectionen. 


ZOMtz 

SalpetenSure 

Eisen 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 



9,5 

9,4 

48,6 

8. 

— 

«7,0 

9,4 

«6,4 

3. 

— 

45,8 

9,4 

S4,9 

i. 

— 

48,6 

9,4 

«7,7 

5. 

— 

47,4 

9,4 

«6,« 

Wirmewerth 


des 
Oxanilsüure- 
Aethylesters 

cal. 


pro  6nn. 


cal. 


6629,7 
6569,3 
6928,4 
6466,5 
6204,9 

Mittel 


6469,8 
6470,4 
6469,2 
6470,8 
6469,2 

6469,8 


Mittel 
=  100 


4  490,8  400,00 

4490,8  I  400,00 

4490,7  99,99 

4494,0  400,02 

4490.7  99,99 

4490.8  far  coD8tant.  Volnm 
4  494,«    >  »         Drack 

428,3  Bildungswarme. 


Anilin,  Phenylamin. 


C,H,. 


NH^         C^H.N. 


XV,  85. 

.  .  93. 


Der  Wflrmewerih  des  Anilins  ist  bereits  mehrfach  ermittelt. 
hmri]  fand  fGLr  das  Gramm  8794  cal.,  fOr  das  Gramm-Molektti 
und  constantes  Volum  817,8  Gal.,  woraus  sich  fttr  constanten 
Druck  81 8,5  Cal.  ergiebt.  SpSter  wurde  in  unserem  Laboratorium 
eine  neae  Bestimmung  von  Klbbbr  ausgeführt,  bei  welcher  die 
Zahlen  8734,6  cal.  fttr  das  Gramm,  812,0  Cal.  fttr  constantes 
Volum  und  84S,7  Cal.  fttr  constanten  Druck  gefunden  wurden. 

Berücksichtigt  man  die  Schwierigkeiten,  welche  die  Rein- 


i)  ADDales  de  Cbim.  et  de  Physique  [6],  18,  U9. 

MAU.-flij«.  ClMM  1897. 


so  P.  Stohhann, 

darstellung  eines  bei  so  hoher  Temperatur  siedenden  Körpers 
bietet  und  die  Möglichkeit  einer,  wenn  auch  nur  geringen  Ver- 
unreinigung, welche  sehr  erheblich  das  Resultat  der  Bestimmung 
beeinflussen  muss,  so  sind  obige  Zahlen  nicht  allzu  weit  von 
einander  entfernt.  Man  hätte  sich  bei  vielen  anderen  Verbin- 
dungen daher  mit  einer  aus  diesen  Bestimmungen  abzuleitenden 
Durchschnittszahl  vielleicht  beruhigen  können,  wenn  nicht 
gerade  dem  Anilin,  als  Ausgangsmaterial  fttr  alle  Anilide  und 
zahlreiche  sonstige  Verbindungen,  eine  besondere  Wichtigkeit 
zukäme. 

Dies  bestimmte  uns  neue  Bestimmungen  vorzunehmen,  um 
eine,  soweit  wie  möglich,  vollkommen  zuverlässige  Zahl  zu  er- 
halten. Dazu  dienten  uns  verschiedene,  von  uns  selbst  gereinigte 
Präparate,  die  sämmtlicfa  vor  der  Verbrennung  sorgfältig  mit 
Kalihydrat  entwässert  wurden. 

Präparat  A.  Reinstes  Anilin,  von  König,  Leipzig,  bezogen, 
wurde  fractionirt  und  der  constant  bei  482,4^  ttbergehende 
Antheil  zu  den  Bestimmungen  verwandt.   Bestimmung  4  bis  4. 

Präparat  B.  Das  vorige  wurde  nochmals  destillirt,  wobei 
der  Siedepunkt  unverändert  blieb.   Bestimmung  5  und  6. 

Präparat  G.  Durch  Zersetzung  von  Oxanilid  dargestellt. 
Siedepunkt  482,3°    Bestimmung  7  bis  9. 

Präparat  D.  Reinstes  Anilin,  welches  uns  gütigst  von  den 
Höchster  Farbwerken  zur  Verfügung  gestellt  wurde,  wurde  von 
uns  nochmals  über  Kalihydrat  getrocknet  und  fractionirt,  bis 
dasselbe  constant  bei  48S,4°  unter  einem  Drucke  von  760  mm 
überging.   Bestimmung  4  0  bis  48. 

Präparat  E.  Das  vorige  wieder  von  neuem  destillirt.  Be- 
stimmung 49  bis  23. 

Um  das  Zahlenmaterial  nicht  übermässig  zu  vermehren, 
mag  es  gestattet  sein,  in  diesem  Falle  von  der  Wiedergabe  der 
einzelnen  Beläge  abzusehen  und  nur  die  Resultate  hier  anzu- 
führen. 

Präparat  A. 

Wärmewerth  pro  Gramm:    4.  8698,8  cal. 

2.  8694,6  » 

3.  8696,3  j» 

4.  8697,8  * 


Mittel        8696,9  cal. 
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Wärme^eiib  pro  Grm.-Mol.     808,8  dal.  für  cofnst.  Vol. 

809,5  Gal.  fjlr  consi.  Druck. 

Prfiparat  B. 
Wärmewerth  pro  Gramm:   5.  8698,0  cal. 

6.  8722,5    » 

Mittel        8740,2  cal. 
Wärmewerth  für  Grm.-Mol.     840,0  Cal.  für  coDSt.  Vol. 

840,7  Gal.  für  const.  Druck. 

Präparat  G. 
Wflrmewerth  pro  Gramm:   7.  8724,0  cal. 

8.  8725,8    y> 

9,  8720,4     t 

Mittel        8722,3  cal. 
WSrmewerth  pro  Grm.-Mol.       84  4,2  Cal.  für  const.  Vol. 

84  4,9  Cal.  fbr  const.  Druck. 

Präparat  D. 
Wärmewerth  pro  Gramm:   40.  8704,7  cal. 

44.  8696,0  » 

42.  8702,3  » 

43.  8708,5  » 

44.  8709,6  » 

45.  8694,9  » 

46.  8720,8  » 

47.  8704,8  » 

48.  8743,4  n 

Mittel  8705,8  cal. 

Wärmewerth  pro  Grm.-Mol.  809,7  Gal.  fttr  const.  Vol. 

84  0,4  Gal.  für  const.  Diiick. 

Präparat  E. 
Wärmewerth  pro  Gramm:    49.  8742,0  cal. 

20.  8746,8   » 
24.  8745,4    » 

22.  8724,8  » 

23.  8709,9   » 

Mittel  8745,4  cal. 

Wärmewerth  pro  Grm.-Mol.         840,5  Gal.  für  const.  Vol. 

84  4 ,2  Gal.  für  const.  DrucL 

4* 
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vn, 

Hiernach  ergiebt 

sich  der  allgemeine  Dnrohschnitt: 

» 

pro  Grm 

i.-Mol. 

pro  Oramin 

const.  Vol. 

const.  Druck 

cal. 

Cal. 

Cal. 

Präparat  A. 

8696,9 

808,8 

809,5 

B. 

8710,2 

840,0 

810,7 

C. 

87S2,3 

814,S 

811,9 

D. 

8705,8 

809,7 

810,4 

E. 

8716,1 

810,5 

811,2 

Hauptdurchschnitt    8740,0 

840,0 

840,7 

.Bildungswärme  — *  &,2 

Die  liier  aus  S3  Beobachtungen  abgeleitete  Zahl  84  0,7  Cal. 
fttr  Constanten  Druck  glauben  wir  als  den  richtigen  Wfirme- 
werth  des  Anilins  betrachten  zu  dürfen  und  werden  denselben 
allen  späteren  Berechnungen  zu  Grunde  legen. 

In  Abhandlung  XXXIY^),  bei  der  Bildung  der  Anilide  der 
einbasischen  Säuren  aus  Anilin  und  Säuren,  hatten  wir  als 
Werth  des  Anilins  die  Zahl  809,3  Cal.  benutzt.  Der  geringe  sich 
hieraus  ergebende  Fehler  ist  dementsprechend  zu  verbessern, 
wie  es  von  uns  schon  in  der  im  Journal  fttr  praktische  Chemie^] 
erfolgten  Veröffentlichung  eines  Auszuges  derselben  Arbeit  ge- 
schehen ist. 


4)  Diese  Berichte  489S,  S.  35. 

«)  [«]  62,  71. 
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Zweiter  Theil. 

Abgeleitete  Besultate. 

Uebersicht. 


Mol.- 
Gew. 

Grm. 


Wttnne- 
werth 

CODSt. 

Druck 
Cal. 


Bildungs- 
wärme 

Cal. 


A.  Säuren. 


)xalsäure') 

lalonsäare^i 

ttrasieinsäure^)  .  . 
^laisüure  (Ortho)^) 
IhdiDinsäure 

[hanilsdure 

Ucmanilsäiire.  .  .  . 

>uccinanilsaore .  .  . 
Hitalamiosäure  .  .  . 

n^Ulanilsänre  .... 

4)  Jovrn.  f. 

5)  Journ.  f. 
3)  Jonni.  f. 
h)  Journ.  f. 


COOH 
COOH 


COOH 
COOH 


^t"%<^COOH 

^  jj      COOH 
^^"^^COOH 

CO'NH^ 
COOH 

COOH      •  * 


H 


^"*<cnnH   ^e'^» 


.// 


^^"*<^COOH     ^•"» 

.CO'NH 
COOH 


COOH     ^•"» 
r  u^GONH, 


C,//,JVO, 


C,H,NO, 


,H 


prakl.  Cbem.  [S],  40,  SOS. 
prakt  Cbem.  [%],  40,  806. 
prakt.  Cham.  [1],  40,  108. 
prakt.  Cbem..  [S],  40,  118.. 


90 
104 


60,2 
207,3 


418       356,8 


466 


774,6 


89  !     432,0 

I 
465  j     863,4 

I 
479  I  4043,4 

4466.5 
850,7 


493 
465 


244  I  4577,9 


496,8 

242,7 
226,2 
4  87,4 
459,5 

430,4 
443,4 

453,0 
442,8 

147,6 
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MoU- 

G6W. 

Grm. 


Wärmc- 
wttrth 
const. 
Druck 

Cal. 


Bildun 
Cal. 


Harnstoff  1) 


Monophenyl-  Harn- 
stoff   


Sym.Diphenyl-Harn- 
stoff 


Asym.  Diphenyl- 
Harnstoff.  .  .  . 


Tetraphenyl-Ham- 
stoff 


Oxamid 

Phenyloxamid  .  .  . 


Oxanilid. 


Malonamid 


Dimethyl-Malonamid 


B.  Amide  und  Ä'nilide. 

cc<jj«; 

CH^N^O 

60 

152,2 

79 

C^H^Nfi 

136 

880,0 

54 

C„H,,N,0 

2<2 

1612,8 

23 

Atf, 

C„tf„iV,0 

812 

1614,2 

21 

C„tf„Ar,0 

364 

3076,0 

—  38 

^.o.<jJS; 

C,H,N,0, 

88 

203,3 

12$ 

c.o.<'^<c.//. 

C,ff,A.O. 

164 

937,6 

9( 

c..i/..v.o. 

240 

1665,4 

61 

C,H,N,0, 

102 

358,8 

13< 

C,ff„.V,0, 

130 

686,0 

IS! 

V  Journ.  f.  praki.  Chem.  [S],  44,  S87. 
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Mol.- 
Gew. 

Grm. 


Dtäibyl-Malonamid . 

Monophenyl-Halon- 
amidy  wasserfrei 

MoDophenyl-Malon- 
amid,  krystallisiri 

Diphenyl-MaloDamid 

SttcctDamid 

looophenyl-Succin- 
amid 

SccdDaDÜid 

Fbialamid 

Kenylphtalamid  .  . 

Diphenylphialamid 


cih< 


CO.iV<?„^ 


CO'NH, 


H 


CH^ 


c,«„v.o. 


^^^^t*\0^ 


C,H,N^O^ 


M 


158 


178 


Wtfrme- 
werth 
const. 
Druck 

Cal. 


995,1 


1088,9 


145,9 

102,1 

136,8 
75,0 

116'     509,7       142,3 


187     1088,7 

i 

I 
254  i  1818,0 


Bildungs» 
warme 

Cal. 


CONU^ 

XON<" 
C  H  ^  «    » 

COXH^ 

CON<:" 

C  H  /  ^•"» 

•    «\  C  H 


C,,H,,N,0, 

198 

c..ff..JV,o, 

268 

C,H,N,0, 

164 

C„ff„.V,0. 

240 

Ot»H,,\\0, 

316 

1244,6 


1971,3 


921,7 


109,4 


84,7 


106,3 


1651,1  !       78,9 


2383,2  ;       48,8 
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Sacoinimid 

Phenyl-Saccinimid . 

Phtalimid 

Phenyl-Phtalimid.  . 


C.  Imide. 


1 
99 

438,1 

175 

1168,5 

147 

8S0,S 

8S3 

1579,1 

D.  Ammoninm-  und  Anilinsalze. 


Oxalsaares  Ammo- 
nium  

Malonsaares  Ammo- 
nium. . , 

Bernsteinsaures  Am- 
monium  

Phtalsaures  Ammo- 
nium  

Oxalsaures  Anilin  . 


f,„  ^CO.ONH, 

^*"**^CO.ONH^ 
„  „  ^CO.ONH^ 


C.ff„JV,0, 


124  i     193,8 

I 

138  !     349,6 


15S 
SOO 
276 


502,8 

923,0 

1662,3 


Garbaminsaure- 
Aethylester  .... 

Phenyloarbamin- 
sSure-Aethylester 

Oxaminstture-Me- 
tfaylester 


E.  Ester. 

I 


0,0, 


89 


397,5 


C^H^^m,      ;  165  I  1128,3 


C,tf,ArO,  103 


304,7 
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Mol.- 
Gew. 

Wärme- 
werth 
const. 
Druck 

Bildungs- 
wärme 

Grm. 

cal. 

cal. 

Oiaminsdare- 
Aethylester  .... 

^*o*<ocX 

C,H,NO, 

417 

457,7 

459,8 

Phenyl-Oxamin- 
säare-Aeihylester 

n  n  /         •  » 

C,,H„NO, 

193 

H94,2 

128,3 

F.  Ammoniak  und  Anilin. 

AiDiDoniak(Gas]i)  .    NH^ 

NH, 

17 

90,6 

12,9 

(flüssig)  OiV/f, 

A/f, 

85,2 

18,3 

Anilin 

''<c>. 

Isomerie. 

C.tf,JV 

93 

840,7 

-5,2 

Unter  unseren  Verbindungen  haben  wir  drei  Paare  von  Iso- 
meren, von  denen  jedes  gleiche  empirische  Zusammensetzung, 
aber  sehr  verschiedenen  Wärmewerth  besitzt.     Es  sind  dies: 


Oxanilsäure 
Phtalaminsdure 

Phenyloxamid 
Phtalamid 


ö,,H,,N,0,  I 


863,1  Cal. 
850,7  Cal. 

937,5  Cal. 
921,7  Cal. 


.  4665,4  Cal. 
.  4654,4  Cal. 


Oxanilid 
Phenyl-Phtalamid 

Für  die  beiden  ersten  Stturen  erklart  sich  die  Yerschieden- 
heit  auf  einfachste  Weise  durch  ihre  Starke,  d.  i.  durch  ihren 
verschiedenen  Gehalt  an  chemischer  Energie.  Wahrend  die 
Oxanilsaure  eine  starke  Saure  ist,  so  ist  Phtalaminsaure  eine 
sehr  viel  schwächere  Saure.  Die  Constante  des  elektrischen 
Leitvermögens  ist  bei  beiden  nach  Ostwald  ^) 


4)  Ber.  KöD.  Ges.  d.  Wiss.  4804,8. 

3)  Zeitschr.  f.  pbysik.  Chem.  8,  S87,  897. 
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ä: 

Oxanilsäure 4,81 

PhtalamiQStture  ....     0,046. 

Die  Oxanilstture  ist  daher  76  mal  stärker  als  die  Phtalanin- 
säure  und  enthält  also  auch  ungleich  mehr  chemische  Energie 
als  diese,  wodurch  deren  Gesammtenergie  erhöhet  werden  muss, 
wie  mehrfach  von  uns  nachgewiesen  worden  ist. 

Ausserdem  kommen  bei  sämmtlichen  Verbindungen  noch 
gemeinschaftliche  Constitutionsverschiedenheiten  in  Betracht, 
wie  sich  aus  folgender  Zusammenstellung  ergiebt. 

Verbindungen  mit  hohem  Wärmewerth: 
Oxanilsäure  .  .  .  C,0,<^^^^  ^«   » 


Phenyloxamid  .  .  C,0  /  y^^  ^*"' 


6"5 


"^<//. 


Oxanilid C^O^C         nu 


-// 

Verbindungen  mit  geringem  Wärmewerth : 
Phtalaminsäure  .  C,ff,<^2o2^« 

Phtalamid  ....  C,^,<^gJ52« 

Phenyl-Phtalamid  C^H^(^q  ^g    *   * 

Die  hier  in  Betracht  kommenden  isomeren  Verbindungen 
von  hohem  Wärmewerlhe  unterscheiden  sich  daher  dadurch 
von  denen  von  geringem  Wärmewerthe,  dass  erstere  ausnahms- 
los die  durch  Phenyl  substituirte  Amidgruppe  enthalten ;  diese 
kommt  zwar  im  Phenyl-Phtalamid  ebenfalls  vor,  aber  das  ihm 
isomere  Oxanilid  enthält  diese  Gruppe  sweimal,  während  sie  im 
Phenyl-Phtalamid  nur  einmal  auftritt. 

Auf  den  Einfluss,  welchen  der  Eintritt  der  negativen  Phenyl- 
gruppe  auf  die  elektrische  Leitfähigkeit  ausübt,  ist  bereits  mehr- 
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fach  TOD  Ostwald  hingewiesen  worden.  Da  die  elektrische  Leit- 
fähigkeit aber  nur  ein  Ausdruck  für  die  Avidittttsgrösse  der 
Sauren  ist,  und  da  die  Aviditätsgrösse  wieder  nur  durch  die 
Menge  von  chemischer  Energie  der  betreffenden  Verbindung 
bedingt  ist^  und  da  die  chemische  Energie  nur  ein  Theil 
der  Gesammtenergie  einer  Verbindung  ist,  so  muss  alles,  was 
Zur  Steigerung  der  Energie  beiträgt,  auch  eine  Erhöhung  des 
Wärmewerthes,  der  nur  ein  Maass  der  Energie  ist,  bedingen. 
Wir  haben  in  Früherem  vielfach  Gelegenheit  gehabt,  auf  den 
innigen  Zusammenhang  zwischen  dem  Gehalte  an  chemischer 
Energie  und  Wärmewerth  hinzuweisen. 

Vielleicht  kommt  aber  in  noch  höherem  Maasse  in  Betracht, 
dass  die  sflmmtlichen  Körper,  deren  Wärmewerth  ein  hoher  ist, 
Derivate  der  Oxalsäure,  während  die  anderen  Derivate  der 
Ortho-Phtalsäure  sind.  Die  Ortho-Phtalsäure,  obgleich  selbst 
eine  recht  starke  Säure,  ist  doch  viel  schwächer  als  die  Oxal- 
säure; die  Gonstanten  des  elektrischen  Leitvermögens  beider 
verhalten  sich  wie  1 0,0 : 0,1 24  oder  wie  82 : 1 .  Da  nun  der  Ener- 
giegehalt zweier  Verbindungen,  wie  vielfach  gezeigt  ist,  in 
unmittelbarem  Zusammenhange  mit  dem  Wärmewerthe  steht, 
and  da  dieser  sich  auch  in  den  Derivaten,  wiewohl  im  abge- 
schwächten Verhältniss  noch  wiederfindet,  wie  sich  aus  Spä- 
terem ergiebt,  so  wird  auch  der  hohe  Werth  der  Derivate  der 
Oxalsäure  verständlich. 

Ausserdem  haben  wir  noch  zwei  Isomere :  den  symmetri- 
schen und  den  asymmetrischen  Diphenyl-Harnstoff,  von  denen 
der  erstere  einen  Wärmewerth  von  4612,8  Cal.,  der  letztere 
einen  Wärmewerth  von  1614,2  Cal.  hat.  Unbedeutend  wie  diese 
Verschiedenheiten  sind,  so  entsprechen  sie  doch  der  frtther  schon 
erkannten  Gesetzmässigkeit,  nach  welcher  isomere  Körper  sich 
in  ihrem  Wärmewerthe  umgekehrt  wie  in  ihren  Schmelzpunkten 
verhalten.  Dies  trifft  auch  hier  zu,  wie  folgende  Zahlen  beweisen : 

Schmelzpunkt  Wärmewerth 
Symmetrischer  Diphenyl-Harnstoff  238°  ....  1612,8  Cal. 
Asymmetrischer  Diphenyl-Harnstoff      189°  ...  .  1614,2  Cal. 

Homologie. 

Die  Anfangsglieder  der  Oxalsäurereihe:  Oxalsäure,  Malon- 
säure  und  Bemsteinsäure,  nehmen  in  thermischer  Beziehung 


Cal. 
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eine  besondere  Stellung  ein,  insofern  als  sie  nicht  die  bei  den 
anderen  Sfluren  beobachteten  Verschiedenheiten  des  Warme- 
werthes  von  156,6  Cal.,  sondern  weit  geringere  Dififerenzen 
zeigen,  worauf  schon  in  den  Abbandlungen  XIX  i)  und  XXX  ^) 
aufmerksam  gemacht  ist.  Die  drei  Säuren  haben  nämlich  fol- 
gende Wärmewerthe  und  zeigen  folgende  Differenzen : 

Oxalsäure  60,2  Cal.^  1 17  4  r 

Malonsäure         207,3   »    { ]*''^  ^ 

Bernsteinsäure  356,8   »    i ^*^'^   '' 

Eine  Erklärung  für  diese  scheinbare  Anomalie  haben  wir 
darin  gefunden,  dass  der  Wärmewerth  dieser  Säuren  durch 
ihre  grosse  chemische  Energie  beeinflusst  ist,  insofern  als  die 
Oxalsäure  eine  viel  stärkere  Säure  ist  als  die  Malonsäure  und 
diese  vrieder  die  Bernsteinsäure  bedeutend  übertrifft;  genauer 
steht  das  elektrische  Leitvermögen,  das  Maass  für  die  Grösse 
der  chemischen  Energie,  bei  den  drei  Säuren  im  Verhältniss 
wie  1 0  :  0,4  58  :  0,00665  oder  wie  1500:24:1. 

Indem  diese  Säuren  in  die  Anilsäuren  übergeführt  werden, 
wird  zugleich  deren  elektrisches  Leitvermögen,  also  auch  ihre 
chemische  Energie,  erheblich  abgeschwächt.  Wenn  daher 
unsere  Annahme:  es  stehe  der  anormale  Wärmewerth  der  Oxal-, 
Malon-  und  Bernsteinsäure  in  Beziehung  zu  ihrem  hohen  Gehalt 
an  chemischer  Energie,  richtig  ist,  so  muss  der  Wärmewerth  der 
entsprechenden  Anilsäuren  sich  mehr  dem  Normalen  nähern. 
Wie  weit  dieses  der  Fall  ist,  ergiebt  sich  aus  folgender  Zahlen- 
reihe, welche  den  Wärmewerth  der  drei  hierher  gehörenden 
Anilsäuren  umfasst: 

Oxanilsäure  863,1  Gal.i  iRAQrai 

Malonanilsäure      1043,4    »   {  *  *  '  '  Iro^ 
Succinanilsäure    1166,5    »  f  '  '  '  '  ^**^»^    "" 

In  dem  Maasse  wie  die  chemische  Energie  abgeschwächt 
wird,  nähern  sich  daher  die  Differenzen  der  Wärmewerthe  auch 
den  Normalen,  wodurch  unsere  früheren  Vermuthungen  be- 
stätigt werden. 

Ein  Gleiches  findet  statt  bei  der  Umwandlung  der  betref- 
fenden Säuren  in  deren  Amide,  Anilide  und  Ammoniumsalze : 


1]  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [S],  40,  249. 

S)  Ber.köD.  Ges.  d.W.  4898,8.  641;  JoarD.f.prakt.GheDQ.[S],  49,  408. 
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Oxamid 803,6  Cal.  .m.  .  p  , 

Malonamkl 358,8    «   { IH'I  ^*'' 

Succinamid 509,7    »   ^ '^"'^    " 

Oxanilid 4665,4  Cal.  jkq  a  Poi 

Malonanilid 4848,0    m   { J^^»^  ^^'• 

Succinanilid 4974,3    »  ^ '^^'^    '^ 

Phenyl-Oxamid  ....     937,5  Cal..  , .  -  ,  P  , 

Phenyl-Malonamid  .  .  1088,9    »   { In^7 

Phenyl-Succinamid .  .  4244,6    ä   ^ ^"^^'^ 

Ammonium-Oxalat  .  .     493,8  Cal.^  455  8  Cal 

Ammonium-Malonat  .     349,6    d  < 153's 

Ammonium-Succinat .     502,8    »   •' ' 

Wir  haben  daher  hier  überall  eine  Annäherang  an  die 
normalen  Werthe,  ohne  diese  aber  gansb  za  erreichen.  Ja,  der 
Einfloss  des  eigenthümlichen  Charakters  der  Säure  macht  sich 
in  gewissem  Grade  noch  geltend  bei  der  Substitution  von  Alkyl- 
radicalen  in  der  Amidgruppe.  Nach  Früherem  haben  wir  den 
Werih  für  die  Substitution  eines  Methyls,  wenn  dieses  an  Stick- 
stoff gebunden  ist,  von  466,6  Cal.  zu  erwarten^),  für  die  Sub- 
stitution eines  Methyls,  bei  der  Bindung  an  Kohlenstoff,  von 
156,6  Cal.  Demnach  würde  der  Werth  eines  an  Stickstoff  ge- 
bundenen Aethyls  466,6  +  156,6,  also  323,2  Cal.  betragen. 

Wie  weit  dieses  hier  zutrifit,  ergiebt  sich  aus  der  Yerglei- 
chuDg  des  Malonamids  mit  dem  Dimethyl-Malonamid  und  mit 
dem  Diaethyl-Malonamid : 

Malonamid 358,8  Call  ©    jAQfir.i 

Dimethyl-Malonamid  .     686,0    »    i      *  '  "  «  '  ^«>^)«>  ^a»- 

Malonamid 358,8  Cal.)  ^    »iAa  ak  r^i 

Diaethyl-Malooamid.  .     995,1     »   (  '  *  *  '  a!.di»,iö  Lai. 

Dimethyl-Malonamid  •     686,0  Cal.)  ^    jri  k  n  1 

Diaethyl-Malonamid.  .     995,1     »   (      '  '  '  «  •  ^5*,ö  i.ai. 

Wir  finden  daher  für 

die  Bindung  eines  Methyls  an  Kohlenstoff  454,5  statt  156,6  Cal.; 
die  Bindung  eines  Methyls  an  Stickstoff  463,6  statt  166,6  Cal.; 
die  Bindung  eines  Aethyls  an  Stickstoff  348,45  statt  323,2  Cal. 

Die  beobachteten  Abweichungen  sind  allerdings  nicht  sehr 


4 )  Ber.  kön.  Ges.  d.  W.  1895,  S.  82;  Journ.  f.  prakt.  Cbem.  [i],  52,  68. 
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gross,  aber  doch  ausserhalb  der  Grenze  der  Beobachtungsfehler 
liegend  und  sie  gewinnen  dadurch,  dass  sie  immer  im  gleichen 
Sinne  sich  bewegen,  sehr  an  Bedeutung. 

Auch  bei  dem  Methyl-  und  Aethylester  der  Oxaminsäure 
kommt  nicht  der  volle  Werth  der  substituirten  Methylgruppe 
zur  Geltung,  denn  wir  finden : 

Oxaminsäure-Methylester .  .     304,7  Gal.)         jrq  a  p  i 
Oxaminsäure-Aelhylester .  .     457,7    »   )  '  '  ^^^^^  ^**- 

Bei  den  Amiden  und  Aniliden  der  einbasischen  SAuren 
kommen  die  Abweichungen  bei  den  Homologen,  mit  Ausnahme 
des  ersten  Gliedes  der  Reihe,  nicht  vor,  wie  aus  den  Zusammen- 
stellungen in  Abhandlung  XXXIY  ^)  hervorgeht. 

Bildung  der  Am  in  säuren  und  der  Amide. 

Bei  den  zweibasischen  Säuren  erfolgt  die  Amidirung  in  zwei 
auf  einander  folgenden  Stadien.  Im  ersten  lagert  sich,  unter 
Abspaltung  der  Elemente  von  4  Mol.  Wasser,  \  Mol.  Ammoniak 
an  die  Säure,  wobei  eine  Aminsäure  entsteht;  im  zweiten  Sta- 
dium wiederholt  sich  der  gleiche  Process,  unter  Bildung  eines 
Amides.  So  geht  die  Oxalsäure  nacheinander  in  Oxaminsäure 
und  in  Oxamid  ttber,  nach  folgenden  Gleichungen : 

Dabei  erfahren  die  Producte  des  Processes  folgende  Erhöhung 
ihres  Wärme werthes : 

Oxalsäure 60,2  Cal..  --  «  p,  , 

Oxaminsäure <32,0    W  *  '  '  71  o 

Oxamid 203.3    »   /  '      •   '^'^    * 


Oxamid 203,3 

Phtalsäure 774,6  Cal.>  -^  .  p  . 

Phtalaminsäure 850,7    »   {  '  "  *  ItA  ^^ 

Phtalamid 921,7    .   ^  '  '  *   '''"    * 


Phtalamid 921,7 

Die  Malonaminsäure  ist  nicht  bekannt,  die  Suocinaminsäure 
fehlt  uns  leider ;  dagegen  verfügen  wir  ttber  die  ganze  Reihe 
der  Anilsäuren  und  deren  Amide.  Bei  diesen  haben  wir  folgen«^ 
den  Zuwachs  der  Wärmewerthe : 


I)  Ber.  kön.  Ges.  d.W.  4895,  S.  S5;  Journ.  f.  praktChem.  li]»52,  61. 
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Oxanilsanre 863,1  Call  ».  .  p^, 

Phenyl-Oxamid 937,5    »)•"'*'*  ^^'• 

MalonanilsSure 1013,4  Cal.l  7>;  k  PaI 

Phenyl-Malonamid 1088,9    »   )      '  *   '^^^  ^^^• 

Succinanilsäure 1166,5  Cal.|  -,.  .  p  , 

Phenyl-Succinamid 1244,6    »    )  '      "   '^'^  ^^'• 

Phtalanilsäure 1577,9  Call  7q  o  r  i 

Phenyl-Phtalamid 1651,1    »   i      "  *   '"^'^  ^^*" 

Von  der  Halon-  und  Bernsteinsäure  können  wir  die  Warme- 
tönung  beim  Uebergange  zu  deren  Amiden  berechnen,  wenn 
wir  von  den  uns  fehlenden  Zwischenstufen  absehen  und  den 
Werth  der  betreffenden  Amide  von  den  Säuren  und  i  Mol.  Am* 
moniak,  unter  Abspaltung  ton  8  Mol.  Wasser,  ableiten : 

Malonsäure 207,3  Gal.)         q  ^kik  r  \ 

Malonamid 358,8    n   ]  '  '  ^'^^^^^  ^»»• 

Bemsteinsäure 356,8  Cal.)         ^  na  ik  r  \ 

Succinamid 509,7    »   I  '  '  *-^^>*^  ^«*- 

Der  mittlere  Zuwachs  des  Wärmewerthes  beim  Uebergange 
der  zweibasischen  Säuren  in  deren  Amide  beträgt  daher  zwei- 
mal 74,9  Cal.  Bei  den  einbasischen  Säuren  hatten  wir  für  die 
gleiche  Reaction  75,9  Gal.  gefunden  i).     Abhandlung  XXXIV. 

W>nn  hiernach  der  mittlere  Werth  der  Bildung  der  Amide 
aus  den  zweibasischen  Säuren  sich  zu  2  •  74,9  Gal.  ergiebt,  so 
wfirde  man  den  wahrscheinlichen  Wärmewerth  der  Kohlensäure 
aas  dem  bekannten  Werthe  ihres  Amides,  des  Garbamids  oder 
Harnstoffs,  ableiien  können.  Der  Wärmewerth  des  Harnstoffs 
ist  152,2  Gal.  Da  nun  die  Amide  der  zweibasischen  Säuren 
einen  um  2  •  74,9  Gal.  höheren  Wärmewerth*  als  deren  Säuren 
besitzen,  so  würde  hiemach  der  Wärmewerth  der  zweibasischen 
Kohlensäure  152,2  —  74,9  •  2  =  2,4  Gal.  betragen.  Wir  haben 
diesen  Werth  bereits  vor  langer  Zeit,  als  noch  wenig  Bestim- 
mungen vorlagen,  auf  gleiche  Weise  berechnet  und  denselben 
damals  negativ  zu  5,0  Gal.  gefunden.     Abhandlung  XXV  ^). 

Für  die  WärmetOnung  der  oben  angeführten  Gesammtpro- 
cesse  ergeben  sich  folgende  Werthe,  wenn  der  Werth  des  flüs- 
sigen Ammoniaks  mit  85,2  Gal.  in  die  Gleichungen  eingeführt 

4)  Ber.  kdn.  Ges.  d.  W.  1895,  S.  33;  Journ.  f.  prakt.  Cbem.  [2],  52,  69. 
t)  Joam.  t  prakl.  Ghem.  [1],  44,  898. 
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wird.  Wir  verwenden  den  Werth  für  flüssiges  Ammoniak,  um 
einen  besseren  Vergleich  mit  den  unten  zu  besprechenden  Ani- 
liden  zu  haben. 

Oxalsäure  C^H^O^  +  NU^  =  C^H^NO^  +  £r^0  •  •  +  <  3,4  Cal. 

60,a      •+-   85,S   »      48i,0 

Oxaminsäure  C,//,A^O,  +  NH^  =  C^H^N^O^+H^O  •  ■  +  4  3,9  Cal. 

482,0      +  85,2  103,3 

PhtalsÄure  C^H^O,  +  NH^  =  C^H.NO^  +  ^^0  ..  +  «,<  Cal- 

774,6     +   SM  8^0,7 

Phtalaminsäure  C^H,NO^+NH^=C^H^N^O^+H^O'"  +  i  4,SCal. 

850,7     +   85,2  924,7 

Oxanilsöure  C^H,NO^+NH^  =  C^H^N^O^  +  H^O--  +  40,8  Cal. 

868,4        +    85,2  087,5 

Malonanilsäure  C^H^NO^+NH^  =  C^H^^N^O^  +  If^O  •  ■  •  +  9,7  Cal. 

4  043,4      +  85,2  4088,9 

4  4  66,5      +  85,2  4244,6 

Phtalanilsäure  C, /y^,  A'0,+A'^,= C^ ,£/„^,0, + ^,0  . . . -H  4  2,0  Cal. 

4  577,9      +  85,2  4654,1 

Malonsäure  0,^,0,  +  iNH^  =  C^H^N^O^  +  2  //,0  +  8  •  9,45  Cal. 

207,3     +  2 '  85,2  358,8 

BernsteinsäureC^^,0^+2iV^,=C,£/giV,0,+2^,0    .+2-8,25Cal. 

356,8    +2-83,2         509,7| 

Der  Prooess  verlttuft  daher  in  allen  Fallen  exotherm,  unter 
Freiwerden  einer  Wärmemenge  von  durchschnittlich  \  0,2  Cal. 

Bei  der  Berechnung  der  Bildungswärme  der  Amide  der 
einbasischen  Säuren  hatten  wir  mit  gasfbrmigem  Ammoniak 
vom  Wärmewerthe  90,6  Cal.  gerechnet  und  als  mittlere  Wärme- 
tOnung  den  Werth  von  45,2  Cal.  gefunden^).  Abhandlung 
XXXIV.  Reduciren  wir  dieses  auf  flüssiges  Ammoniak,  so  er- 
giebt  sich  die  mittlere  WärmetOnung  m  9,8  Cal. ;  wir  kommen 
also  fast  genau  zu  demselben  Werth,  welcher  sich  aus  den 
Amiden  der  zweibasischen  Säuren  ableitet. 

Bildung  der  Anilsäuren  und  der  Anilide. 

Die  Bildung  dieser  Verbindungen  erfolgt  auf  ganz  gleiche 
Weise,  wie  die  der  Aminsäuren  und  die  der  Amide,  indem  sich 

4)  Ber.  köD.  Ges.  d.  W.  4895,  S.  84;  Journ.  f.  prakf.  Cbem.  [2],  .52,  70. 
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an  4  Mol.  der  sweibasischen  Stture  snerst  4  Mol.  Anilin  unter 
Bildung  einer  Anilsäure,  und  dann  ein  zweites  Hol.  Anilin,  unter 
Bitdung  eines  Anilids,  jedesmal  unter  Austritt  der  Elemente  von 
1  Mol.  Wasser,  anlagert,  nach  folgenden  Gleichungen : 

Die  dabei  eintretende  WärmetOnung  betrttgt: 

Oxalsäure 60,2  Gal.^ 

Oxanilsäure 863,4    »  {  '  '  '    ^^l'l 

Oxanilid 4665,4    9  ^  '      ' 


802,9  Gal. 


'»■    *  ^  802,3    » 


Malonanilsäure  !  !  '.  '.     !  '.  4043^4    »  7  '  '  *    JJf'l  ^^^' 
Malonanilid 4848,0    »  ^     •  •    ^"*'*'    ' 

Bemsteinsäure 356,8  Cal.^  «^^  -  p  • 

Succinanilsäure 4466,5    »  {      '  '    ^'L  ^**' 

Succinanilid 4974,3    »   >  '  '  *    *"*»'*    * 

PhtalsÄure 774,6  Gal..  ^^^  o  p^, 

Phtalanilsäure 4577,9    »   {      '  '    l^^'t 

Phtalanilid 2383,2  Cal.^  "      '    ^"^'"^    * 

Oxaminsäure 432,0  Gal.)  ^^k  k  r  i 

Phenyl-Oxamid 937,5    »   I      *  '    ^"^'^  ^®*- 

Phtalaminsäure 850,7  Call  j.^^  .  p  , 

Phenyl-Phtalamid 4654,4    »    l'  '    ^""'*  ^^* 

Kohlensäure 2,4  Cal.(         g  qar  d  Poi 

Symm.  Diphenyl^Hamsloflf  .  4642,8    »   i   *  *  3!  •  »üd,»  Lai. 

Der  mittlere  Zuwachs  des  Wärmewerthes  beträgt  daher 
bei  den  sweibasischen  Säuren  bei  dem  Uebergange  derselben 
IQ  den  Anilsäuren  und  den  Aniliden  je  804,9  Gal.  Bei  den  ein- 
basischen Säuren  hatten  wir  für  den  Uebergang  der  Säuren  in 
ihre  Anilide  einen  Zuwachs  von  804,6  Gal,  also  wesentlich  den 
gleichen  Werth  gefunden  i]. 

Für  die  Wärmetönung  der  oben  angeführten  Gesammtpro- 
oesse  ergeben  sich  folgende  Werthe: 

Oxalsäure  C^H^O^  +  C^H.N  =  C^H.NO,  +  7/,0    ••  +  7,8  Gal. 

60,8      +     810,7  868,1 


4)  Ber.  köD.  Ges.  d.  W.  1895,  S.  8&;  Journ.  f.  prakt.  Cbem.  [2],  52,  70. 
Xiilk-f  kji.  GtaMt.    1807.  5 
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OxanilsÄure  C^H,NO^+C^H,N=  C^^H.^N^O^ + j^,0  •  •  +  8,4  Cal. 

868,4      4-    84  0,7  1665,4 

Malonsäure  C^H^O,  +  C^H.N  =  C^H^NO^  +  tf^o  •  -f  4,6  Cal. 

207,8      4-     840,7  4048,4. 

MalonanilsÄureC,f/,iVO,4-CeÄ^,iV==C,5f/,,iV,0,+//,0. +6,4Cal. 

404  8,4     +  84  0,7  4  84  8,0 

Bernsteinsäure  C^H^O^+C^H,N=C^^H^^NO^+H^O'  '+\,0  Cal. 

856,8     +    840,7  4466,5 

SuccinanilsäureC,o^u^034-C,//,iV=C,  g^4^iV,0^+£^,0.  H-6,9Cal. 

4  466,5      +  840,7  4974,3 

Phtalsäure  C^H^O^  +  C^H,N=  C^^H,^NO^  +  H^O  ..  +  4,4  Cal. 

774,6     -H    840,7  4577,9. 

PhtalanilsäureC,,ff,,JV05+C.ff,iV=C„^,6^^,0,+H.O  .+5,4Cal. 

4577,9       -H    84  0,7  S383,S 

OxaminsÄure  C^H^NO^  +  CJI,N=  C^H^N^O^  +  A^,0  •  •  +  5,2  Cal. 

4  3i,0      H-    84  0,7  937,5 

PhtalaminsäureCgf/,iV0,4  Ce^,JV=C^^/f,,iV,0,+/r,0 .  -h40,3Cal. 

850,7     4-  840,7  4654,4 

KohlensäureC£^,0,+2Ceff,iV=C„^,,A^,0+2//,0 .    +2.5,5Cal. 

2,4     +2-840,7  4642,8 

Die  Wärmetönung  ist  hier  ebenfalls  exotherm  und  beträgt 
durchschnittlich  5,8  Cal.  Bei  der  Bildung  der  Anilide  der  ein- 
basischen Säuren  hatten  wir  6,0  Cal.  gefunden.  Abhandlung 
XXXIV*). 

Die  durchschnittliche  WärmetOnung  bei  der  Bitdung  der 
Aminsäuren  und  der  Amide  haben  wir  zu  1 0,2  Cal.  gefunden. 
(S.  S.  64.)  Sie  liegt  daher  bei  den  Anilsäuren  und  Aniliden 
um  4,4  Cal.  tiefer  als  bei  diesen. 

Bildung  der  Amide  und  Anilide  aus  den  Ammonium- 
resp.  Anilinsalzen. 

Die  Bildung  der  Amide  und  Anilide  der  zweibasischen 
Säuren  erfolgt  aus  deren  Ammonium-  resp.  AnilinsaUen  unter 
Abspaltung  der  Elemente  von  je  2  Mol.  Wasser,  wofür  folgende 
Bildungsgleichungen  einen  Ausdruck  geben: 


4)  Journ.  f.  prakt.  Cbem.  [2].  62,  74. 
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Bildung  des  Oiamids. 
C^H^N^O,  =  C^H,N^O^  +  %H^O -2.4,75Cal. 

Bildung  des  Malonamids. 
C^H,^N^O,  =  C^H^N^O^  +  iH^O -  «  4,6  Cal 

349,6  858,8 

Bildung  des  Snecinamids. 
C,H^^N^O^  =  C^H^N^O^  +  iH^O ~.2.3,96CaL 

808,8  509,7 

Bildung  des  Pbtalamids. 
C.jy,,Ar,0,  =  C,^,Ar,0,  +  8Jy,0 +20,6[yCal. 

M8,0  9i4,7 

Bildung  des  Oxanilids. 
<^iA6^^A  =  C,,//4,iV,0,  + 2/^,0 -1,55Cal. 

4662,3  4668,4 

Hit  einer  Abspaltung  der  Elemente  des  Wassers  haben  wir 
es  ebenfalls  bei  der  Bildung  der  Aminsäuren  und  Amide,  bei  der 
Bildung  der  Anilsäuren  und  Anilide  aus  den  betreffenden  Sauren 
m  tbuD,  aber  es  verlaufen  jene  Processe  regelmässig  unter  Frei- 
werden von  Energie,  unter  Wärmeentwickelung,  also  exotherm, 
während  die  Bildung  der  Amide  und  Anilide  aus  den  Ammo- 
aiam-  und  aus  den  Anilinsalzen,  mit  Ausnahme  des  Phtalamids, 
unter  Aufnahme  von  Energie,  unter  Bindung  von  Wärme,  also 
endotherm,  erfolgt. 

Die  endotherme  Beaction  ist  der  normale  Vorgang. 

Die  Aufnahme  von  Wasser  seitens  einer  wasserfreien  Ver- 
bindung ist  exotherm.  Bei  der  Aufnahme  von  Krystallwasser 
wird  Wärme  frei,  bei  allen  hydrolytischen  Vorgängen  geht 
Energie  verloren.  Werden  diese  Processe  aber  umgekehrt,  geht 
eine  Krystallwasser  enthaltende  Verbindung  in  den  wasserfreien 
Znstand  über,  wird  ein  Alkohol  in  den  zugehörigen  Aether  ver- 
wandelt, werden  die  durch  hydrolytische  Processe  gespaltenen 
Prodncie  in  die  Ausgangsstoffe  zurackgeftthrt,  so  erfolgt  dies 
Mets  unter  Vermehrung  des  Wärmewerthes,  unter  Aufspeiche- 
niDg  von  Energie,  endotherm.  ' 

Die  bei  der  Bindung  von  Krystallwasser  und  bei  den  hydro- 
lytischen Processen  eintretende  Wärmetönung  haben  wir  schon 
in  Abhandlung  XXVI  ^)  erwiesen.    Auch  hier  haben  wir  einen 

4)  Joam.  f.  prakt.  Chem.  [S],  45,  843. 
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neuen  Beweis  für  dieselbe  in  dem  Monophenyl-Malonamid,  wel- 
ches einmal  wasserfrei  und  das  andere  Mal  krystallisirt,  mit 
\  Mol.  Wasser  verbunden,  untersucht  wurde.  Sind  die  Diflfe- 
renzen  hier  auch  vers<di windend  klein,  in  das  Bereich  der  Be- 
obaohtungsfehler  fallend,  so  treten  sie  doch  hervor. 

Wenn  wir  nun  bei  der  Bildung  der  Amide  u.  s.  w.  aus  den 
Säuren,  trotzdem  dabei  eine  Abspaltung  der  Elemente  des 
Wassers  erfolgt,  eine  exotherme  Reaction  eintreten  sehen,  so 
haben  wir  nach  der  Ursache  dieser  Erscheinung  zu  forschen. 
Diese  ist  dadurch  begründet,  dass  die  Bildung  der  Amide  u.  s.w. 
aus  den  Säuren  kein  einfacher  Vorgang  ist,  sondern  sich  zu- 
sammensetzt aus  der  Entstehung  der  Ammonium-  resp.  Anilin- 
salze, wobei  die  in  Reaction  tretenden  Säuren  ihre  gesammte 
chemische  Energie  verlieren,  während  im  zweiten  Stadium  die 
Ammonium-  resp.  Anilinsalze  erst  bei  der  Umwandlung  zur 
Wasserabspaltung  und  zur  Bildung  der  Amide  kommen. 

Für  jedes  Molekül  Ammoniak,  welches  sich  mit  Oxalsäure 
verbindet,  gehen,  wie  S.  72  gezeigt  wird,  18,4  Cal.  verloren, 
für  jedes  Ammoniak,  welches  in  Malonsäure  eintritt,  1 4,05  Cal., 
bei  der  Bernsteinsäure  beträgt  der  Energieverlust  4  2,2  Cal.  u.  s.  f. 
Es  muss  daher  beim  weiteren  Verlauf  des  Processes,  bei  der 
Bildung  der  Amide  undAnilide,  ein  Zutritt  von  Energie  erfolgen, 
um  die  Bildung  der  Amide  und  Anilide  zu  ermöglichen  und  da- 
durch kommt  der  normale  Biidungsprocess  zur  Geltung. 

Die,  allerdings  geringfügige,  Ausnahme  von  der  allgemeinen 
Regel,  welche  sich  beim  Phtalamid  zeigt,  vermögen  wir  nicht  zu 
erklären. 

Beziehungen  der  Amide  zu  den  Aniliden. 

Die  Amide  unterscheiden  sich  von  den  Aniliden  dadurch, 
dass  in  letzteren  \  At.  Wasserstoff  durch  die  Phenylgruppe  er- 
setzt ist.  Bei  dem  Studium  der  Amide  und  Anilide  der  ein- 
basischen Säuren  hatten  wir  gefunden^),  dass  mit  dem  Ueber- 
gange  der  einen  KOrpergruppe  in  die  andere  einEnergiezuwacbs 
von  durchschnittlich  729,3  Cal.  (Minimum  728,4,  Maximum 732,0 
Cal.)  verbunden  ist. 

Die  vorliegende  Arbeit  bietet  uns  Gelegenheit,  die  gleiche 


\)  Ber.  kön.  Ges.  d.W.  1896,  S.  )7;  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [S],  52,  64. 
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Reaction  weiter  su  verfolgen  und  zwar  niohl  aliein  bei  den 
eigentlichen  Amiden  und  Aniliden,  sondern  auch  bei  einigen 
hierher  gehörenden  SHuren,  ferner  bei  Imiden  und  bei  Ammo- 
nium- und  Anilinsalzen.  Es  gewtthrt  daher  diese  Arbeit  weiteren 
Äufschluss  aber  den  Yertretungswerth  der  Phenylgruppe  in 
sehr  verschiedenen  Verbindungen^  welche  jedoch  sämmtlich  das 
Gemeinsame  haben,  dass  in  den  hier  in  Frage  kommenden 
Stoffen  das  Phenyl  ausnahmslos  an  Stickstoff  gebunden  ist. 

Das  einfachste  in  Betracht  zu  ziehende  Beispiel  wird  durch 
das  Ammoniak  einerseits  und  durch  das  Anilin  andererseits  ge- 
liehen, da  beide  sich  ja  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  im 
Ammoniak,  indem  es  in  Anilin  ttbergeht,  ein  Wasserstoffatom 
durch  die  Phenylgruppe  ersetzt  wird.  Der  Wärmewerth  bei- 
der ist: 

Ammoniak  (flttssig) 85,2  Cal.J  »qk.  k  n  i 

Anilin.  .....      H\0]l   .]"'  726,5  Cal. 

Zum  Vergleich  mussle  hier  der  Wärmewerth  des  Ammo- 
niaks im  flüssigen  Zustande  gewählt  werden,  um  dasselbe  mit 
dem  flossigen  Anilin  vergleichbar  zu  machen.  Wenngleich  da- 
durch dem  Aggregatzustande  beider  Rechnung  getragen  ist,  so 
ist  doch  noch  zu  berttcksichtigen,  dass  Ammoniak  und  Anilin 
sich  nicht  allein  durch  ihren  Aggregatzustand,  sondern  auch 
dadurch  unterscheiden,  dass  ersteres  eine  höhere  Menge  von 
chemischer  Energie  gegenüber  dem  letzteren  enthalt.  Hierdurch 
wird  aber  seine  Gesammtenergie  und  also  sein  Wärmewerth 
beeinflosst  und  zwar  in  dem  Sinne  einer  Erhöhung  desselben. 
Ware  diesem  Rechnung  zu  tragen,  so  würde  der  Unterschied 
des  Bnergiegehaltes  zwischen  Ammoniak  und  Anilin  grösser 
ausfallen,  als  er  sich  bei  directer  Vergleichung  ergeben  hat. 

Bei  den  Amin-  und  den  Anilsäuren  betragt  der  Werth 
der  gleichen  Reaction : 

Oxamlnsaure J32  4  Cal.)  731  ocal.' 

Oxanilsäure 863,4    »    )  ' 

Phtelaminsäure 850,7  Cal)  191  9  rs.\ 

Phtelanilsäure     4577,9    «    1  '  '  *   '*^^^«'- 

Bei  den  Amiden  und  Aniliden  kommen  folgende  Werthe 
vor: 

Harnstoff 452,2  Cal.l  707  e  pal 

Monophenyl-Harnstoff.  .  .  .     880,0    »    j      *  *   '  =  ^°^«»- 
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Monophenyl-HarnBtoff .  .  .  .  880,0  Cal. 

Symm.  Diphenyl-Harnstoff  .  4642,8   » 

Diphenyl-Harnstoff 1642,8  Call 

Teiraphenyl-Harnstoff.  .  .  .  3075,0    »    i 

Oxamid 203,3  Call 

Phenyl-Oxamid 937,5    »    I 

Phenyl-Oxamid 937,5  Cal.( 

Oxanilid 4665,8   »    ) 

Malonamid 358,8  Cal. 

Monophenyl-Halonamid  .  .  .  4  088,9    » 

Monophenyl-Halonamid  .  .  .  4  088,9  Call 

Diphenyl-Malonamid 4848,0    »    i 

Succinamid 509,7  Cal.  I 

Monophenyl-Succinamid    .  .  4244,6    »    ( 

Monophenyl-Succinamid .  .  .  4244,6  Cal. | 

Succinanilid 4974,3    d 

Phtalamid 924,7  Cal. 

Phenyl-Phtalamid 4654,4    » 

Phenyl-Phtalamid 4654,4  Cal. 

Diphenyl-Phtalamid 2383,2    9 

Bei  den  Imiden  betrfigt  die  Differenz: 

Sucoinimid.  .  , 438,4  Gal. 

Phenyl-Succinimid 4  468,5    » 

Phtalimid 850,2  Call 

Phenyl-Phtalimid 4579,4    *    ( 

Bei  den  Ammoninm-  und  den  Anilinsalzen  findet  sich 
folgende  Differenz: 

Ammonium-Oxalat 493,8  Cal.l        ^ 


732.8  Cal. 
-734,4  Cal. 

734,2  Cal. 

727.9  Cal. 
730,4  CaK 
729,4  Gal. 
734,9  Cal. 
726,7  Cal. 
729,4  Cal. 
732,4  Cal. 

730,4  Cal. 
728,9  Cal. 


734,2  Cal. 
734,8  Cal. 


Anilin-Oxalai 4662,3 

Ammonium-Formiat 4  29,5  Cal. 

Anilin-Formiat 864,3    » 

Aus  vorstehender  Zahlenreibe  ergiebt  sich  zunächst,  dass 
keine  regelmässig  auftretende  Verschiedenheit  zu  bemerken  ist, 
gleichviel  ob  ein  oder  zwei  Wasserstoffatome  in  im  Uebrigen 
gleichen  Verbindungen  durch  Phenyl  vertreten  werden.  Einzeln 
scheint  Qine  Verschiedenheit  in  dieser  Beziehung  obzuwalten, 
derart,  dass  das  erste  Wasserstoffatom  von  dem  zweiten  durch 
einen  höheren  oder  geringeren  Vertretungswerth  sich  unter- 
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scheidet,  um  im  nächsten  Falle  aber  die  vorkommende  Differenz 
in  amgekehrtem  Sinne  erscheinen  zu  lassen.  Ebenso  kommen 
keine  ausgesprochenen  Verschiedenheiten  in  der  Reihe  der  zwei- 
basischen gegenüber  den  einbasischen  Säuren  vor.  Bei  den 
Amiden  und  den  Anih'den  der  einbasischen  Säuren  lag  die 
Differenz  zwischen  den  Werthen  7S8,1  und  732,0  Cal.,  hier  be- 
wegen sich  die  Zahlen  zwischen  den  Wertben  786,7  und  734,9 
Ca].,  letzterer  Werth  kommt  jedoch  in  25  Fällen  nur  dreimal  vor. 
Es  erscheint  demnach  statthaft,  aus  sämmtlichen  Zahlen, 
sowohl  der  einbasischen  Säuren  der  Amide  und  Anilide,  wie 
der  hier  untersuchten  Verbindungen  ein  allgemeines  Mittel  ab- 
zuleiten, welches  die  Zahl 

730,1  Cal. 

als  Vertretungswerth  von  einem  Atom  Wasserstoff,  bei  der  Bin- 
doDg  an  Stickstoff,  durch  eine  Phenylgruppe  ergiebt. 

Bildung   der  Imide  aus  Aminsäuren  und  Anilsäuren. 

Die  Imide  kann  man  als  aus  den  Amin-  und  den  Anilsäuren 
her?orgehend  betrachten ,  wobei  eine  Abspaltung  der  Elemente 
voo  h  Mol.  Wasser  erfolgt.  Hiernach  ist  zu  erwarten,  dass  der 
Process  der  Umwandlung,  unter  Aufspeicherung  von  Energie, 
also  endotherm  verlaufe.  Wieweit  dies  zutrifft,  ergiebt  sich 
aus  folgenden  Gleichungen : 

Bildung  des  Phtalimids  aus  Phtalaminsäure. 
C^H^NO^  =  C^H^NO^  +  H^0 +0,5  Cal. 

850,7  850,2 

Bildung  des  Phenyl-Succinimids  aus  Succinanilsäure. 
C,^H,,NO^  =  C,,H,NO^  +  H^O -  2,0  Cal. 

M66,5  44  68,5 

Bildung  des  Phenyl-Phtalimids  aus  Phtalanilsäure. 
^lÄt^O,  =  C,,H,NO^  +  H^O -  1,2  Cal. 

4577,9  4579,4 

Die  gleiche  Ausnahme  von  der  allgemeinen  Regel,  welche 
sich  bei  der  Bildung  des  Phtalamids  (S.  67)  zeigt,  findet  sich 
daher  hier  auch  wieder,  während  die  Bildung  der  beiden  an- 
deren Imide,  wie  zu  erwarten  war,  endotherm  verläuft. 
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Bildung  der  neutralen  Ammonium-  und  Anilinsalze. 

Vom  chemischen  Standpunkte  ist  die  Bildung  der  hier  in 
Frage  stehenden  Salze  ein  rein  additiver  Process,  in  welchem 
sich  je  2  Mol.  Ammoniak,  resp.  Anilin  an  4  Mol.  der  zweibasischen 
Säuren  anlagern  und  so  zur  Entstehung  der  betreffenden  Salze 
Veranlassung  geben.  Wenn  der  thermochemische  Process  auf 
gleiche  Weise  verliefe,  so  mttsste  man  zu  einem  gleichen  Werthe 
fttr  das  in  die  Salze  eintretende  Ammoniak,  resp.  Anilin  kommen, 
wenn  man  den  Würmewerth  der  betreffenden  Säure  von  dem 
des  Salzes  in  Abzug  bringt,  wie  es  von  uns  bei  der  Berechnung 
des  im  Ammonium-Formiat^]  enthaltenen  Ammoniaks  ge- 
schehen ist. 

Auf  gleiche  Weise  berechnet  ergiebt  sich  hier  der  Wertb 
des  Ammoniaks  im: 

Oxalat  zu 66,8  Gal. 

Malonat 74,15  « 

Succinat 78,0     » 

Phtalat 75,7     » 

der  des  Anilins  im 

Oxalat 804,05  Cal. 

Die  Bildungswarme  der  Ammoniumsalze  beruht  aber  nicht 
auf  einem  additivem  Processe,  sondern  es  ist  dabei  dem  Verlust 
an  chemischer  Energie  Rechnung  zu  tragen  und  dieser  ergiebt 
sich,  indem  von  der  Summe  der  Wärmewerthe  der  Säuren  und 
des  Ammoniaks  der  Wärmewerth  des  entstehenden  Salzes  in 
Abzug  gebracht  wird. 

Aus  Zweckmässigkeitsgründen,  um  einen  Vergleich  mit  dem 
flüssigen  Anilin  zu  ermöglichen,  empfiehlt  es  sich  dabei  den 
Wärmewerth,  wie  auch  im  Vorstehenden  immer  geschehen  ist, 
des  flüssigen  Ammoniaks  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen ; 
dieser  ist  nach  obiger  Uebersicht  85,8  Gal. 

Der  Betrag  an  chemischer  Energie,  welcher  bei  der  Salz- 
bildung frei  wird,  ergiebt  sich  demnach  für  die  einzelnen  Salze 
folgendermassen : 

Ammonium-Oxalat 2*48,1  Gal. 

Ammonium-Malonat    ....  2-44,05  » 
Ammonium-Succinat  ....  2*42,2     » 

4)  Ber,  kön.  Ges.  d.W.  4895,  S.  32;  Journ.  f.  prakt.  Cbem.  [2], 52,  68. 
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Ammonium-Phtalai £•  9,5  Gal. 

Ammoniuin-Formiat 44,7     » 

ADilin-Formiat 5,4    » 

Anilin-Oxalat S-   9,65  » 

Die  vorstehenden  Zahlen  drücken  also  die  im  positivem 
Sinne  verlaufende  Wttrmettfnung  aus,  welche  sich  ergiebt,  wenn 
flttssiges  Ammoniak,  resp.  Anilin  mit  festen  Säuren  sich  zu 
festen  neutralen  Ammonium-  resp.  Anilinsalzen  verbindet. 

Esterbildung. 

Die  Ester  entstehen  aus  den  Sauren  und  Alkoholen  unter 
Abspaltung  von  Wasser  und  zwar  verläuft  der  dabei  stattfindende 
Process  in  sehr  vielen  Fällen  endotherm,  d.  h.  unter  Aufnahme 
von  Energie,  wofür  in  unserer  Abhandlung  XX  i)  zahlreiche  Bei- 
spiele erbracht  worden  sind. 

Bei  den  uns  hier  beschäftigenden  Estern  ergeben  sich  ganz 
gleiche  Verhältnisse. 

Bildung  des  festen  Oxaminsäure-Methylesters,  Oxamethylan. 
C^H^NO^  +  CH,0  =  C^H^NO,  +  H^O  -  2,4  Cal. 

4  8S,0       +    nO,6  304,7 

Bildung  des  festen  Oxaminsäure-Aethylesters,  Oxamaethan. 
C^U^NO^  +  C^H^O  =  C,H,NO^  +  H^O  ±  0,0  Cal. 

U8,0       -h    385,7  457,7 

Bildung  des  festen  Phenyl-Oxaminsäure-Aethylesters, 

Oxanilsäure-Aethylester. 
C.H.NO^  +  C^H^O  =  C^,H,,NO,  +  H^O  -  2,4  Cal. 

863,4       H-    8S5,7  -1494,2 

Nimmt  man  hiemach  den  mittleren  Werth  für  die  Esterbildung 
SU  —4 ,5  Cal.,  so  lässt  sich  der  Werth  der  im  freien  Zustande  nicht 
bekannten  Phenyl-Carbaminsäure  oder  Carbanilsäure  aus  den 
Wärmetönungen  des  Phenyl-Carbaminsäure-Aethylesters,  oder 
des  Phenyl-Urethans,  berechnen.  Der  Wärmewerth  dieses 
Esters  ist  4  428,3  Cal,  es  ergiebt  sich  demnach  der  Werth  der 
freien  Phenyl-Carbaminsäure  zu: 

4  428,3  —  325,7  -  4,5  =  804,4  Cal. 

Hieraus  lässt  sich  wieder  der  Werth  der,  ebenfalls  nicht 

4)  Joarn.  f.  prakt.  Chem.  [8],  40,  354. 
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im  freien  Zustande  bekannten  Garbaminsäure,  oder  der  Amido- 
ameisensaure,  durch  Rechnung  ableiten,  wenn  der  Werth  des 
an  Stickstoff  gebundenen  Phenyls  in  Abzug  gebracht  wird. 
Dieser  Werth  ist  nach  S.  74  730,1  CaL  Darnach  ist  der  Wärme- 
werth  der  Garbaminsäure: 

804,1  —730,1  =71,0Gal. 

Zu  einem  fast  ganz  gleichen  Werthe  für  die  Garbaminsäure 
kommt  man,  wenn  der  Wärmewerth  des  Garbaminsäure-Aetbyl- 
esters  als  Ausgangspunkt  der  Berechnung  gewählt  wird.  Der 
Wännewerth  des  Garbaminsäure-Aethylesters  oder  des  üre- 
thans  ist  397,5  Gel.  Setzen  wir  diesen  in  die  Rechnung  ein, 
so  erhalten  wir  den  Werth  für  die  Garbaminsäure ,  oder  das 
erste  Amid  der  Kohlensäure: 

397,5  —  325,7  —  1,5  =  70,3  Gal. 

Würde  man  nun  andererseits  die  beiden  Amide  der  Kohlen- 
säure untereinander  vergleichen,  also  das  Monamid  oder  die 
Garbaminsäure  und  das  Diamid  oder  den  Harnstoff,  so  würden 
sich  folgende  Werthe  ergeben : 

Harnstoff 152,5(  «o  o  ToI 

Garbaminsäure.  .      .     70,3(   '  '      "   ^^'^  ^*'- 

Bei  der  Bildung  der  Amide  aus  den  Aminsäuren  hatten  wir 
oben  als  höchsten  Werth  eine  Zunahme  des  Wärmewerthes  von 
78,1  Gal.  beim  Uebergange  der  Succinanilsäure  in  Phenyl-Suc- 
cinamid  beobachtet,  also  eine  Zahl,  die  der  hier  beobachteten 
nicht  gleich  kommt.  Diese  Differenz  erklärt  sich  aber  wahr- 
scheinlich dadurch,  dass  das  Garbamid,  der  Harnstoff,  bei  seiner 
Bildung  wieder  eine  gewisse  Menge  chemischer  Energie  auf- 
nimmt. Während  alle  sonstigen  Amide  durch  Indifferenz  gegen 
Säuren  sich  auszeichnen,  verbindet  sich  der  Harnstoff  mit  eini- 
gen Säuren  zu  recht  festen  Verbindungen,  verhält  sich  daher 
wie  eine  Base. 


SITZUNG  VOM  1.  FEBRUAR  1897. 

Vorträge  hielt: 

Herr  W.  Boheilmw,  o.  M.:  Ueber  eine  von  0.  SrAUDB-Rostock  eingesandte 
Abhandlung  unter  dem  Titel :  »Die  Gleichung  der  Ellipsoide  und  Hyper- 
boloide als  Resolvente  der  biquadratischeo  Gleichung  der  gebrochenen 
Foealdistanzen«. 

Sttraelbe:  Ueber  »die  gestörte  elliptische  Bewegung:  Harsbn's  ideale  Coor- 
dinatenc. 

Otto  Stande  in  Rostock:  Die  Gleichung  der  Ellipsoide  und 
Hyperbohide  als  Resolvente  der  biquadratischen  Gleichung  der  ge- 
brochenen Pocaldistanxen.   Hit  einer  Figur. 

Gegenstand  der  Mittheilung. 

Die  Focaleigenschaften  der  Ellipse  und  Hyperbel  beruhen 
nach  einer  Bemerkung  von  Glbbsgb^)  auf  dem  Besteben  der 
identischen  Gleichung: 

=(»-^)('+^)(«-'-^)K^)- 

Hier  bedeuten  a*  und  e*  gegebene  Gonstanten  und  sind  r  und 
r'  die  Entfernungen  des  laufenden  Punktes  o?,  y  von  den  beiden 
testen  Punkten  (»Brennpunkten«)  x  =  dr  e,  y  =  0,  also: 


r=:V(a?-e)*  +  y»,      r'  =  V(a?  + e)* +y« , 


4)  Vgl.  Vorlesungen  über  Geometrie  von  Alfred  Clebsch,  herausgeg. 
TOQ  LwDsaAHir,  I.  Band,  Leipzig  4876,  S.  6 — 7. 
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Zufolge  der  Gleichung  (4)  hat  der  KegelschniU: 

a«  ^  a*  -  c« 
eine  der  beiden  Eigenschaften: 


2 
oder 

r  —  r' 


=  üza 


=  zti  o, 


In  der  yoriiegenden  Mittheilung,  deren  weitere  Ausführung 
ich  einer  anderen  Gelegenheit  vorbehalte,  werde  ich  auf  directem 
Wege  zeigen,  dass  auch  die  Gleichung  der  EUipsoide  und  Hyper- 
boloide 

a«  "^  a*  -  d»  "^  a«  -  e*  ""     ' 

als  Gleichung  6.  Grades  fttr  a  aufgefasst,  sechs  Linearfactoren 
besitzt,  die  den  vier  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (4) 
stehenden  nach  Form  und  Bedeutung  vollkommen  analog  sind 
(vgl.  unten  §  7,  48). 

§8. 
Begriff  der  gebroeheHen  Foealdistaiueii. 

In  der  x^- Ebene  eines  gewöhnlichen  raumlichen  Goordi- 
natensystems  Oxyz  sei  die  Ellipse  (»Focalellipse«]: 

(2)  $  +  fi  =  ^        ('>/"^ 

gegeben.  Ihre  halbe  Brennweite  d  und  ihre  Halbaxen  e,  f  sind 
durch  die  Gleichung 

(3)  d«-e*+/^  =  0       (e>d) 

mit  einander  verbunden.  Ihre  Brennpunkte  seien  mit  B^  B'  und 
ihre  Scheitelpunkte  mit  C,  C  bezeichnet  (vgl.  die  Figur). 

Wir«  verbinden  einen  beliebigen  festen  Punkt  P^=Xjy^z 
des  Baumes,  der  nicht  gerade  der  Ellipse  (2)  angehört,  gerad- 
linig mit  einem  laufenden  Punkte  C^  der  Ellipse  (2)  und  diesen 
geradlinig  mit  dem  Brei\npunkte  ^  =  d,  0,  0.    Jindem  wir  die 
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Lflnge  r  der  so  entstandenen  gebrochenen  Linie  PC^B^  die 
Summe  der  absoluten  Langen  der  Strecken  PC^  und  C^B,  als 
Function  des  » Knickpunktes c  C^  betrachten,  suchen  wir  ihr 
Maximum  und  ihr  Minimum.  Dass  es  wenigstens  ein  Maximum 
und  ein  Minimum  giebt,  schh'essen  wir  daraus,  dass,  wahrend  C^ 


die  ganse  Ellipse  durchlauft,  einerseits  jede  der  beiden  Strecken 
PC^  und  C^  B  eine  endliche  Lange  behalt  und  andererseits  keine 
dieser  beiden  Strecken  verschwinden  kann.  Dass  es  nur  ein 
Maximum  und  ein  Minimum  giebt,  beweisen  wir  in  §  5.  Auf 
den  nur  fttr  besondere  Lagen  des  festen  Punktes  P  (vgl.  §  3,  7) 
eintretenden  Fall,  dass  die  Lange  PC^B  von  C^  überhaupt  un- 
abhängig ist,  gehen  wir  hier  der  Kürze  wegen  nicht  naher  ein. 

Wir  beseichnen  mit  r^  den  kleinsten  und  mit  r,  den  grössten 
Werth  von  rs=sPC^B,  In  gleicher  Weise  betrachten  wir  die 
Lange  r'  der  gebrochenen  Linie  PC[B\  die  von  P  ttber  einen 
Punkt  C[  der  Ellipse  (8)  nach  dem  andern  Brennpunkt  i?'=  —  d,  0, 0 
fahrt  und  bezeichnen  mit  r[  ihren  kleinsten  und  mit  r^  ihren 
gröasten  Werth. 

Die  so  eingeführten  kleinsten  und  grassten  gebrochenen 
Entfernungen  r^^r^^  r/,  r[  des  Punktes  P  von  den  beiden  Brenn- 
punkten B  und  B'  über  die  Focalellipse  (8)  nennen  wir  die  vier 
gebrochenen  PoccUdistanzen  des  Punktes  P. 
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§3. 
Darstellung  der  vier  gebroehenen  Focaldlstanzen. 

Bezeichnen  wir  für  die  auf  den  Brennpunkt  J9=d,  0,  0  be- 
zügliche gebrochene  Entfernung  r  ==  PC^  B  die  Coardinaten  des 
Knickpunktes  C^  mit  ^ü  ^47  0,  so  ist  zunächst: 

wo  die  doppelt  gestrichenen  Quadratwurzeln  deren  absolute 
Werthe  bedeuten.  Der  Punkt  a?^ ,  y«,  0  ist  mit  Rücksicht  auf 
die  Bedingungsgleichung: 

so  zu  bestimmen,  dass  r  ein  Minimum  oder  Maximum  wird.  In- 
dem wir  dieser  Bedingungsgieiohung  durch  die  Substitution: 

(4)  flC|  =  e  cos  M ,      yi=  f  sin  u 

mit  dem  Parameter  u  genügen,  gewinnen  wir  den  Vortheil,  dass 
sich  die  zweite  Quadratwurzel  in  r  ausziehen  Ifisst.  Es  ist  nflm- 
lieh  nach  (3): 

y  (e  cos  u  —  rf)*  +  /^  sin*  u  =  e  —  d  cos  m  , 
was  nach  (3)  positiv  ist.   Damit  erhalten  wir: 


(5)  r=p+e  — dcosM,  m\i:Q=y{X'—eco8u)*+{y—'f8\nu)*+z* 

dr 
und  haben  nun  u  der  Bedingung:  —  =  0  zu  unterwerfen,  wel- 
che entwickelt  lautet: 

,.,      ex  sin  w  —  /^y  cos  M  —  cP  sin  tt  cos  w   ,    ,  .  ^ 

(6)      '-^ h  rf  sm  u  =  0  . 

Die  entsprechenden  Gleichungen  für  die  auf  den  andern  Brenn- 
punkt JB'  =  —  d,  0,  0  bezügliche  gebrochene  Entfernung  PC/fi' 
ergeben  sich,  wenn  wir  den  Parameter  von  C/  ebenfalls  mit  u  be- 
zeichnen, durch  Veränderung  des  Vorzeichens  von  d  und  lauten 
daher: 

(5')  r'=pH-e+dcosu,  mit:9=K(x  — ecosM)*+(y— /"sinuJ^H-^* 

,^,.      exsinu--  fycosu  —  d*  sin u cos u        ,  .  ^ 

(6')     '-^ d  sm  M  =  0  . 
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Wir  könnten  nun  durch  Hultiplicaiion  der  beiden  Gleichungen 
(6)  und  (6')  die  rationale  Gleichung: 

(ex  sin  ti  —  /"y  cos  w  —  cP  sin  u  cos  m)*  —  d*  p*  sin*  w  =  0 

herstellen,  welcher  die  Parameter  u  aller  vier  Knickpunkte  C^,  C[ 
der  Tier  gebrochenen  Focaldistansen  genügen  mttssen.  Sie 
würde  in  der  That  im  Allgemeinen  vier  Werthe  von  u  (zwischen 
0  und  in)  liefern.  Sie  könnte  aber  im  Besonderen  auch  iden- 
tisch in  u  gelten,  was  wirklich  eintritt,  wenn  der  Punkt  P  den 
Bedingungen : 

genügt.  Wir  wollen  aber  an  dieser  Stelle  auf  die  Gleichung  für 
u  nicht  näher  eingehen,  sondern  vielmehr  durch  Elimination 
von  u  aus  (5)  und  (6),  bezüglich  aus  (5')  und  (6'),  eine  Gleichung 
für  r  und  r'  herstellen. 

§*. 

Bildmig  der  l^iquadratiscken  Gleichung  der  gebrochenen 
Foealdistanzen. 

Zunächst  folgt  durch  Elimination  von  q  aus  (5)  und  (6): 

(6xsinu  — /y  cos  w  — rf*  sin  neos  m)  +  (r--e+dcosM)dsinu  =  0 

oder: 

(8)  {ex  +  d{r  —  e)}  sin u  —  fy  cosu  =  0 
und  entsprechend  aus  (5')  und  (6']: 

(8')  {ex  +  d{e  -—  r'))  sin  m  —  /'y  cos  m  =  0  . 

Daneben  schreiben  wir  die  Gleichungen  (5)  und  (5']  in  der  Form: 

(9)  (r  —  e)  +  d  cos  w  —  ß  =  0  , 
:9')  (e  —  r')  +  d  cos  w  +  ^  =  0  , 
worin  beidemal : 

Q  =  y^x  —  e  cos  w)*  +  (y  —  fsin  w)'  +  z* . 

Führen  wir  jetzt  für  r  —  e  und  e  —  r'  die  gemeinsame  Be- 
nennung 4  s  ein : 
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(40)  s  =  { 

so  nehmen  die  Gleichungen  (8)  und  (8')  die  gemeinsame  Form: 

(H)  {ex  +  4  ds)  sin  M  —  /"y  cos tt  =  0 

an  und  lauten  die  Gleichungen  (9)  und  (9')  bezüglich : 

(4s  +  d  cos  w)  —  ß  =  0  ,       (4s  +  d  cos  m)  +  ^  =  0  . 

Werden  aber  diese  beiden  Gleichungen  durch  MultipIicatioQ 
mit  einander  rational  gemacht,  so  vereinigen  sie  sich  ihrerseits 
zu  einer  einzigen  Gleichung: 

(4s  +  dcosw)*  — e*  =  0 

oder  mit  Einsetzung  des  Werthes  von  q: 

(ac  —  c  cos  m)*  +  (y  —  fsm  w)*  +  a'  —  (4  s  +  d  cos  m)*  =  0 
oder  nach  §  2,  3  reducirt: 
(42)  fy  sin u  +  [ex  +  kds)  cos u  =.  ^'+y*  +  ^*+r  _  g^. 

Zwischen  jeder  der  Grössen  s  in  (4  0)  und  dem  Parameterwerthe 
u  des  zugehörigen  Knickpunktes  bestehen  also  die  beiden  Glei- 
chungen (44]  und  (42). 

Indem  wir  aus  diesen  sin  u  und  cos  u  berechnen  und  die 
Quadratsumme  der  gefundenen  Werthe  =  4  setzen,  erhalten 
wir  die  von  u  freie  Gleichung : 

(ex  +  4d.)*+ry'==("*  +  ^'  +  ^'+^-8.f- 

Bei  diesem  Eliminationsverfahren  ist  allerdings  der  Factor: 

(ex  +  4ds)*  +  /^y* 

beim  Uebergang  zur  letzten  Gleichung  weggelassen  worden, 
was  die  Voraussetzung  einschliesst,  dass  nicht  gleichzeitig 

ex-\-  käs  =  0    und    y  =  0 

ist.  Diese  Gleichungen  bestehen  aber  für  eine  allgemeine  Lage 
des  Punktes  P  =  Xj  y,  z,  auf  die  wir  uns  in  dieser  vorläufigen 
JMittheilung  beschränken,  ersichtlich  nicht,  sondern  führen  auf 
den  schon  §  3,  7  ausgeschlossenen  Fall  zurück,  wo  die  dortige 
Gleichung  für  u  identisch  in  u  erfüllt  ist. 
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Wir  entwickeln  schliesslich  die  erhaltene  Gleichung  für  s 
uDcl  gewinnen  damit  den  Satz: 

Sind  r^j  r,,  r|,  r^  die  vier  gebrochenen  PoccUdistanzen  des 
Punktes  Xj  y,  z^  so  sind  die  Differenzen: 

(UJ    S^  —  — j —  ,      5,  —  — -. —  ,      «4 — 1        ,      S^ —        I 

die  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  in  s : 

-U)         Ä*  —  i(a;»  +  y*  +  Ä*  +  d*  +  e*)  5«  —  \dex • « 

Wir  nennen  diese  Gleichung  kurz  »die  biquadratische  Glei^ 
chung  der  gebrochenen  Focaldistanzen^. 

§5. 
FolgeriiBgen  ans  der  biqnadratiselien  Gleiekang. 

Wach  §  S  beziehen  sich  r'^  und  r^  ebenso  auf  den  Brenn- 
punkt f  =  —  d,  0, 0,  wie  r^  und  r,  auf  den  Brennpunkt  B=djO,0. 
Wa^irend  also  die  Gleichung  (14)  in  der  erhaltenen  Form  die 
Wurzeln  (43)  hat,  wttrde  sie  nach  Umkehrung  des  Vorzeichens 
von  d  in  dem  Coefficienten  von  s^  die  entgegengesetzten  Wurzeln : 

iV\  ^Izil       ^«-g       g--^       g-^ 

*^i  — j— »     —4—'     —4—'     — 4— 

bekommen. 

Da  die  Gleichung  (14)  vom  4.  Grade  ist,  kann  es,  wie  in 
§  2  vorausbemerkt,  nicht  mehr  als  eine  kleinste  und  eine  grtfsste 
gebrochene  Entfernung  des  Punktes  P  von  jedem  einzelnen  der 
beiden  Brennpunkte  B  und  ff  über  die  Focalellipse  (8)  geben. 
Dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1 4)  alle  vier  reell  sind,  werden 
wir  am  Schluss  von  §  6  nachweisen.  Mit  jeder  Wurzel  s  der 
Gleichung  (4  4)  ist  aber  nicht  nur  die  Lttnge  einer  der  vier  ge- 
brochenen Focaldistanzen  r^,  r,,  r[^  r^,  sondern  sind  auch  die 
Goordinaten  x^  =  e  cos  w,  y,  =/*sin  u  (vgl.  §  3,  4)  ihres  Knick- 
punktes C^,  C[  bestimmt,  da  aus  (14)  und  (4S)  cos  u  und  sin  u 
rational  in  s  erhalten  werden. 

Das  Fehlen  des  Coefficienten  von  s^  in  der  Gleichung  (44) 
hat  nach  (43)  die  Beziehung: 

;45)  r.  +  r,-r;-r;  =  0 

und  damit  den  Satz  zur  Folge: 

lUfh^fkja.  ClaM«.  1897.  6 
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Die  Summe  der  kürzesten  und  weitesten  Entfernung  des 
Punktes  0  von  dem  einen  Brennpunkte  B  über  die  Foccdellipse  ist 
gleich  der  Summe  seiner  kürzesten  und  weitesten  Entfernung  von 
dem  andern  Brennpunkte  B>. 

§6. 
Die  BeiolT«]ite  der  biqnadratiselieii  Oleielmiig. 

Die  Resolvetite  einer  biquadratischen  Gleichung  von  der 
Form: 

«*  +  ?Ä*  +  »WÄ  +  n  =  0 
ist' 

S»  +  89  .  S*  +  4 6(9*  —  4n)  S*  —  64m«  =  0  J) 

Die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  die  Gleichung  [\  i)  giebt 
als  deren  Resolvente: 

S«  -^  {flc*  +  y*  +  a«  +  d«  +  e«}  S« 
+  {(d*  +  «*)  X*  +  e«y*  +  d*j5»  +  d^e^}  S*  -  d*e*aj«  =  0  , 

wobei  nur  die  Darstellung  des  Goefficienten  von  S^  eine  einfache 
Reduction  mit  Benutzung  der  Beziehung  §  2,  3  erfordert. 

Die  Resolvente  ist  von  dem  Vorzeichen  des  Goefficienten 
von  s^  in  {\  4)  unabhängig.  Sie  kann  ferner  ohne  weitere  Rech- 
nung in  die  folgende  Gestalt  versetzt  werden,  wo  die  Unbe- 
kannte S  mit  a  bezeichnet  ist: 

(46)  —  (a*  —  cP)(a«  —  e*)a;*  —  a«(a*  —  e*)y* 

-  a«(a*  -  rf*)  J5*  +  o* (a«  -  ci«)  (a*  -  e«)  =  0 
oder: 

was  die  Gleichung  des  Mittelpunktsflächen  2.  Ordnung  ist  Also: 
Die  vereinigte  Gleichung  der  Ellipsoide  und  Hyperboloide  (4  7) 
ist^  als  Gleichung  6.  Grades  m  a  betrachtet^  die  Resolvente  der  bi- 
quadratischen Gleichung  {\  4)  der  gebrochenen  Focaldistanzen, 

Dass  die  Gleichung  (\  6]  für  a*  drei  reelle  Wurzeln  zwischen 
den  Grenzen  0  und  d\  cP  und  e«,  e*  und  +  00  hat,  ist  bekannt 
und  damit  die  Realität  der  vier  Wurzeln  der  biquadratischen 
Gleichung  (14)  bewiesen. 

1)  Vgl.  Serret,  Handbuch  der  höheren  Algebra,  übers,  von  Wertbkim, 
3.  Aafl.j  Bd.  II,  S.  896,  Formel  (5). 
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§7. 

Kerieguig  der  Gleielmiig  der  Mittelpuiktsfläclieii  in  sechs 

Linearfactoren. 

Die  sechs  Wurzeln  der  Resolvente  (46)  drücken  sich  be- 
kanntlich durch  die  vier  Wurzeln  s^^  8^^  s[,  s^  der  biquadratischen 
Gleichung  (4  4)  in  folgender  Weise  aus : 

^  (Si  -  «,  +  s[  -  si) . 
Daraas  folgt  aber  mit  Rücksicht  auf  die  Bezeichnung  §4,43  das 
Bestehen  der  identischen  Gleichung: 


cc' 


:i8)    _aMa'-d«)(a»-e«)|^+^r^4-^,-^-< 


"^  4 

^•t  -  ^1  +  ^-i'  -  rj 


) 


X 


r«-r,-r;  +  *-; 


) 


mit  der  man  die  Gleichung  §1,4  vergleiche. 

Zufolge  dieser  Gleichung  hat  die  Fläche  (47)  eine  der  drei 
Eigenschaften: 


<9) 


oder: 
oder: 


4 

^  -  ^  +  K  -  »•;      _ 


»•«  —  U  —  r[  +  rj 
4 


=  ±a 


zi:a 


TgL  §  1).   Yermtfge  der  unter  §  5,  45  erwähnten  Relation: 

r,  +  r,  —  r;  —  r;  =  0 

kann  jede  dieser  drei  Gleichungen  (1 9)  bezüglich  in  zwei  äqui- 
valenten ktlrseren  Formen  geschrieben  werden : 

fr,  +  r,  —  2e=±2o    und    r;  +  r,'  — 8e=  ±2o 
r,  —  r,'  =  ifc  2a  »       r,  —  r[  =  ±  2a 


r,  —  r;  =  i  2o 


r,  —  r,'=±2a. 

6» 
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§8- 
Bezielmiig  zur  Theorie  der  elliptiselieii  Coordinaten. 

Die  Gleichungen  (20)  enthalten  die  Focaleigenscbaften  der 
drei  Mittelpunktsflächen  S.  Ordnung,  wie  ich  sie  in  meinem 
Buche  ^)  mittels  der  elliptischen  Coordinaten  bewiesen  habe. 
Jedoch  habe  ich  diejenigen  beiden  gebrochenen  Focaldistanzen 
r,  und  r^y  welche  in  der  vorliegenden  Mittheilung  (in  §  S]  als 
Maxima  der  gebrochenen  Entfernungen  des  Punktes  P  von  den 
Brennpunkten  B  und  B'  eingeführt  und  daher  labile  Gleich- 
gewichtslagen eines  von  P  nach  B  oder  B'  tlber  die  Focalellipse 
laufenden  Fadens  sind,  in  dem  Buche  durch  stabile  Gleich- 
gewichtslagen eines  von  P  über  die  Focalhyperbel  nach  C  und 
C  laufenden  Fadens  ersetzt.  Den  hier  gebrauchten  Bezeich- 
nungen 

a,  d,  e,  r,,  r^-^d--e,  r[,  r'^-^d—e 

entsprechen  in  dem  Buche  die  Bezeichnungen: 


Va^-7,     Va  — /:/,     Va  — y,     r,,         ä^»  ^S         ^o  • 

Durch  Einführung  der  letzteren  in  die  Gleichung  (17)  nimmt 
diese  die  Form  an 

/««  ,,1  „4 

a  —  r       [i  —  r       y  —  % 

Dann  ist  sie  aber,  als  Gleichung  3.  Grades  in  r  mit  den  Wurzeln 
X,  fi,  V  aufgefasst,  die  Definitionsgleichung  der  elliptischen  Ck>or- 
dinatQU  k,  fi,  v.  Wir  können  daher  den  Satz  des  §  6  auch  so 
aussprechen : 

Die  Definitionsgleichung  der  drei  elliptischen  Coordinaten  ist 
die  Resolvente  der  biquadratischen  Gleichung  der  vier  gebrochenen 
Focaldistanzen. 

Die  elliptischen  Coordinaten,  auf  welche  ich  in  meinem 
Buche  die  eingehendere  Theorie  der  gebrochenen  Focaldistanzen 
gegründet  habe,  sind  also  nicht  nur  ein  zweckmässiges,  sondern 
das  nothwendige  analytische  Hilfsmittel  dieser  Theorie. 

Rostock,  1 G.  Januar  i  897. 


1)  Die  Focaleigenscbaften  der  Flächen  2.  Ordnung,  Leipzig  1896. 
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ideale  Coordinaten.   Hit  4  Figuren. 

Ich  bin  aufgefordert  worden,  auf  Grund  einer  zuerst  im 
Jahre  1857  gehaltenen  und  von  meinem  damaligen  Zuhörer,  dem 
späteren  Professor  Hermann  Hankbl  ausgearbeiteten  Vorlesung 
Aber  das  Problem  der  drei  Körper  einige  Capitel  zu  veröffent- 
üchen.  Dieser  Ursprung  mag  die  Mängel  der  zum  Theil  elemen- 
taren, zum  Theil  aphoristischen  Darstellung  erklären,  für  welche 
ich  um  Nachsicht  bitte.  Hein  Wunsch  geht  vorzugsweise  dahin, 
jQngeren  Astronomen  das  Studium  der  Originalarbeiten  meines 
berahmten  Lehrers  Hansen  einigermassen  zu  erleichtern,  denn 
die  Fortschritte  der  Mecanique  Celeste  in  den  letzten  Decennien 
haben  in  der  Praxis  die  auch  mathematisch  interessanten  und 
von  ihrem  Autor  glänzend  erprobten  HANSEN*schen  Methoden 
noch  keineswegs  überflüssig  gemacht.  Einiges  Bedenken  hat 
mir  die  Wahl  der  Bezeichnungen  verursacht,  da  Hansen  selbst 
in  seinen  Schriften  damit  öfters  gewechselt  hat.  Ich  habe  mich 
iwar  den  Hansen* sehen  Bezeichnungen  anzuschliessen  gesucht, 
bin  aber  davon  abgewichen,  wo  diess  die  Uebersichtlichkeit  oder 
dasYerständniss  zu  erleichtem  schien.  Wenn  ich  dem  Einen  zu 
viel,  dem  Anderen  zu  wenig  geändert  haben  sollte,  so  dürfte  ich 
nelleicht  hoffen,  die  richtige  Mitte  eingehalten  zu  haben. 

1. 

Die  ungestörte  elliptische  Bewegung  zweier  Massenpunkte 
'"  =  (1^0  ^i^d  m^  =  (^4  Tj^  fj  vom  Abstände  r  entspricht  den 
sechs  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

h    k*mm.  „        h    k*mm.  ^„        h    k^mm. 

b?       r      '  '         hr]       r      ^  b^       r 

rt,        b   k  mm.  „        b    k  mm.  ^„        b   k  mm. 
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mit  der  GAuss'scben  Constante  k.  Wenn  auf  der  rechten  Seite 
die  kleinen  Glieder  ABT  und  AiB^f^  hinzutreten,  so  erhalt 
man  die  Gleichungen  der  gestörten  elliptischen  Bewegung. 

Sei  für  Jf  =  m  +  m^ 

sei  ferner 

wo  also  3 HZ  die  Coordinaten  des  gemeinschaftlichen  Schwer- 
punktes, a?yjs  die  relativen  Coordinaten  von  m  in  Bezug  auf  m^ 
bedeuten,  so  kann  man  die  absoluten  Coordinaten  von  m  und  m^ 
eliminiren  und  erhält  wegen 


M  '       '       "   '     M  '      '  '     M 

f.  _-      mx      „  _Ti      m»       r  —7      "^ 

»nr+'n,lr  =  Jffi"=A+A,,    JfH"=B  +  B,,    3fZ"=r-|-r, 

„     ÄVtfac      A       A, 

aj  -| j— = ^1 

r  m      »I, 

**Jfy  _  B       B. 
^„fc*lfa  ^r_i[\ 

"^    r'  m      ffi, ' 

wofür  wir 

5"=*=,    H"=<JH,     Z"=(JZ 
und 

0:''  +  '^  =  «,     »"+^  =  «JY,      8"+^  =  « 
also  \i  =  /:*ilf ,  schreiben  wollen. 

Die  relativen  Schwerpunktscoordinaten  sind  durch 

gegeben.  Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Sch^ver- 
punkts  erfordert  zu  seiner  Geltung  die  Gleichungen 

A  +  A4  =  B  +  B4  =  r  +  r4  =  o 
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wodurch 

dX=— A,     <}Y  =  — B,     «==— r 
werden. 

2. 

Ein  System  Differentialgleichungen  von  der  Form 
dt:dS:dH:dZ:dx:dy:dz:dS':dH':dZ':dx':d^:dz' 
=  \:  S':H':Z':x'  :y'  :  z':  Z  :   H   :  Z  :  X   :  Y  :  Z  , 

wo  die  Grössen  ZHZXYZ  in  beliebiger  Weise  von  sfimmt- 
liehen  Yariabeln  t  BHZxyzS'H' Z' x't/ z'  abhttngen  können, 
besitzt  zwölf  unabhängige  Invarianten 

i^^¥^{t3HZxyzS'H'Z'x'tfz'), 

wenn  der  Name  erlaubt  ist,  da  die  Werthe  dieser  Ausdrücke 
QDgeandert  bleiben,  wahrend  die  Yariabeln  irgendwelche,  den 
gegebenen  Differentialgleichungen  entsprechende  Werthe  durch- 
laufen. Setzt  man  diese  Invarianten  willkürlichen  Constanten 
oder  Elementene^i  gleich,  so  erhttlt  man  die  Integralgleichungen 
des  Systems. 

Wenn  wir  im  ungestörten  Problem  voraussetzen  dürfen,  dass 
die  stattfindende  Bewegung  ungehindert  bleiben  soll,  sobald 
man  die  Zeit  um  eine  Constante  ändert,  also  den  Anfangspunkt 
far  die  Zählung  der  Zeit  beliebig  verschiebt,  so  wird 

t^%  =  f{SHZxyzS'H'Z'x'y'z') 

eine  Integralgleichung  mit  dem  invarianten  Elemente  r  sein 
mdssen:  die  Kraftcomponenten  EHZXYZ,  und  mithin  auch 
die  übrigen  Invarianten  werden  im  ungestörten  Problem  die 
Zeit  nicht  explicite  enthalten.  In  diesem  Falle  kann  die  Zeit  un- 
abhängig von  den  übrigen  Integralgleichungen  am  Schlüsse  durch 
eine  Quadratur  gefunden  werden.  Uebrigens  brauchen  wir  den 
möglichen  Fall  nicht  auszuschliessen ,  dass  die  Componenten 
ZHZXYZ  auch  von  den  zweiten  Differentialquotienten  der 
Goordinaten  abhängen,  weil  die  Gleichungen 

dt    """'      *     dt    ~^    "    ' 
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nach  3'' "  x"  "  aufgelöst,  Differentialgleichungen  von  derselben 
Form  liefern,  deren  rechte  Seiten  die  zweiten  Differential- 
quotienten  nicht  mehr  enthalten.  Wir  werden  bei  der  Be- 
trachtung des  WsBBR'schen  Gesetzes  auf  einen  derartigen  Fall 
geführt  werden. 

3. 

Wir  beginnen  mit  der  Aufsuchung  der  Invarianten  des  un- 
gestörten Systems. 

Alsdann  erhält  man  zunächst  sechs  die  Trägheitsbewegung 
des  Schwerpunkts  bestimmende  invariante  Elemente  abca^b^c^j 
fttr  welche 

a=ff,  b=H\  c=Z!,  a,=S-tS,  b,=H'^tH',  c,=Z^tZ' 

oder 

S  =  at  +  a,,     H  =  bt  +  b^,     Z  =  ct  +  c^. 

Femer  hat  man  im  ungestörten  Problem 
x'':f:;B"  =  x:y:z 
und  damit  vermöge  des  Flächensatzes  die  drei  Invarianten 
h  =  y  ^'  —  2»'  j     i^  =  sx'  —  xz\     I,  =  xy'  —  yx' 
nebst  der  Gleichung  der  invariabeln  Bahnebene 

u^  +  uy  +  h'  =  ö- 

Weiter  ist*) 

und  weil  identisch 

(zx'  —  xz')z  —  (xy'  —  yx')y  _  ixV 

so  folgt 


4)  Clausen  bedient  sich  der  Gleichungea  «/'-f  ^  =  0,  tü  =  rr', 

Astr.  Nachr.  Nr.  404.    Man  vergl.  auch  Jacobi*s  Abhandlung  de  motu  puncti 
singtUaris^  Crelle's  Journ.  Bd.  24,  S.  24  (4842). 
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Man  erbalt  so  die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiten  Grades 

jur  -f  i^x  +  i^y  +  i^z  =  i[  +  %\  +  %\, 

welche  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  der  Bahnebene  die 
Brennpunktsgleichung  des  Kegelschnittes  liefert.  Die  Invarianten 
h^\hUüU  ^^^^  nicht  gaus  unabhängig  von  einander,  sondern 
erfdllen  die  Relation 

so  dass  die  der  Gleichung 

«>  +  i;y  +  i;a  =  0 
entsprechende  Ebene  zur  Bahnebene  senkrecht  steht. 

Wir  schreiben  jetzt 

t,  =  ^  cos  a  ,     t^  zs=:J  cosß  j     i^=Jeosy 
#4  =  E  cos  a^ ,     i\  =  E  cos  ß^  ,     i^  =  E  cos  y^ . 

Dadurch  wird  die  Gleichung  der  Bahnebene 

05  cos  a  +  y  cos  /y  +  j5  cos  y  =  0 
und  die  Brennpunktsgleichung  des  Kegelschnitts 

fir  +  E(x  cos  «1  +  y  cos  ß^  +  z  cos  yj  =  J* 

oder  ftlr 

J*^=fip^    E  =  fie 

r  +  c  (05  cos  a^  +  y  cos  ß^  +  z  cos  y  J  =  p  . 

Bier  bedeuten 

die  doppelte  Flflchengeschwindigkeit  des  Radiusvectors ,  i^  t,  i, 
die  Projectionen  derselben  auf  die  drei  Coordinatenebenen ,  p 
den  halben  Parameter,  e  die  Excentricität  des  Kegelschnitts, 


4)  Uahssh  bezeichnet  in  seinen  Schriften  den  Quotienten 


durch  den  Buchstaben  h.  Während 


Ä  =  --^!^,     ist    ^=a«ny4-e« 


a  die  halbe  grosse  Axe  der  Ellipse. 
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Während  von  den  beiden  durch  die  Winkel  aßy  und  ct^ß^y^ 
definirten  Richtungen  die  erste  senkrecht  zur  Bahnebene,  die 
zweite  in  der  Apsidenaxe  nach  dem  Perihei  gerichtet  ist.  Denn 
da  im  Durchschnitt  der  beiden  senkrechten  Ebenen 

xsrcosa^i    y5=roo8/?|,   •Ä  =  roosy4, 
so  folgt 

pz=[\-\-e)r  mit  der  Periheldistanz  r^  =    ^    • 

Die  wahre  Anomalie  bezeichnet  den  Winkel,  welchen  der 
Radiusvector  r  mit  der  Richtung  nach  dem  Perihei  bildet,  mithin 
wird  für 

flc  =  rcosX,     y  =  rcoSjM,     Ä  =  rcosv 

cos  /*  =  COS  X  cos  a^  +  cos  ^  cos  /?^  +  cos  v  cos  y^ 
und 

p  =  r(1  +  6  008/") 

die  Polargleichung  des  Kegelschnitts. 


Um  die  letzte  unabhängige  Invariante  zu  finden,  kommt  es 
nur  auf  die  Ausführung  einer  Quadratur  an,  da  z.  B. 

,  dx dr 

x'        r' 

integrirt  werden  kann,  sobald  x'  als  Function  von  x  oder  r'  von 
r  bestimmt  worden  ist,  und  dazu  reichen  die  bisherigen  Inva- 
rianten- oder  Integralgleichungen  aus.   Bilden  wir  die  Summen 

so  führt  eine  leichte  Rechnung  zu  den  Werthen 

^p  =  J*  =  (yz'  -  zy')*  +  (zx'  -  xz'f  +  [xy  -  yx'f 
(A)  =  [rx'  ^  xr')^  +  (ry'  -  yr')*  +  (rz'  -  zr')^ 

=  r'  (x'*  +  y"  +  z'^  -  r'*)  =  r*{s'*  -  r'*) , 

wo  zur  Abkürzung  s'*  =  x'*  +  y*  +  z'*  geschrieben  ist,  und 
weiter 
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^V=(.>'-,y+/i^)+(.,a:'-n»'+/i^)V(.y-'.x'+M^)* 
={«!+';+»t)(»V-^)+iu'  (B) 

oder 

Der  Integration  dieser  Gleichung  stehen  keine  Schwierig- 
keiten entgegen.  Man  kann  aber  auf  directerem  Wege  zu  der 
eben  abgeleiteten  Formel  gelangen,  wenn  man  die  Excentricitflt  e 
durch  die  Invariante  h  der  lebendigen  Kraft  ersetzt.  Hierzu 
bilde  man  entweder  die  Gleichung 

welche,  da  identisch 

rr''+r'r^  =  xa/'  +  yf+  z:^+  s's' , 
also  wegen  (A) 

abergeht  in 

r         r 
und  integrirt  in 

Oder  man  berechne 
Integrirt 

Der  Vergleich  mit  (B)  seigt,  dass 

H*e*  —  ii*  +  ihJ* , 
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WO  die  Invariante 

h  =  \s's'  -  ^ ,    wahrend  J*  =  r^{s'*  -  r'*) . 

Es  findet  also  eine  einfache  Bedingungsgleichung  zwischen  den 
drei  invarianten  Elementen  J,  h  und  e  statt. 

Durch  Einführung  der  wahren  Anomalie  f  wird  wegen  (B) 


und  da 

ecosf=^  —  1  ,     esin  f=~r' 

so  folgt 

rf=?=S^"+'-/5'- 

Schreibt 

man 

dt  — 

dr                    J*          df 

V9/-"^a\_^      mM*^««»»/-)' ' 

so  ergibt  sich  die  neue  Invariante 


^.  _  /^  rdr jWf  df 

wo  die  Ausführung  der  Quadraturen  bekanntlich  durch  Ein- 
führung der  sogenannten  excentrischen  Anomalie  b  er- 
leichtert wird. 


5. 

Es  kommt  dabei  auf  das  Vorzeichen  des  Elementes  h  an. 
Für  die  elliptische  Bewegung  (A  <[  0,  e  <[  4)  schreibe  man 


und  setze 


r  =  a(4— ecose)     oder    tg^€  =  V  j— —  tg^/*, 
wodurch  auch 
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^  r  P  /•    . 

—  cos;  =  C0S6  —  e ,  ~  cose  =  cosr  +  e 

—  smf=  y\  —  e*siD€ ,       —  sin«  =  V\  —  e*  sin/* 
a        '  '        r  ' 

werdeD,  wäbreod  a  die  halbe  grosse  Axe  der  Ellipse  bedeutet. 
Damit  erhalt  man 

(4  —  e  cos  €)de  =  ndt , 

wenn  die  mittlere  Bewegung  fi  durch  die  Gleichung 

a'n*  =  |u     oder     n  =  ^  (4  —  e')* 
eingeführt  wird.     Weiter  folgt 

t;  =  /  —  —  (fi  —  e  sin«)  , 

and  nir 

j  =  e  —  6  sin«  =  n(t  —  t) 

wird  9  die  mittlere  Anomalie  und 

L  =  t  —  '^  =  T 

•  n 

der  einfachste  Ausdruck  für  die  Invariante  der  Perihekeit  t. 

Fttr  A^O  ergibt  sich  die  hyperbolische  Bewegung, 
bei  welcher  die  reelle  Halbaxe 

IQ  setzen  und  die  Etcentricität  e  ]>  4  ist.     Schreibt  man  dann 


rz=a{e  sece  —  4)     oder     tg^e  =  y     7^     ^i/*» 
wahrend 

—  cosr  =  6  —  secfi  ,  —  sec«  =  c  +  cosA 

—  sin/^r^Ve^'^^tg«,       ^tg«  =y?"^^sin/", 

so  folgt 

e  sec«  —  4   ,  ., 
—  de  =  ndt 

COSfi 
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mit  der  mittleren  Bewegung 


«=^(e*-n 


resp.  a  n  =ju, 


oder 


to  =  r-  — jetgc  +  logtgi(Y--«)j  =  '^ 
j  =  n  (f  —  t)  =  e  tgc  +  log  tgily  —  s) . 


Die  parabolische   Bewegung  endlich  entspricht  den 
Werthen  Ä  =  0 ,  e  =  4 ,  womit  sich  ohne  Weiteres  ergibt 


.  ^         r        rdr        _         J^   rf     df 
oder  wegen 

also 

Fttr  Excentricitäten ,  welche  der  Einheit  sehr  nahe  liegen, 
kann  es  bequem  sein,  die  Periheldistanz 

p   _    j* 

als  Element  einsufuhren  und  n  durch  die  sogenannte  mittlere 
parabolische  Bewegung  v,  fUr  welche 

zu  ersetzen.  Alsdann  wird  neben 

n  =  5^(1-e')*resp.  n  =  ^(e'-4)^     y  =  |l(<  +  e)^ 
erhalten,  also  für  e  =  1 
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Id  der  bekannten  BARCBR'schen  Tafel  ist  p  =  ^b  y  ^  gesetzt, 

75  *''o 

also  der  Factor  --=:  der  bequemeren  Rechnung  halber  hinzugefügt. 

Im  Folgenden  werden  wir  uns  auf  die  elliptische  Bewegung 
beschränken. 


6. 

Ton  den  gefundenen  zwölf  unabhängigen  Invarianten  be- 
stimmen ab  c  die  Geschwindigkeitscomponenten  der  Scbwer- 
punktsbewegung,  a^b^c^  die Schwerpunktscoordinaten  für  ^=0, 
t, I,  I,  oder  paßy  den  Parameter  des  Kegelschnitts  und  die  Lage 
der  Bahnebene,  i^i^i^  oder  ea^ß^y^  die  Exoentricität  und  die 
Lage  des  Perihels,  endlich  i^  oder  t  die  Perihelzeit. 

Zar  Bestimmung  der  Lage  der  Bahnebene  und  des  Periheis 
fuhren  wir  jetzt  ein  (siehe  die  beistehende  Figur) 


u  =  /+  w 
IsszxPy  b  ^mP 


4]  die  Neigung  i  =  y  der  Bahn  gegen  die  rry-Ebene, 
2)  die  Knotenlänge  d-  =  xQ  oder  den  Winkel  des  auf- 
steigenden Knotens  mit  der  ar-Axe,  wodurch 

cosa  =  sin^  sini',       cos/?  =  —  cos^  sin» 

nnd  3}  den  Abstand  or  a=  Q  JT  des  Periheis  vom  Knoten. 

Nennt  man  u=  Qm  das  sogenannte  Argument  der  Breite, 
d.  h.  den  Winkel  des  Radiusvectors  mit  der  Knotenlinie,  so  wird 
nicht  allein 
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sondern  auch 

cosX  =  cos  xr  =  C08U  coSi>  —  sinw  sini>  cost 
cos^  =  oosyr  =  cosu  sin^+  sinu  cos^  cost 
cosy  =  cos  zr  =  sinu  sint , 
mithin  für  u  =  m: 

co8a^  =  cos&r  cos^  —  sintor  sin^  cost 
008 j^f  =  cosisr  sini^  +  sintar  cos^  cosi 
cosy^  =  sinnr  sini  . 
Die  Yariabeln  xyz  x'y'z'  aber  sind  durch  die  Ausdrücke 
X  =  r  (costi  cos^  —  sin u  sin  d"  cos  t) 
y  =  r  (cosu  sin^  +  sinu  cos^  cos  i) 
z  s=  r  sinu  sini 
und  wegen 

iE'=  —  ^{(sinu  +  esinor]  cosi^+  (cosu+  ecosw)  sin^oost} 
y  =  —  -^  {{sinu  +  e  siniar)  sind  —  (cosu  +  ecostzr)  cosd  cost) 

z'  =  ^  (cos  u  +  e  cos  w)  sin  i 

als  Functionen  der  Zeit  und  der  invarianten  Elemente  J  id-  ew 
und  T  bestimmt,  wenn  man  r  und  u  durch  die  Formeln 

j  =  /»(/  —  r)  =  €  —  e  sin  ß 

r  =  al\  —  e  cos  e)  =  ■     .     -, 

definirt. 

Setzt  man  in  Polarcoordinaten 

ac  =  r  cos  6  cos  / 
y  =  r  cos  6  sin  i 
z  =  rsinb 
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SO  folgt 

cos  U  ==  cos  6  C08(/  —  d-) 

sin  u  COS  t  =  cos  6  sin  {l  •—  &■) 
sin  u  sin  t  =  sin  b 

aod  es  bedeuten  die  sphärischen  Coordinaten  /  und  b  die  Länge 
und  Breite  in  Bezug  auf  die  Fundamentalebene  der  xy. 

Zugleich  ergibt  sich  für  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit, 

im  Einklänge  mit  der  früheren  Gleichung  4-^'^'  =  ~  +  ^)  d®^ 
Werth  ^ 

s's'  =  —  {(siuM  +  e  sin  lar)*  +  (cos  m  4-  e  cos  lar)*} 
=  !i{\  +  ie  oosf+  6*)  =  ii  (4  +  c  cos  e) 


^^r        ar        o  r  ' 


letzteres,  wenn  man  den  conjugirten  Radiusvectpr  aus  dem 
zweiten  Brennpunkte  durch  r^  bezeichnet. 

7. 

Die  im  Vorstehenden  entwickelten  Formeln  fahren  zu 
einigen  oft  gebrauchten  Differentialrelationen,  welche  hier  Platz 
fiaden  mtfgen.   Man  erhält  ohne  Schwierigkeit 

dg  =  —  de  —  sin«  de 

df  ^^1      ^^ 

sinf      sin  e      4  —  e* 

d~  =  esin€d6  —  cos«  de 
a 

dp  =  (4  —  e*)  da  —  iae  de 
a  n 


dJ dp da 


ede 

Htlk.-pbys.ClMM.  1897. 
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dh  =  J\da 
za 

dg  =  ndt  +  g ndr 

fi 

.         o   ,     ,      sin/"      , 
de  =  —  dg  +  ~-=L=  de 


^vT^'^^-^ 


sm£     , 

Y  de 


e 


df  =  pr^dg  +  {^+L)^de 

^^J^IElde  +  j^f-,de 
r  '    4  —  e« 

dr  =  —  da+  .  sin  f  dg  —  a  cos f  de 

f* 

=  —  da  +  ae  sin  €  d€  —  a  cos  c  de 
o 

f 
=  — {dp +  re  sin/* d/"—  r  cos /"de} 

dr'  =  -j\e  cos  fdf+  sin  f  de  -  ^^d^j 

=  ^\(^  +  -)s\nfde  +  {cosf+cose)edf'-esinf—^ 

dJ  =  ^dr+!j  {s'ds'  -  r'dr') 

s'ds'  =  ^da--^dr^dh'^^dr 
z  o  r  r 


=  ^coaede  —  ^df—^dJ. 
r  J     '        J 
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Wir  schalten  an  dieser  Stelle  noch  einige  Formeln  ein,  die 
sich  durch  Einführang  einerseits  des  Excentricitätswinkels  (p, 
fttr  welchen  e  =  sin  9),  sowie  der  complexen  Einheiten  (imagi- 
nären ExponentialgrOssen) 

andererseits  ergeben.    Man  findet: 

—  cos/*=  cos  €  —  sin  Qp       — cos  €  =  cos  /*+  sin  cp 

—  smf  =  cosq>  smc  -^sinß  =cosqp8in/^ 

^    ^         cos  qp  sine  ^  cos  cp  sin  f 

tjr  f  = — tff  S  = 

^         cosfi  — sin<jp  °         cosf+s\Xiq> 

Vp  sin^c  =  V27sin  \{j"-9)  sini/* 

Vpcosic  =VSr  cos-j^  ( g>\  cos ^f 

Vr  sin^f  =  V^  sin^  (—  +  qp)  sin  ^6 

Vr  co8^/*=|/2o  cos|l— -  +  9)|cos^€ 

Vr  sin^  (/*  —  e)  =  >^  sin^  qp  sin  £ 
Vr  8in^(/*+  e)  =  Va  cos^qp  sin« 
sin  i(/'— fi)  =  tg  iqp  sin  K/'^- €) 

V78ini(^  -  /-)  =  Va  sini(^  -  «  -  9P) 
Vrcos^j—  —  A)  =  Vaco8i(--  —  €  +  qp) 
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Vpcoa^{j  -e)  =  V'roo8i(y-/"-9>) 
tgi(f-«)co8i(f-/'-9,)-sini(|-/-+9>) 


8. 
Seist  man  endlich  ß  =  i§\q>,so  wird 


="-«(i^-izz)=«-^''(i^-rfi) 


/» 
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ßv  *     ß 

<+i      l+jJH+/J{         *+ß\.ß_ 


=  1 


i-ß*ßS         t-ß»     s 


i+ßi 


±.^  .*        '-^T 


Diese  Ausdrücke  finden  Anwendung,  wenn  man  Functionen 
von  der  Form 

in  Foüftna'sche  Reihen  nach  den  trigonometrischen  Functi- 
onen der  Vielfachen  der  wahren,  exoentrischen  oder  mittleren 
Anomalie  entwickeln  wilU). 

9. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  durch  Anwendung  der  Me- 
thode der  Variation  der  arbiträren  Constanten  von  der  un- 
gestörten sur  gestörten  Bewegung  überzugehen.  Diess  geschieht, 
indem  man  die  im  ungestörten  Problem  für  die  Invarianten  ge- 
fandenen  Ausdrücke,  welche  im  gestörten  Problem  aufhören, 
Gonstanten  gleich  zu  sein,  an  Stelle  der  Goordinaten  und  ihrer 
Differentialquotienten  als  neue  Variable  einführt,  und  demge- 
gem3s8  das  System  Differentialgleichungen 

dt  :da  :db  :dc  :da^:db^:dc^:dp  :di  id-d- :  de  :dm  :dz  = 
^i:da':db':dc':dai:dbi:dci:dp':di':d»':de':dw':dT' 


4)  Man  vgl.  auch  Hamser's  »Neue  directe  Auflösung  des  Kepler'schen 
Miimnst  in  den  Berichten  der  K.  S.  Ges.  d.  Wiss.  vom  4  4.  Novbr.-486a. 
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aufstellt,  wo  die  mit  d  beseichneten  Functionen  von  den  stören- 
den Kräften  abhängen  und  mit  denselben  verschwinden.  Auch 
können  p  und  e  durch  ^  und  A  oder  a  ersetzt  werden. 

Im  gestörten  Problem  fahren  die  jetzt  nicht  mehr  invari- 
anten Elemente  J?  den  Namen  der  osculirenden  Elemente, 
sie  zerfallen  in  einen  constanten  und  einen  variabeln  Theil 

und  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  wenn  zur  Zeit  t^  die  stören- 
den Kräfte  verschwinden  sollen,  die  elliptische  Bewegung  mit 
den  constanten,  der  Zeit  t^  entsprechenden  *Werthen  der  oscu- 
lirenden Elemente  j^^  =  e  -f-  d  e^  eintreten  würde.  Man  kann 
daher  sagen,  dass  die  gestörte  Bewegung  im  Zeitmomeni  dt 
mit  der  elliptischen  Bewegung  für  die  osculirenden  Elemente  E, 
mit  anderen  Worten  mit  der  Bewegung  in  der  osculirenden  El- 
lipse tibereinstimmt. 

Im  Uebrigen  ergibt  sich  weiter,  dass  die  Invarianten 
der  gestörten  Bewegung  durch  J  s=  E  —  de  ausgedrückt 
werden  können,  weil  diese  Differenzen  jetzt  willkürlichen  Con- 
stanten gleich  werden. 

Die  Yei^leichung  der  ungestörten  Gleichungen  e^  =  F^^  mit 
den  gestörten  £^  =  F„  zeigt  aber,  dass  wenn  man  aus  ihnen 
die  Goordinaten  SHZ  xyz  nebst  ihren  Differentialquotienten 
als  Functionen  der  Elemente  und  der  Zeit  bestimmt,  diese 
Functionen  im  gestörten  Problem  eben  so  von  den  osculiren- 
den Elementen  E  abhängen,  wie  im  ungestörten  von  den  con- 
stanten Elementen  e.  Daraus  folgt  weiter,  dass  man  auch  bei 
der  gestörten  Bewegung  die  Ausdrücke  der  Goordinaten  nach  t 
so  differentiiren  darf,  als  wenn  die  osculirenden  Elemente  con- 
stant  wären.  Dasselbe  gilt  folglich  auch  von  jeder  Function  der 
Zeit  und  der  Goordinaten,  welche  deren  Differentialquotienten 
nicht  enthält,  wie  z.  B.  vom  Radiusvector  r  ==  Vx*  +  y'  -j*  ^*  > 
u.  s.  w. 

Die  erwähnte  Bedingung  kann  aber,  wie  Hansen  und  Jacobi 
gezeigt  haben  ^],  auch  für  solche  Grössen  erfüllt  sein,  welche  sich 
nicht  unmittelbar  als  Functionen  von  t  und  den  Goordinaten 


4)  Crelle's  Journal  Bd.  48,  S.  4 — 34,  u.  Berichte  der  K.  S.  Ges.  d.  Wiss. 
vom  U.  JqdI  4854,  S.  89—64;  vgl.  auch  in  Jacobi's  V^erken  S.  246 — 279 
des  7.  Bandes. 
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darstellen  lassen.   So  z.  B.  besitzt  ein  Integralausdruck  von  der 

Form 


u  = /qpdi, 


wo  (p  eine  Function  der  Coordinaten  und  ihrer  Differential« 
quotienten  bezeichnet,  die  Eigenschaft,  im  gestörten,  wie  im  un- 
gestörten Falle  der  Gleichung  u'  ==  q>  zu  genOgen. 

10. 

Wegen  der  Wichtigkeit  der  erörterten  Eigenschaft  sollen 
alle  Coordinaten  von  der  Beschaffenheit,  dass  nicht  nur  sie  selbst, 
sondern  auch  ihre  ersten  Differentialquotienten  in  Bezug  auf  die 
Zeit  in  der  gestörten  Bewegung  dieselbe  Form  haben,  wie  fn  der 
QDgestörten,  mit  dem  Namen  der  idealen  Coordinaten  be- 
zeichnet werden. 

Um  dafür  analytisch  eine  einfache  Ausdrucksweise  zu  ge- 
^^iDnen,  wollen  wir  die  partiellen  Differentialquotienten  nach 
iler  Zeit,  sofern  diese  nicht  in  den  osculirenden  Elementen  vor- 
kommt, durch  das  runde  d  bezeichnen;  sollen  dagegen  die 
allein  von  den  störenden  Kräften  abbttngigen  Grössen  als  variabel 
angesehen  werden,  so  wollen  wir  diess  durch  Hinzufttgung  einer 
Parenthese  ausdrücken.  Für  die  vollständigen  Differentialquo- 
tienten nach  t  endlich  wird  überall,  wie  bisher,  das  stehende  d 
oder  die  LiGKANGE'sche  Accentuirung  beibehalten. 

Sei  also  eine  Grösse  u  als  Function  der  osculirenden  Ele- 
mente und  der  Zeit  gegeben,  so  hat  man  allgemein  die  Gleichung 

Wenn  nun  u  als  Function  der  Elemente  allein  ausgedrückt  und 
folglich  selbst  als  osculirendes  Element  angesehen  werden  kann, 

so  wird  ^--  =  0 ,  mithin  auch 

Ol  t 


du 
d 


"-"'-is«^"  "=/"''"=/(>'■ 


ist  dagegen  u  eine  ideale  Coordinate,  so  findet  umgekehrt  die 
Gleichung  I— j  =^  0  statt,  und  damit  folgt  weiter 
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Für  den  zweiten  Differentialquotienten  einer  idealen  Goordinate 
gilt  die  Gleichung  u"=tj-|-  nicht  mehr,  weil  (-r—)  nicht  ver- 

achwindet.  E8i8tiwar-jjj=^,mderGleichungu  ="rr+(T7) 

muaa  aber  der  von  den  störenden  Kräften  abhangige  Theil  be- 
sonders entwickelt  werden.   So  folgt  t,  B.  aus  af=X  +  dX 

^  =  ^=X  nebst  (_)  =  ^A. 

Wir  werden  in  den  Fall  kommen,  die  Integralgleichungen 

auf  solche  Grössen  anzuwenden,  die  weder  ideale  Coordinaten, 
noch  osculirende  Elemente,  sondern  beliebige  Functionen  der 
Zeit  und  der  variabeln  Elemente  sind.  In  diesem  Falle  gilt 
natttrlich  die  voUstflndige  Gleichung 


'^A^+O) -■+•"' 


WO  Uq  die  willktlrliche  Gonstante  bezeichnet,  allein  man  wird 
auch 

setzen  dürfen,  wenn  der  Strich  über  dt  ausdrückt,  dass  die 
nämlichen  Functionen  von  /,  wie  bei  der  Differentiation,  auch 
bei  der  Integration  als  constant  angesehen  werden  sollen, 
wahrend  u^  und  ?/,  als  Functionen  derselben  Grössen  zu  be- 
stimmen sind. 

Eine  Invariante  /  des  gestörten  Problems  kann  zugleich  als 
ideale  Goordinate  und  als  osculirendes  Element  angesehen  wer- 
den, sofern  für  eine  solche  die  Gleichungen 


=  0    „nd    (li)  =  0 
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gleichieitig  eifdlli  sind.    Setzt  man  z.  B.  bei  der  gestörten  Be- 
wegung 

so  wird 

otfd 

J  =  yz'  ^ zy'  -fiydZ  -  zdY)di  =  i,  ^Jdi[di . 

Und  wenn 

ii=ÄdX— xdZ,    i^=x8Y^ydXj    t/=t\a-t-«,y+i5Ä  , 
so  erhalt  man  sowohl 

Üx'  +  i,y'  +  i,z'  =  ^  =  0 
wie 


^'x  +  iiy  +  t>  =  (^)  =  0. 


11. 

Da  der  FIfichensatz  nur  gilt,  wenn  die  Kraftcomponenten 
sich  wie  die  Goordinaten  verhalten,  so  wird  bei  der  gestörten 
Bewegung  die  Gleichung 

^^+  ^iJ  +  U^  =  ®     ^^®'     cc  cos  «  +  y  cos  /?  +  js  cos  y  =  0 

im  Allgemeinen  nicht  eine  constante  Bahnebene  darstellen,  son- 
deru  eine  mit  den  Elementen  f\/,/,  oder  aß y  variable  Ebene, 
in  welcher  die  osculirende  Bahnellipse  liegt.  Wir  nennen  diese 
Ebene  die  ideale  Bahnebene,  dieselbe  fällt  nicht  zusammen 
mit  der  osculirenden  oder  Schmiegungsebene  an  die  wirklich 
beschriebene  Bahncurve.  Denn  während  die  Schmiegungsebene 
durch  drei  aufeinander  folgende  Punkte  der  Gurve  bestimmt 
wird,  geht  die  ideale  Bahnebene  durch  zwei  successive  Radii- 
vectoren,  oder  was  dasselbe  ist,  durch  zwei  aufeinander  folgende 
Punkte  der  Curve  und  durch  den  Gentralkörper  m^  als  Goordi- 
uateDursprung.  Diess  folgt,  weil  der  Punkt  (x  +  dxj  y  +  dyj 
:  +  dz)  vermöge  der  Gleichung 

05'  ooscr  +  y'  cos/?  +  ä'  cos  y  =  0 
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gleichfalls  iD  der  idealen  Ebene  liegt.  Weiter  erbellt,  dass  diese 
Ebene  sieb  bewegt,  indem  sie  sich  um  den  Radiusvector  dreht, 
den  sie  in  zwei  successiven  Lagen  gemeinsam  hat :  derselbe  ist 
folglich  die  instantane  Drehungsaxe. 

Legt  man  also  in  der  variabeln  Bahnebene  durch  den  Co- 
ordinatenursprung  eine  feste  Axe,  die  Axe  der  A',  so  ist  diese 
in  der  idealen  Ebene  zwar  unverrückbar ,  aber  mit  derselben 
beweglich.  Sei  nun  v  der  Winkel,  welchen  der  Radiusvector 
mit  der  A'-Axe  bildet,  so  hat  der  Zuwachs  des  doppelten  Sectors 
J  =  Yjip  in  der  Zeit  dt  den  Werth 

Jdt=r^dv, 
folglich  ist 

r  r     ' 

welche  Gleichung  ungeändert  bleibt,  mag  man  die  gestörte  oder 
die  ungestörte  Bewegung  betrachten.  Dieser  von  Hansen  ein- 
geführte  Winkel  v  =  j(pdt   besitzt   die   Eigenschaften  einer 

idealen  Coordinate  und  soll  desshalb  als  die  ideale  Anomalie 
bezeichnet  werden.     Denn  offenbar  ist 

V{yz'  —  zyV  +  (üx'  —  xz)^  +  (xy'  —  yx)" 
'^^  x'  +  i  +  z' 

durch  die  Goordinaten  und  ihre  Differentialquotienten  ausdrück- 
bar. Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  nur  der  Differential- 
quotient v'  definirt  wird,  weil  die  Lage  der  A'-Axe  willkür- 
lich ist. 

Wenn  man  die  Winkel,  welche  letztere  mit  der  Richtung 
nach  dem  Perihel  und  dem  aufsteigenden  Knoten  bildet,  x  ^^^^ 
a  nennt,  so  wird 

Im  ungestörten  Problem  sind  %  und  a  gleichwie  tar  constant,  bei 
der  gestörten  Bewegung  dagegen  wird 

d(j  =  oosid^, 

weil  bei  einer  Drehung  der  idealen  Ebene  um  den  Radiusvector 
r  das  unendlich   kleine  Dreieck  mit  den  den  Winkel  i  ein- 
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bcMiessenden  Seiten  da  und  d^  rechtwinklig  ist,  wie  die  bei- 
stehende Figur  zeigt. 

Man  kann  die  Einführung 
der  idealen  Anomalie  durch  die 
Differential  formel 

dv  =  -^dt 
r 

auch  auffassen  als  die  Hinzu- 
fdgung  einer  neuen  abhängigen 
Variabein  v  zu  den  Variabein  des 
gegebenen  Systems  simultaner 
Differentialgleichungen.  Da  diese 
eine  neue  Integration  erfordert, 
so  entsteht  dadurch  die  neue 
loTariante 


X  . 


=v-f^dt=v-r, 


welche  bei  der  ungestörten  Bewegung  ein  constantes,  bei  der 
gestörten  aber  ein  neues  osculirendes  Element  liefert.  Das- 
selbe stellt  den  Werth  der  idealen  Anomalie  im  Peribele  dar, 
wo  die  wahre  Anomalie  verschwindet.     Statt  dessen  kann  man 

aach 


a=5t;  —  u 


da 


als  Element  einführen,  es  bleiben  dann 

dx  =  dtff  +  da    und 
zu  ermitteln. 

12. 

Bevor  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  die  halbe  lebendige 
Kraft  des  Systems: 

untersuchen,  welche  durch  Einführung  von  xyz  übergeht  in 
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folglich 
dT 


~  =  —  Ä'mm;^  +  If  (S*  «J=  +  ffd  H  +  Z'iJZ) 


mm, 


M^'^X  +  y'cJY  +  ^'cJZ) 


•      M 
In  dem  ungestörten  Problem  wird 

T=U+H,    wo    U  = ^ 

die  KrSlftefanciion  und  J  —  (7  die  Invariante  der  lebendigen 
Kraft  mit  dem  constanten  Element  U.  Im  gestörten  Problem 
dagegen  ist  das  osculirende  Element  H  durch  die  Differential- 
gleichung 

dH'  =  M{S'dE  +  H'iJH  +  Z^dZ)  + 
■  "^"^-^{x'dX  +  y'dY  +  ^s'dZ) 


•      M 

bestimmt.  Die  Trägheitsbewegung  des  Schwerpunkts  wird 
durch  die  Componenten  dE  öH  dZ  der  störenden  Kräfte  ge- 
stört,  deren  Projection  auf  die  Bewegungsrichtung  des  Schwer- 
punkts durch 

S'dE  +  H'dH  +  Z'dZ 


(JZ  = 


Vfi"'  +  H'*  +  Z'* 


ausgedrückt  wird.  Ebenso  ist  die  Störungscomponente  in  der 
Richtung  der  relativen  Bewegung  von  m  oder  der  Tangente  an 
die  Bahncurve  durch 

..-       x'dX  +  y'dY  +  z'dZ 
Ol  =  • 


Ka'*  +  y'*  +  ;5'* 

gegeben.     Bezeichnet  man  die  betreffenden  Geschwindigkeiten 
durch  J'  resp.  s',  so  wird 

M 

FOr  die  Invariante  der  gestörten  Bewegung  aber  erhält  man 
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WenD  der  Ausdruck 

M{SdE  +  H'dH  +  Z'dZ)+^{x'dX  +  y'dY  +  z'dZ) 

den  vollständigen  Differentialquotienten  einer  Function  d  U  der 
Coordinaten  und  ihrer  ersten  Differentialquotienten  darstellt, 
so  wird 

and  die  Function 

dü  =  f{SHZ  xyz  S'H'Z'  x'y'z') 

fährt  den  Namen  der  störenden  KrSlftefunction.  Dieser  Fall 
tritt  offenbar  ein,  wenn  die  zwischen  m  und  m^  thätigen  Kräfte 
nicht  nur  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  mm^^=r  wirken, 
sondern  auch  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

dr  ~  r' 

gegeben  sind,  wo  das  Potential  W  eine  beliebige  Function  von 
r  und  /  bedeuten  kann.    In  der  That  wird  dann 

.^       dW}^r         .^      dW}^r         .,      dWlr 
dr  hx^  dr  hy  dr  hz  ^ 

M  M     r  r 


folglich 


M 

wahrend  für  die  ungestörte  Bewegung 

-- k^mm^ mm^  (i       dU mm^  ii 

~T^~~WT'    'dr~        S""^' 

Wenn  die  Störungen  durch  Kräfte  hervorgebracht  werden, 
die  nach  dem  WBBBa'schen  Gesetze  wirken,   so  hat  man  be- 
bnntlich 
„,  ur'r'       ^__  fnm.ur'r'  k^mm.r'r' 

er  '  M     er  c        r 
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und  die  Formel 


dr 


cc 


entbsilt  das  elektrodynamische  FundamenialgeseU. 


13. 

Um  die  Differentialgleichungen  für  die  oscalirenden  Ele- 
mente in  bequemer  Form  zu  erhalten,  entwickeln  wir  zunächst 
die  Gomponenten  der  störenden  Kräfte  nach  gewissen  Haupt- 
richtungen. Als  solche  bieten  sich  vor  Allem  dar  die  Richtung 
der  Bewegung  (der  Bahntangente),  die  Richtung  des  Radius- 
vectors  und  die  Richtung  senkrecht  zur  idealen  Ebene.  Bezeichnet 
man  die  entsprechenden  Störungscomponenten  durch  ^T,  dR, 
^U  und  nennt  dy  die  Gesammtcomponente  in  der  Bahnebene, 
so  ergibt  sich  sogleich 


rdR  =  xdX  +  ydY  +  zdZ 


i^x\ 


l^t^\ 


/öä'\ 


/ör'v 


s'dJ  =  x'dX  +  y'dY  +  s'dZ 

^(ju  =  t,<Jx  +  i;dY  +  f,(Jz, 

wo  wegen  t ,  =  ^  cos  i  die  Rich- 
tung U  den  Winkel  t  mit  der 
positiven  Z-Axe  bildet. 

Es  ist  vielleicht  nicht  über- 
flüssig zu  erinnern,  dass  man 
hiemach  zwar  die  Störungs- 
componenten dX  dY  äZ  durch 
dH  dT  du  ersetzen  kann,  aber 
nicht  in  dem  Sinne,  dass  die 
letzteren,  welche  in  der  Bahn- 
ebene keinen  rechten  Winkel 
einschliessen,  nach  dem  Kräfte- 


DlB  GBSTÖKTB  ELLimSCHB  BbWBGUNG.  111 

Parallelogramm  snr  Gesammtresultanten  öM  vereinigt  werden 
dürfen.  Will  man  dV  nach  den  Richtungen  R  und  T  zerlegen 
und  nennt  die  Gomponenten  du  und  ()T,  so  ergibt  die  Figur 
sogleich 

dl  =rdJ  +  dHcosRT 

dR  =  dR+Äf  oosÄT, 

dr       r* 
milhin,  da  cos  R  T  =  -j—  =  — ; 

'  ds        s 

y<JR=«'<jR+r'(Jf,    (JR=-^(5'(JR-r'(JT), 

s'dT=r'dH  +  s'dl,    (Jf  =-^(5'<JT-r'(JR). 

Selbslverständlioh  erhalt  man  jetzt  nach  dem  Kräfteparallelo- 
gramm 

=  ^  (<JR*  +  SV  -  2-^dR  <JT)  . 

Weiter  gibt  die  Figur,  wenn  öS  und  dH  die  Gomponenten 
senkrecht  zum  Radiusvector  und  in  der  Richtung  der  Normale 
bezeichnen : 

dS  =  df  sinRT=  ^  {s'dl  -  r'dR) 


dH  =  <JR  sinÄT  ==  ^ (s'dR  -  r'cJT) 


oder 


s'dJ  =  r'dR  +  —  (JS ,      s'dR  =  r'iJT  +  — d  N 
r         '  r 

s'dN  =  — dR-r'dS  ,       s'dS  =  — dT-r'(JN 

dV'  =  dR*  +  <5S'  =  dN'  +  dT' 


sin  RT 


1  -i-ecosf 


yi+Slecos/'+e' 
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Für  r'  =  0  (Kreisbahn)  fallen  öH  mit  dR  und  JSmit  dT  zu- 
sammen. Es  ist  also  die  Richtung  der  Nonnale  N  nach  Aussen  und 
der  Senkrechten  S  im  Sinne  der  Bewegung  bestimmt. 

Zugleich  ergeben  sich  die  Gleichungen 

wenn  man  die  Differentiation  nach  den  Elementen  ausführt 
und  die  Gleichung  berücksichtigt 

rv'  =  —  =  Vä"  -  r'*  . 
r 

Seien  abc  und  a^i^c^  die  Winkel,  welche  dSundresp.  dN 
mit  den  Coordinatenaxen  bilden,  so  hat  man  nicht  allein 

dS  =  dX  cosa  +  SY  cosb  +  8Z  cosc 

dN  =  ^X  co80|  +  ^Y  cosb^  +  dZ  cosc, , 

sondern  auch  umgekehrt 

^X  =  ~  ^R  +  cosa  öS  +  cosaÄU 
r 

x' 
=  -r  dl  +  co8a^^H  +  cosa^U, 

5 

sowie  analog  für  dY  und  dZ.  Die  bekannten  Cosinusformeln 
der  Transformation  rechtwinkliger  Goordinaten  liefern: 

—  =  cosb  cosy  —  cos  c  cos/J 

r  cosa  =  z  cosß  —  y  cosy 

r  cosas=  ycosc  —  z  cosb 

x' 

— j.  =  oosb|  cosy  —  cosC|  cos/? 

o 

s'  cosa,  =  z'  cos/J  —  y'  cosy 

s'  cosa  =  y'  cosc,  —  z'  cosb, 

u.  s.  w.,  mithin  auch 

y  dZ  —  z  dY  =  r  (cos  a  dS  —  cos  a  d  U) 

y'cJZ— /dY  =  s' (cos  adN  — cosa,  dU) 
u.  s.  w. 
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14. 

Die  Wertbe  von  cosa,  cosb,  cosc  und  cosa^,  cosB|,  cosc^ 
ei^ebeo  sich,  da  S  auf  R  und  T  auf  N  senkrecht  steht,  wenn 
man  in  den  Ausdrücken  des  Art.  6  für  xyz  einerseits  und 

x'y'z  andererseits  u  und  isr  um  -  vermehrt  und  resp.  vermin- 

dert.    Man  findet 

cos  a  =  —  {sin  m  cos^  +  cos  u  sin  ^  cos  %} 

cosb  =  —  {sin  u  sin*  —  cosu  cos^cos  i} 

cos  c  =  cos  u  sin  % , 

i'cos  a^  =  ^{(costi  +  6  cos  qt)  cos*  —  (sinw  +«sintsr)sin*cost} 
i'cosbi  =-^{(cosu4-  eco8Gr)sin*  +  (sinM  +  esiniBr)cos*co8f} 

i'cosCj  =  ^  (sinw  4-  e  sintar)  sini . 

Da  die  Richtungen  von  S  und  N  ausser  der  idealen  Ebene 
'jf  +  ^tV  +  *jC  =  ö  bestimmt  werden  durch  die  Ebenen 

^l+y^7  +  ÄC=0    und  resp.    a/^  +  y'ij  +  VC  =  *  i 

so  kann  man  auch 

seUen  und  erbfilt  durch  eine  leichte  Transformation 

//aS=(ra;'-.a;r')dX  +  (ry'-.yr')dY  +  (ry-»r')« 

so  dass 
Jcos  a  =  rx'  —  xr' ,    Jr  cos  a  =  i,js  —  i^y^    u.  s.  w. 
Js'  cos  a^  =  s's'x  —  rr'x'  =  /,y'  —  /,  z' ,    u.  s.  w. 

Xftfk..pli7s.  ClMM.  1807.  8 


y 
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Wir  wollen  noch  die  Gomponenten  dP  und  dQ  in  der 
Richtung  des  Perihels  und  senkrecht  darauf  untersuchen.  Man 
erhält  sogleich 

dP  =  co8/*ÄR  — sin/'dS 

iQ  =  sin/*(JR  +  cos/*ÄS 
oder 

iP  =  cos£(IR -r-sin/*dT 

^^  sine     ^„    ,    r«'         -.- 

(IQ  =  -7=i^R  +  —T-cosfdl 

und  bei  Einführung  von  SR  und  ^T 

(JP^cos/^cJR --j^sin/-<JT  ==  cos /-(JR  -  4- -7^^  <»T 

aQ=sin/'aR+--^,-(cos/'+e)(JT  =  8in/*aRH rcosc^f . 

1]  Endlich  ergeben  sich  ftlr  die  Gomponenten  dH^  und  dS^ 
in  der  Richtung  des  conjugirten  Radiusvectors  r^  =  2a  —  r  aus 
dem  zweiten  Brennpunkte  und  senkrecht  darauf  die  Werthe 

^R^  r=  dR  cos  RR^  —  dS  sin  RR^ 

dS^  =  dR  sin  fi/?4  +  öS  cos  Ä/?^ , 
folglich 

r^dR,  =[r  +  2ae  cos  f)öR  —  äaesin/'dS 

=  2ae(IP  +  rdR 
r^  (JS|  =  2  ae  sin  /'^R  +  (r  +  2  ae  cos  /*)  dS 
=  2acdQ  +  rdS 
dV'  =  dP'  +  dQ*  =  dRf  +  <JSj. 
Wir  bemerken  noch,  dass  die  Gomponenten  dR,  und  dS^ 
in  der  Richtung  des  Radiusvectors  r^  =  a  Vi  —  e^sin'c    aus 
dem  Gentrum  der  Ellipse  und  senkrecht  darauf  auf  die  Aus- 
drücke führen: 


4]  Die  Veranlassung  zur  Beirachlung  der  Gomponenten  dR^  cfü,... 
bot  die  von  Möbivs  (Crelle's  Journal,  Bd.  82   S.  447)  vorgeschlagene  Ein- j 
führung  der  Variationen  des  Centrums  und  des  zweiten  Brennpunkts 
bei  der  gestörten  Ellipse. 
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r^dfi^  =  aedP  +  rdR 
r^dS^  —  aedQ  +  rdSj 
wahrend  die  analogen  Gleichungen  gelten 


=  Vi  +iecosf+e' 


15. 

Wenn  die  StörungBcomponenten  dX  dY  dZ  sich  wie  die 
partiellen  Differentialquotienten  einer  StOrungsfunction 

Q=f{xyzt) 

Dach  den  Coordinaten  verhalten  und  die  Argumente  xyz  von 
einer  Grosse  w  abhängen,  die  sonst  in  Q  nicht  vorkommt,  so 
folgt  aus  den  Gleichungen 


auch 


hx  '        by  hz 


Setzt  man 

bX  1^  <^y  bZ  y, 

SO  bedeutet  dW  die  Störungscomponente  in  der  Richtung  (^i;^). 
So  erhalt  man  mittelst  der  Ausdrücke  des  Art.  6  für  xy  z : 

br        r  r  r 

i|^  =  r(coBaiJX  +  cosb<JY  +  cosccJZ)  =  r<JS  =  z/' 
du 

—  1— —  A  — =—  A  — =  A^^=A  — 

8* 


116  W.  SCHBIBKBR, 

A— =  rBinu{cosadX+cosßdY+cosydZ)  =  rsiaud\J 

^^=^^='"''^ -»«=■'•' 

=  r  (cost  dS  —  cos  u  sinidü) , 
während 

l—-  =  r[—  sinbcosldX  —  sinftsin/dYH-  cosbdZ} 

=  -=1=^  {-  xzdX  -  yzdY  +  (X*  +  y*)  dZ] 

=         .  ■         ,  {cosusint JS+co8idU)=r3W, 

Kcos  t + cos  u  sin  t 

wo  die  Richtung  der  Componente  dW  durch  den  Durchschniit 
der  RZ'  und  S  U^Ebene  bestimmt  ist  und  den  Winkel  6  mit  der 
positiven  js-Axe  bildet. 

Setzt  man  aber  w  r=  t  und  ditTerentiirt  nur,   sofern  die 
Zeit  in  xyz  enthalten  ist,  so  wird 

X^  =  x'dX  +  y'dY  +  z'dZ  =  s'81  , 

Ol 

wahrend 


^,      dß      bß  .   rößi 


wenn  wir  durch  die  Klammern  ausdrücken,  dass  nach  der  Zeit 
ausserhalb  derCoordinaten  differentiirt  werden  soll.  Endlich  ist 

weil  ß  eine  ideale  Coordinate  ist. 

Sind  t  ^  und  üS  von  w  unabhängig,  so  ist 

folglich 


hx        br         ,    ,    hf 

J-—  =  r —  cos  A  +  r-^  r  cosa      u.  s.  w. , 
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ow       ow  ow 

Für  u?  ==  t  %.  B.  wird  ^--  =  r'      -—  =  t;'  =  -i- ,  folglich  wie 
oben  ^^  ^^  p-'       6 

ot  r 

Für  u?  =  fi  wird   —  =  ac  sine ,     -^  =  —  Vi  —  c'  und  damit 
06  '      Jl€         r 

i^  =  a(e  sine  <JR  +  Vr=:?  cJS)  =  —  <JT  • 
06  *  'an 

Weiter  hat  man 

da        da  da 

a 

,dß       dr  .„    ,    d/"     ,^  ^e      , 

de        de  de  4— e'^ 

=  a  {—  cos/"dR  +  (<+-)  8in/"dS} 
=  7T-W  (*  «'^/'^T  -  (cos«  +  e)dH} 

A-r—  ==  --  dR  +  ri-  rdS  =  —  A 
hg       hg  hg  n 

=  -7:^  {e  sin/^(JR  +  ^cJS}  =  ^(JT, 
"1/4 e«  ^        '  r       ^        n       ^ 

wobei  man  sich  der  Differentialformeln  des  Ait.  7  bedienen 
kann.  Es  braucht  wohl  nicht  aosdrUcklich  erwähnt  zu  werden, 
dass  die  Werthe  der  partiellen  Differeniialquotienten  ganz  von 

der  Wahl  der  variabeln  Elemente  abhängen,  so  dass  z.  B.  -^ 

neben  -r-^  oder  -r— 7  andere  Werthe  erhält,  als  neben  -r—  . 

hp  hJ  '  da 
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16. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Bestimmung  der  Differential- 
quotienten der  osculirenden  Elemente,  resp.  der  Werthe  von 
da'db'dc'daidbidcidJ'di'dyde'dw'nnddTjV/om  noch  d& 
und  dx  sowie  dp'da' dh'  dn'  treten,  für  die  elliptische  Be- 
wegung^). 

Zunächst  folgen  duirch  Differentiation  die  Gleichungen 

nebst 
<J6'=:cJH,    <J6i=-/<JH,    (Jc'  =  <JZ,    (JcJ  =  -tcJZ. 

Da  die  sechs  eben  abgeleiteten  osculirenden  Elemente  von  den 
drei  Componenten  d£  dH  dZ  abhängen,  so  finden  selbstver- 
ständlich die  drei  von. diesen  Componenten  unabhängigen  Glei- 
chungen statt 

tda'+  (Ja;  =  tdb'  +  dbi  =  tdc'  +  (Jc^'  =  0  , 

welche  durch  Elimination  von  t  die  Belation 

da'  :db':dc'=^dai:db^:dc;, 

liefern.  Man  kann  ferner  die  Störungen  der  Schwerpunkts- 
coordinaten  —  mit  anderen  Worten  die  Incremente  ihrer 
Werthe  im  gestörten  Problem  im  Vergleich  zum  ungestörten  — in 
der  Form  ableiten 

öS  =  tda  +  da^=J  dadt 
3H  =  tdb  +  öb^  =/<Jt  dt 
dZ=.tdc  +dc^  =fdcdt. 

Die  Differentialgleichungen  der  osculirenden  Elemente  J 
i  und  &  ergeben  sich  aus  den  Werthen 

t;  =  y<JZ-«(JY,    i;  =  a(JX-(r<JZ,    «,'  =  a?(JY-y<JX, 

\)  Die  DifferentialfonnelD  für  die  Variationen  der  elliptischen  Ele- 
mente sind  zuerst  von  Edler  aufgestellt  worden,  in  der  Abhandlung  Me- 
ihodus  facilis  motus  corporwn  coelestium  utcunque  perturbatoi  ad  rationem 
calculi  astronamici  revocai^y  Nov.  Gomment.  Petropol.  T.  XU,  4768.  Vei^l. 
auch  MdBius'  Abhandlung  in  Grelle's  Journal  Bd.  9%,  4S44. 
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wofOr  man  wegen  der  früher  gefundenen  Gleichungen 
/^  =  z/cosa    und  ydZ  —  sdY ^=r{QosadS  —  cosadM] 

anch  schreiben  kann: 

J'  cosa  —  Ja'  sin  a  =  r(cos  a  ÄS  —  cos  a  dil) 
J'cosß  ^Jß'smß  —  r(cos/^aS  — cosBdU) 
J'  cos  y  —  Jy'  sin  y  =  r(co8 y  öS  —  cos  c  du) . 

Damit  folgt 

nebst 

^a' sin  a  =  —  ^(^'cos *  sin  t  +  t '  sin  ^  cos  i )  ==  r  cos  o  rfU 

Jß'smß=  —  <^(ysin^cos«  —  rcos^cost)  =  rcosbdU 

/iy'siny  =  ^i'sinf  =  r  coscdU. 

Hieraus  gehen  unter  Bertlcksichtigung  der  Werthe  von  cosa 
cosi  cos c  die  gesuchten  Ausdrtlcke  hervor: 

Jd&'  sin  t  =  r  sin  u  du 
Jdi'  =  r  cosudU. 

Debrigens  erhält  man  diese  Werthe  auch  durch  Differen- 
tiatum  der  Gleichungen 

r 


tg^= — 4-    und    cost=:~ 


wobei 


i\  i^  —  i^i[  =  Jz  d\} 
i^J'  —  Jt^  =  Jrcosc8U  . 

Hierzu  treten  vermöge  der  früher  abgeleiteten  Formeln 

-5=2---    und    da  =  d^  cos  t 
P  ^ 

die  Ausdrücke 

cJn'  =  2^r<JS     und     6(j'  =  '^^dU 
Debst 
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Uebereinstimmend  ergibt  sich  durch  directe  Rechnung  aus 

—  =  sin  i  sin  u    und    v  =  u  +  a  : 
r 

0=:dt'co8t8inu  +  |T--|  sintoosu 

\htl  tgt  ^tgt 

Wenn  dXidY :dZ  =^  x:y:z,  so  gilt  der  Fiflchensatz, 
und  die  Gomponenten  öS  und  dU  verschwinden.  Die  Winkel  t 
und  d'j  welche  die  Lage  der  idealen  Ebene  bestimmen,  bleiben 
in  diesem  Falle  auch  bei  der  gestörten  Bewegung  constant, 
ebenso  wie  der  Parameter  p.  Die  Störungen  hängen  dann  nur 
ab  von  der  Gomponente  <}R  in  der  Richtung  des  Radiusvectors. 


17, 

Die  Differentialquotienten  der  Elemente  Jid'  und  etsfr 
hängen  linear  von  den  C!omponenten  dX  dY  dZ  ab,  also  müssen 
zwischen  jenen  drei  unabhängige  lineare  Relationen  statthaben, 
von  denen  zunächst  aus  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung 

r  tg  tt  =  ^'  sin  I  =  (/  tg  i 
gefunden  wird. 

Um  die  beiden  anderen  Relationen  zu  entwickeln,  gehen 
wir  aus  von  den  beiden  Differentialformeln  des  Art.  7 

T 

dr  =s  —  {re  sin  fdf—  r  cos  f  de  +  dp) 
und 

welche  in  Verbindung  mit  dv  =  df'\'  d^,  bei  der  Differentiation 
nach  den  Elementen,  wobei  dr  =  dr  =  0  zu  setzen  sind,  er- 
geben: 
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p'  =  rje'co8/'-e8m/'(^jj 

folglich 

p'  =  r(e'  cosf+  ex'  sin/)  =  ~  JJ' 
Qnd 

oder 

r'  =  (/  -  r)  -  +  ^  /  +  -  ( <  +  -^ )  <?'  sin  6  . 

Wir  bemerken  femer  die  Gleichung 
sowie,  dass  die  Differentialformel 

ir)  '     yT^r^  *        P       I 
jetit  abergeht  in 

\lti  ^  2r  \w  ~  yfzrp  (öl/t 

oder 

Es  hat  nnn  keine  Schwierigkeit,  die  Werthe  von  e  x'  oder 
^  and  T  nebst  a'  n'  A',  sowie  von  (~|  (r-|  und  |^|  durch  die 
stdrenden  Kräfte  auszudrücken.    Die  Art.  7  entwickelte  Formel 

<ir'=^||4  H )sin/'de  +  c(cos/'H- cose)  rf/  — esin/* — |  , 
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wo 

e  (cos  /*+  cos  6)  =  — , 

gibt  sogleich 

(^')  =  eJR  =  ^  j(4  +  ^)  siD  /^cJe'  -  e[cosf+  cos  6)  (Jx'( 

und  liefert  in  Verbindung  mit 

=  —  dS  =  cosfde  +eainföx 

durch  eine  leichte  Rechnung  die  gesuchten  Werthe: 

de  =  —  {sin  /'AR  +  [oo8f+  cos  e)  dS) 
und 


lessen  auch  die  Gleich 
jftesinA 4  fbJr\ 


fiel  ^         P 

Man  kann  statt  dessen  auch  die  Gleichung  benutzen 


oder 

siufde'  —  ecosfdx'  =  —  (cJR  H csin/*JS|  . 

Weitere  Formen  sind 

Je'  =  — {dQ  +  cos6dS} 

=  4  J2(cos/'+  e)  <JT  +  -  sin/-  <JNJ 

=  ~J2sin/^(JT-  (^cos/-+2c)<JN|. 

Für  ist'  =  x'  —  ö^'  »her  erhalt  man 
d«r'=.«Jz'-<Ja'=^^J-co8A«JR+(l+^)8m/-dS-'^'öu{ 
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Darob  Benutzang  der  oben  entwickelten  Belationen  für 
|r-|  und  j-r^l  ergeben  sieh  femer  die  Ausdrücke 

^  A^yr^r?  \-%  sin  r{i+'^)  öl +^eosfdH\. 


Zufolge  des  Art.  7  hat  man 

\ht'      Sa'  3a   n 


r        ' 


mithin  wird 

da'      ia 
a 


=  —  {e  sin  e  dR  +  Vl^^  dS} 

n  ju  SA 

Für  daB  Element  r  endliol^  folgt  aus 

9  =  nit-r),      n<J^  =  /-^-(|f): 

ir'  =  - |(2r  -  |-oo8/')<JR +?-±^sin/-(JS  -  3(<  -  r)«'dTJ 

=  °  j_3((-T)«'<JT+^{4+— )sin/-<JT-^-co8/-dN 
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18. 

In  der  Regel  ist  es  bequemer,  sich  statt  dt^  des  Ausdruckes 
fttr  dg'  KU  bedienen,  weil  t  nur  in  der  Verbindung  j  =  n(i  —  r) 
vorkommt.  Hier  bedeutet  das  stellvertretende  Element  3g  den 
Unterschied  zwischen  den  Werlhen  von  g  in  der  gestörten  und 
der  ungestörten  Bewegung.   Da 

und  |-rj|  im  ungestörten  Problem  verschwindet,  so  folgt  daraus 

neben 

dg  =  {t  —  T^)f6n'dt-nSdx'dt  ^-Cdn'dtJdTdt , 

wo  iTj,  =  r  —  Äir  die  Perihelzeit  der  ungestörten  Bewegung  be- 
zeichnet. 

Durch  Integration  der  Gleichung  für  dg'  folgt  femer 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

dg  =f(^)  d/  +  (^  -  T^)fdn'dt  -^ßt  -  r^)dn' dt . 

Von  der  Uebereinstimmung  der  beiden  für  dg  gegebenen  Werth- 
formen  überzeugt  man  sich  ohne  Schwierigkeit. 

Es  ist  nun  leicht,  das  Stattfinden  der  Gleichung 

des  Art.  45  durch  directe  Substitution  der  gefundenen  Werthe 
zu  verificiren.  Wir  wollen  aber  nach  dem  Vorgange  von  HA.iiiLToif 
in  seiner  berühmten  Abhandlung  ^j  On  a  general  Method  in  Dy- 


1)  Philos.  Transactlons  4834  II  (Second  Essay  1835).  Man  vergl.  auch 
Jacobi's  Werke  Bd.  5,  S.  168,  353  u.  382  flg.,  sowie  Poissok,  Memoire  sur  la 
Variation  des  constantes  arbüraires^  M6m.  de  TAcad.  T.  I,  S.  44  (4816). 
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namks  noch  das  Elementensystein  t,=^^  cost,  &,  J^  m,  h  und  r 
ODtersncbeii.  Dann  erhält  man  die  darch  ihre  Einfachheit  aus- 
geseichneten  Formeln 

bJ       J  t      e       '  e         '  tgt         i 

ii^  =rr  A  —  =  r  {cos  I  öS  —  sin  I  cos  u  d  U  ) 

a,'  =  A  ^^  - 1  j(2r-  |oo8/)  <JR+  ?±^  8in/-dS-3(/-T)«'<JT  j 
aÄ'=  _  X 1^  =  *'(JT  =  5  je  sin /-(JR  + 1- <JSJ  , 

aas  denen  hervorgeht,  dass  jetet  die  Gleiehnng  (-77)  =  0  in  die 
dreiserfillU:  *' 


19. 

Wir  schalten  hier  noch  eine  kurse  Betrachtung  über  ideale 
Coordinaten  ein.  So  wie  sich  die  ideale  Coördinate  v=  I -^  dt 
70D  der  wahren  Anomalie  /*  nur  durch  das  neue  Element  x  unter- 
scheidet, konnte  man  eine  ideale  Coördinate  i}=/  — d^  auf- 
stellen, welche  von  der  excentrischen  Anomalie  e  bei  der  un- 
gestörten Bewegung  um  ein  constantes,  bei  der  gestörten  um 
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ein  osculirendes  Element  ^  unterschieden  ist.   Diflferentiirt  man 
die  Gleichung 


,'  =  ±l/ifl_,V    oder    ,=/^df  =  .  +  C 

nach  den  Elementen,  so  wird  d^' =  —  /r-|  und  ^  stellt  den 

Werth  von  rj  im  Perihel  dar,  \irie  x  den  gleichzeitigen  Werth 
von  t;.  Man  darf  daraus  jedoch  nicht  auf  die  Gleichheit  dieser 
beiden  Elemente  schliessen,  weil  die  excentrische  Anomalie 
geometrisch  nicht  durch  Radiivectoren  aus  dem  Brennpunkte, 
sondern  aus  dem  Gentrum  der  Ellipse  begrenzt  wird ,  so  dass 
die  feste  X-Axe  fttr  die  ideale  Goordinate  17  keine  Bedeutung  hat. 

Als  weiteres  Beispiel  einer  idealen  Goordinate  betrachten 
wir  das  HAHiLTON-JACOBi'sche  Integral 

tv=J{T+U)dt 
mit  der  Kräftefunction  U  und  setzen 

Da  nach  dem  Satze  von  der  lebendigen  Kraft 

'■•■="(1-4-). 

so  wird 


i^  =  «/«'.'_  ii\  =  . 


lü'  -  1^  =  2  {s's'  -  ^)  =  2{rr"  +  r'r') , 


weil 


a;x"  +  yy"  +  33"  +  ü  =  rr"  -+-  r'r'  —  «'s'  +  ^  =  0 . 
r  r 


Folglich  ist  im  ungestörten  Problem 
San 


««- ^»  =  «'•'•' +  V' 


oder 

w  =  f  Vjua  •  g  +  irr'  +  ip 
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ood  nach  Elimination  von  r 

w^=lV^a'  g  +  i^resmf+tp 

out  der  Intogrationsconstante  tp. 

Zur  BestimmuDg  des  osculirenden  Elements  tp  erhalt  man 
im  gestörten  Problem 

Nan  ist  aber  nach  Art.  46 


also 


Jagobi  ist  geneigt,  besonderes  Gewicht  darauf  zu  legen,  dass 
io  den  Gleichungen 

X'=xff'  +  &'  cosi     und    V'  =  ^x'  —  A^' 

die  Zeit  nicht  explicite  (d.  h.  ausser  den  Elementen)  vorkommt 
QDd  schlagt  vor,  die  Benennungen  Element  und  ideale  Coordinate 
aaf  solche  Falle  zu  beschranken. 

20. 

Die  gefundenen  zwölf  simultanen  Differentialgleichungen 

haben  die  Form  -~^^-  =  (p^it  E,E^"  E^^).   Wenn  die  Störungs- 

componenten  dX  dY  dZ  von  den  Elementen  der  Schwer- 
punktsbewegung  unabhängig  sind,  so  hat  man  für  die  Störungen 
der  elliptischen  Bewegung  sechs  simultane  Gleichungen 

de'=^g>{tE,E^E,), 

4)  Vergl.  Jacobi  in  Crelle's  Journal,  Bd.  42,  S.  84. 
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deren  Integration  durch  successive  Approximation  erfolgt  Denn 
da  das  osculirende  Element  Es=:e-\-  de  sich  nur  um  d«  von 
der  Integrationsconstante  e  unterscheidet,  so  wird  man  in  erster 
Approximation 

^^  e  ^lg){t  c^  e,  •  •  e^)dt 

setzen,  in  zweiter  Approximation  e  +  ä^e  fClr  E  schreiben  und 
so  fort. 

Wir  wollen  fortan  die  Goordinaten  und  Elemente  des  un- 
gestörten Problems  durch  den  Index  0  von  denen  des  gestörten 
unterscheiden.  Alsdann  gelten  im  letzteren  Falle  die  Glei- 
chungen 

gs=zn{t  —  t)  =  €  —  e  sine 

r  =  aH  —  e  cose)  ==         ^ 

^  '       \  +  e  cos/ 

I.  v  =  f+x,    w  =  t;— a 

cos6  cos(/  —  ^)  =  costt 

cosb  sin(/  —  ^)  =  cost  sinu 
sin&  =  S]nisint/ , 
wahrend  bei  der  ungestörten  Bewegung 

»0  =  ^0  (<  —  ^o)  =  «0  —  ^0  8io«o 

To  =  ao(4  —  Co  C08€o)  = — 


\  +  e^  cos/; 

n-  <^o=/'o  +  Xo»   Wo  =  t;o-(yo 

COS6o  COS(/o  —  ^o)  =  W)SUo 

cos6o  sin  {l^  —  &^)  =  cos  1*0  sinw^ 
sin&o^sint'oSinUo. 
Die  ursprüngliche  Gleichung 

ist  durch  Einführung  der  idealen  Anomalie  v  in  zwei  aufgelöst 
worden,  um  dadurch  eine  Trennung  der  von  der  Componente 
du  abhängigen  Grössen,  welche  die  sogenannten  Breiten- 
störungen liefern,  zu  erreichen. 


Du  GBSTÖRTI  BLLIPTISGBB  BXWBQUNQ.  129 

Da  wir  die  DitTerensen  der  osculirenden  und  der  constan- 
ten  Elemente  durch  d  bezeichnet  haben,  so  wird 

P==Po  +  ip  ,    J  =  Jii  +  dJ y     e  =  e^  +  dey     u.  s.  w. 

Schreibt  man  analog 

r  =  v^  +  dt;,      u  =  u^  +  du^      /  =  /^  +  d/,     ft  =  6^  +  rf6 

so  werden  dg  dr  de  -  -  als  Störungen  der  Coordinaten  und 
Anomalieen  xu  bezeichnen  sein.  Dieselben  lassen  sich  leicht 
durch  die  Störungen  der  Elemente  ausdrücken. 

Vermöge  des  TATLoa^schen  Satzes  hat  man  bekanntlich  ftir 
eine  Function  f[xy  •  •),  wenn  a?  =  ac^,  +  dx,  y  =  y^^  +  dy,  -  • 

Damit  wird  zunflchst 

dg=n{l-'T)  —  »J/  —  rj  =  —  6n  —  not 

Wo 

=  --  dn  —  n.dr  —  Jn(Jr  =  -(Jn  —  ndt  +  öndt 
«0  n 

and  weiter  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  inclusive: 

.         ö  .  sin/*     . 

öB  =  —  dQ+  .de 

r    ^       Y\^^ 

a*       fx    X  ^*  esin/* 


+*^^«'+')"'^+ ')'«•!•■• 


■alk.-pk7s.ClMM.    1897. 
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+  (r??)T(^(<+|)cos^+icos^+e)<J.'j... 

±  j  VTH?  (i)  sin/"  a^  de  +  i(°)  «  cos/'d^*  + 
und  wegen 


a 

.  r,  +  <Jr 
'  o,  +  da 

o, 

_  r 
a 

r  — 

-dr 

a- 

-da 

dr  = 

=  (o  ±  ao) . 

»-> 

a 

Jv  =  5/*+  3xf    AM  =  dv  —  i(j 
J  sinb  ^  sinb  —  sinb^  =  sint  cosu  du  +  cost  sint«  d i 

dz  {cosi  cosu  Ju  dl  —  ^  sint  sinu  (du*  +  dt*)} 
»I       * «   .    COSI    ,  sint  sinu  cosu  ,  . 

Öl  =  0&'\ f-r  OU YT Ol 

cos   0  COS   0 

±  — 4-^  (sini  (cos*i  sin'u  —  cos*m)  dudi  + 
cos* 6  ^        ^  ' 

+  sin*i  cosi  sinu  cosu  du*  — 

—  ^cosi  sinu  cosu  (1  +  sin*i  sin*u)di  *} 

Von  den  doppelten  Vorzeichen  der  Glieder  zweiter  Or 
nung  gilt  das  +  Zeichen,  wenn  in  den  Coefficienten  die  Wert 
der  ungestörten  Elemente  bez.  Coordinaten  (welche  eigen 
lieh  mit  dem  Index  0  zu  bezeichnen  waren)  substituirt  werde 
dagegen  das  —Zeichen,  wenn  die  gestörten  Grossen   dai 
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enthalten  sind.  Unter  Umständen  können  die  doppelten  For- 
meln dazu  dienen,  eine  Schätzung  über  den  Betrag  der  StOnin- 
^en  zweiter  Ordnung  zu  gewinnen.    Denn  die  Gleichung 


'r={¥j '-+{%}'>■ 


ist  bis  auf  Glieder  der  zweiten  Ordnung  inclusive  genau,  wenn 
QDter  den  eingeklammerten  Differentialquotienten  die  arith- 
metischen Mittel 

verstanden  werden.  Bekanntlich  gilt  auch  die  allgemeinere 
Fonnel  (mit  leichter  Ausdehnung  auf  mehrere  unabhängige 
Yariable) 

also  bis  auf  Grossen  der  (n  4-  \)^^  Ordnung  inclusive  genau: 
jr=  J/k  öx  +  ipk  dx'^.+  — L^  f^  (Jx^-^  + 

"^'n-f-l  Öic.^^n+U«"/    n! 

21. 

Eine  Haupteigenthttmlichkeit  der  HANSSN^schen  Störungs- 
(beorie  besteht  nun  darin,  dass  weder  die  Störungen  der  Ele- 
oiente,  noch  die  Störungen  der  bisher  betrachteten  Coordinaten 
dJrect  berechnet  werden,  sondern  die  Störungen  gewisser  neuer 
('oordinalen,  die  wir  als  die  Coordinaten  der  idealen  Zeit 
oder  des  idealen  Systems  bezeichnen  wollen. 

Um  die  Berechnung  des  gestörten  Ortes  zu  erleichtern, 
stellt  nämlich  Hanseh  den  beiden  bisher  betrachteten  Gleichungen- 
systemen (des  Art.  20),  dem  System  I  der  wahren,  gestörten 
^liptischen  Werthe  mit  den  osculir enden  Elementen  einer- 

9* 
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seitSy  und  dem  Systeme  II  der  ungestörten  elliptischen 
Werthe  mit  constanten  Elementen  andererseits,  ein  System III 
der  idealen  elliptischen  Werthe  an  die  Seite,  welches  nait  dem 
System  II  die  constanten  Elemente  gemein  hat,  aber  auf  eine 
ideale  Zeit^  sich  bezieht,  die  so  gewählt  werden  soll,  dass 
die  ideale  Anomalie  v  des  Systems  I  hervorgeht.  Es  hat  also 
I  mit  II  die  Variable  t,  I  mit  III  die  Variable  t;  gemeinschaftlich, 
wahrend  in  II  und  III  die  nflmlichen  constanten  Elemente  enl^ 
halten  sind.     Wir  schreiben  demgemSss 

y  =  Wo{C-rJ  =  ij-eoSinij 


1  -ire^cosip 

cos/?  cos  [l  —  ^j)  =  COSÖ 
cos/^  sin(A  —  &^)  =  cos/g  sin» 

sinß  :==smi^  sin&, 

wo  sämmtliche  Variable  ideale  Coordinaten  bedeuten.  Du 
Grossen  t  y  r}  if)  q  u  X  und  ß  mOgen  als  die  idealen  Wer(h< 
der  Zeit,  der  mittleren,  excentrischen  und  wahren  Anomalie 
des  Radiusvectors  und  des  Breitenarguments,  endlich  der  Längi 
und  Breite  bezeichnet  werden. 

Da  sich  die  idealen  Werthe  ^  und  q  von  den  wabrei 
Werthen  t  und  r  nur  durch  Grössen  von  der  Ordnung  de 
störenden  Kräfte  unterscheiden,  so  wollen  wir 

C  =  ^  +  <JC,   folglich   r  =  9f^  +  ^r^   ^y  =  «o^fe> 

ferner 

T 

— -  =  a  =  1  +  Ja     oder    r  =  q{\  +  da) 

setzen  und  die  Störungen  da  und  d^,  welche  Hansen  mit  de 
Buchstaben  v  und  n^öz^)  bezeichnet,  aufsuchen. 

4)  Hansen  in  setner  ersten  Abhandlung  üöer  die  absoluten  Störunge 
der  kleinen  Planelen ^  der  K.  S.  Ges.  d.  Wiss.  übergeben  am  20.  Od.  4  85 
siebe  z.  B.  S.  87  ('während  S.98  ndz  geschrieben  ist),  auch  Theorie  der  Mon\ 
itörungen,  erste  Abhandlung  S.  407  (4862).  An  anderen  Orten  schrei 
Hansen  to  für  Iga,  denn  in  der  That  bezeichnet  genau  genomm« 
Igas=  «r  —  Ig^  die  Störungen  des  Logarithmus  des  Radiusvectors. 
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Da  a  als  Function  von  g  a  e  und  x^  dagegen  y  als  Function 
von  g  e  und  x  ausgedrückt  werden  kann,  so  erhält  man  leicht 
die  Differentialformeln 

^  PQ  Po»-    '    *      «9  P. 
J  -  cos/'H — sin/^fe^  sin  ip—e  sin/*)  +  e  +  e^cosdx\de 


22. 

Nach  dem  System  II  kann  man  sich  t  als  Function  von  t;^ 
ond  den  constanten  Elementen,  nach  dem  System  III  ^  als  die 
DSmliche  Function  von  v  und  denselben  Elementen  bestimmt 
denken.     Mithin  gibt  das  TATLOi'sche  Theorem 

oder 

ond  wegen 

«JV^iJ  aj(4-ej)* 

Sabstitoirt  man  hier  den  Werth  von  df  aas  Art.  20  und  lässt 
der  Kflne  halber  den  Indes^  0  fort,  so  folgt 
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+  2-  e  svafSg  dx  +  (2-  cos/"  +  j— -,)  dy  de  + 
+  iy{^  +  i)yT^-esia*f8xde  + 

Eben  so  leicht  ergeben  sich  die  Störungen  des  Radius- 
vectors.     Denn  da 

a  =  '-=^^(i+e,cosip)  =  '^—{\+e,cos{f,  +  dv)) 
X        Po  ro 

SO  wird 

oder  nach  Weglassung  des  Index  0 

(Ja  =  -  (Jr ^  ov ^  or  dr  —  -^ — -  ov  •  •  • 

r  p  p  xp 

Nach  Substitution  der  Werthe  von  dr  und  dv  aus  Art.  20  er- 
hält man 

^         da       resinf  j.         ,r  2ß    v  . 

(Ja  = -ox  —  (-cos/^+^ iloe  — 

a  p         ^       \p      '       i—ef 

resinf  da  ^         iv        .  ,      2c    \  da  ^ 

—  oy  —  (-  cosf  + 1  —  de  — 

p         a     ^       \p       '    '   4— c*'   u 

Man  sieht,  dass  in  da  kein  in  dg  multiplicirtes  Glied  erster 
Ordnung  vorkommt  und  dass  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in 
da  und  dy  keine  von  dg^^  da  dg  und  da*  abhangigen  Terme  ent- 
halten.    Es  ist  diese  Bemerkung  aus  dem  Grunde  nicht  an- 
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wesentlich,  weil,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Berechnung  des 
stellvertretenden  Elements  dg  mehrfache  Integrationen  erfoi^ 
dert,  welche  unter  Umständen  beim  Auftreten  kleiner  Divisoren 
Schwierigkeiten  bereiten  können.  Es  ist  wttnschenswerth, 
wenn  diese  auf  das  kleinstmögliche  Maass  zurückgeführt  wer- 
den und  es  muss  desshalb  als  vortheilhaft  bezeichnet  werden, 
dass  die  Störungen  der  HiLNSBN^schen  Coordinate  da  im  Gegen- 
satze zu  dr  unter  den  Gliedern  erster  Ordnung  keinen  von  dg 
abhängigen  Term  enthalten,  was  natürlich  bei  dy  nicht  erreich- 
bar ist 

Um  von  den  für  die  ideale  Ltfnge  und  Breite  il  und  ß  auf- 
gestellten Gleichungen  zu  den  Werthen  von  l  und  6  überzugehen, 
führen  wir  die  ideale  Coordinate  ^) 

dw  =  sin6  —  sin/? 

ein  und  erhalten  sogleich  wegen  ti  =  &  —  da 

den  =  sin  i  sinu  —  sin  t^  sin  & 

=  (sint  cosda  —  sinij  siuö  —  sint  sindacos« . 

Schreibt  man  ferner^) 

q  =  sini  cos d a ,     dq  =  sin i  cosda  —  sini^ 

94  =  <^9i  =  sin  i  sin  da,     tgda  =  — , 
so  wird  nicht  allein 

sinfc  =  g  sinö  —  9i  cos ö  , 
sondern  auch 

d(a  =  dq  sine  —  dq^  cosö  • 

Die  Zurückführung  der  neuen  Elemente  dq  und  dq^  auf 
die  störenden  Kräfte  aber  liefert 

V  cost 
d<jf  =  i'  cosi  cosda  —  a'  sini  sin  da  =  —7-  cosö  dU 

dql  =  »'cost  sinda  +  a'  sint  cos  da  =  — -^sinö  dU 


i)  Harsbr  schreibt  ds  und  dp  statt  dto  und  cfg^,  die  Buchstaben 
<  und  p  sind  jedoch  für  den  Bogen  und  den  Parameter  bereits  in  An- 
spruch genommen. 
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und  damit 
00)  =  Sinai  — r— cose  oU  dt  —  cos  al  sin  aöU  dt. 

Man  kann  dafür  kürzer  schreiben 

daß  =/^^'  sin(ö  -  ö)  d\}di=f^-^ sin(vJ  -  i//)  dU  rf7, 

wenn  der  Strich  anzeigt,  dass  die  Zeit  in  a  und  xp  bei  der  Inte- 
gration als  constant  betrachtet  werden  soll. 

Die  Einführung  von  dq  und  dq^  an  Stelle  von  di  und  da 
gewährt  den  Yortheil,  dass  die  Differentialquotienten  der  neuen 
Elemente  nicht  wie  d&  und  d&'  den  Nenner  sin  i  haben,  welcher 
für  kleine  Werthe  von  t  auf  unbequeme  Rechnung  führt.  Bei 
der  Reihenentwickelung  wird 

dq  =  cost'o  di  —  |  sinto(5i*  +  56^)  . . . 

öq^  s^sinr'o  da  +  cosi^dida ,., 

du)  =  cosij  sinwo  (Ji  —  sin  i^  cosm^j  der— ^sint'o  sinu^[di^+da*)  — 

—  coat^cosu^dida+cosi^cosu^didv-^sini^sinu^dadv.. 

nebst  den  Producten 

dr 
rd(o:=r^d(jißli -\ j 

und 

Qdw  =:r^da)l\  ^ — -e^  sin^  dv  ...) , 
Po 

wo  die  früher  gefundenen  Werthe  von  dr  und  dv  substituirt 
werden  können. 

Bei  Beschränkung  auf  die  Glieder  erster  Ordnung  kann 
man  mithin  schreiben: 

,          1   ^           esinc    >        cosfi  +  e  » 
da  =  —  da .  dx j f-  de 

öw  s^cosisinud**  —  sini  cosuda. 
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23. 

Die  beiden  restirenden  Gleichungen 

C0S6  C08(/  —  ^)  ^  C08M 

008  6  sin  (/  —  &)  -=  cosi  sinu 
ergeben 

tg(/  —  ;^)  =  cost  tgw    neben    lg(^  —  0-^)  =  cosi^  tgö , 

woraus  /  durch  l  oder  »  gefunden  werden  soll.  Hansen  hat 
diese  Gleichungen  einer  merkwürdigen  Transformation  unter- 
worfen, um  die  die  Lage  der  Bahn  bestimmenden,  von  den 
störenden  Kräften  abhängigen  Glieder  von  den  von  diesen 
Kräften  unabhängigen  Grössen  zu  trennen^). 

Diese  Transformation   gebt  aus  von  der  Einftlhrung  der 
neuen  Elemente  dw  und  dw^  mittelst  der  Gleichung 

cos6  cos(/  —  ^  +  dw)  =  cos/!/  cos(^  —  ^^  —  dw^) , 

welche  sich  leicht  construiren  lässt,  wie  schon  Jacobi  bemerkt  hat. 


In  beistehender  Figur  ist  a  =  XQim  Punkte  QinXQ  =  a^ 
nnd  QQ  =d(7  getheiit  und  der  Winkel  QQR=^i^  gemacht. 
Dann  stehen  in  dem  Dreieck  QRQ  den  Winkeln  i  und  i^  die 
Seiten  dw^  und  dw  gegenüber.  In  der  That  ist  im  Dreieck  mPR 

cosmR  =  cos6  cos(/  —  ^  -f-  dw) , 

4)  Harsbh,  über  ein  neues  Coordinateneystem  (Berichte  d.  K.  S.  Ges. 
d.  Wis8.  vom  44.  Juni  4851)  und  Berechnung  der  absoluten  Planeten- 
ttörmngen,  erste  Abhandlttog  (übergeben  20.  Oct.  4855)  Art.  8^40. 
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während  das  Dreieck  mQR  ergibt 

cosm  A  =  COS&  eosdtL\  +  cosi^  sine  sindu^g 
=  cosjS  cos(^  —  ^jj  —  dtv^] , 

Dieselben  Dreiecke  liefern  die  weiteren  Gleichungen 

sinmA  cosmA  Q  =  cosm  sindto  +  cost  sinu  cosdu; 

=  COS&  sin  [l  —  -9-  +  dw) 
sinm/2  cosmfiQ  =  cosösincJw;^  —  cos!,,  sinöcosJtt^o 

=  —  C08/9  sin  (^  —  -^o  ~"  ^^q) 
sin  m  A  sinm  A  Q  =  sin  i  sin  u  =  sin  b 
sinmA  sinmAQ  =  sintg  sin»  =  sin/? . 

Daraus  folgt 

dw  =  sinmA(sinmAQ  —  sinmAQ) 
neben 

«;««»nr*»n«*»»n  -i-n^«*„nn\      cosmflQ +cosmfl9  ^_ 
sinm/iicosmiiy,/  +  cosmHü]  =  —. =r7^ ; tttz^^  • 

Eine  leichte  goniometrische  Transformation  ergibt 

cosmflg  +  cosmi?(? 

sinmi?Q-sinmÄg  '«aVno  vg^J 

wenn  tt— j  der  im  Dreieck  QRQ  der  Seite  da  gegenüber- 
stehende  Winkel,  also 

cos;  =  eosi^  cosi  —  sinf,,  sine  cos  da 

=  cos (i  +  f o)  H-  2  sin i^  sin t  sin' {da . 

Damit  wird 

cos6  sin (/  —  ^  +  du?)  =  cos ß  sin  (^  —  ^^^  —  Jm;^)  —  tg ^j  dcei . 

Führt  man  jetzt  den  Winkel 

©  =  ^  —  dw  —  öwf^ 

ein,  indem  man  RS  =  QR  =  dw^  macht,  so  wird  xS=  ©, 
dQ^^öd"  —  dw  —  dwf^  und  man  erhält  durch  eine  einfache 
Rechnung 
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cos6  cos(/  —  ©)  =  cos/9  cos(A  —  d-^)  +  sindw^  ig^j  •  dio 
=  COSÖ  +  ig^jsmdw^'du) 

cosb  8m{/—  0)  =  co8/9sin(i  —  &^)  —  cosdw^  tg^j-dw 
=  cos/'o  siDö  —  ig^j  oosdw^'  du) 
sinb  =  sin/'o  sin 0  +  d w  . 

24. 

Ea  handelt  sich  noch  darum,  die  Elemente  &j  und  dtü\ 
auszudrtlcken,  resp.  auf  die  störenden  Kräfte  hinzuführen. 
Das  Dreieck  QRQ  gibt 

sinj  smdw^  =  sini  sinda  =  ^q^ 
sinj  cosdtt^o  =  sintg  cost  +  cos  i^  sint  cos  ^a 
=  sin  i^  (cos  t,,  +  cos  t )  +  cos  i^  dq 
4  +  cos  j  =  cos  i^  (cos  f  j  +  cos  t )  —  sin  «0^9. 

Man  beweist  aber  leicht  die  Gleichung 

*    •  i        do*  + cos* i'dof 

mithin  wird  auch 

M    ,               a      1-       a   .    .  ^        <5g*+cos\dg? 
4  +  cos;  —  2  cos'i.  —  2  sint. da ^-7^ ^t--^ - 

Die  Giuss'schen  Formeln  ergeben  ferner 

cos^y  sin  ^{dw  +  dw^)  =  sin|  da  cos  J(i  —  t,,) 
cos^j  Gos^{dw  +  öWf^)  =  cos^  der  cos^(t  -{-  i J 
folglich 

(1  +  C0S7)  sin(^  —  ©)  =  sind(7(cosfo  +  cost) 

^'^  '      cosl(t  +  Jo)  costo  —  sinio  tg|di 

Durch  logarithmische  Differentiation  erhält  man 
^'—0'  a'      .        i'sini„ 


sin  (v^  —  0)      sin  Ö  a      cos  ig  +  cos » 
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oder 

(1  +cosj)(^'—  0')  =  a'(co8/o  +  cosi)  + t'sini,  sinda, 

folglich 

(1  +  cos;)5©'={1+cosj)<J^'-— (costo+co8i)rfa'— sint'oSinrfcT-  dt' 

^^■li^+cos;.  cosfo  +  cosi  .  .    .    .   i  * 

=  -;oU  < — .    .    sinu 2_i_ smu  —  smt.  smoacosu  > 

J      r    sint  igt  ^  ) 

und  durch  Substitution  des  Werthes  von  cosj : 

(4  +  cosj)  d  0'  =  "7  3 U  {sin  I  sin u  —  sin  u^  sin  a} 

Q=^,+r  /f'^    ö\}dt, 

^     J  J[\  +  cos;)  ' 

also  ^0  von  der  Ordnung  des  Quadrats  der  störenden  Kraft  <). 

Wenn  man  will,  so  kann  man  d&  auch  auf  die  Form 
bringen 

cos«(1  +  cos7)    ' 

wahrend  die  Gleichungen  fttr  Lange  und  Breite  die  eben  so  ele- 
gante wie  bequeme  Gestalt  annehmen: 

cosft  cos(/  —  0)  =  cos ö  +  ,    .  ^* :  d<«i 

^  '  1  +  COSJ 

COS&  sin (/  —  ©)  =  cosi«  sin«  —  jtgto  H .  ,,   . :;>  den 

^  '  ^  /  o  0  1    costo(4  +  cosj)* 

sinb  =  sinr'o  sin&  +  ^^  • 
Für  die  Störungen  erster  Ordnung  wird  einfach 
cos6  cos(/  —  ^o)  =  COSÖ 
cos6  sin  (/  —  S-^  =  cosi^j  sin«  —  tgt^  dta 
sin 6  =  sini„  sinö  +  do) 

dio  =  ^  fr  sinfö  -  ö)  du  dl. 

Ha?(8kn  bemerkt  2)  y  dass  die  Gleichungen 


4)  nicht  von  der  dritten  Ordnung,  wie  irrthtimlich  in  den  Ab- 
handlungen der  Berliner  Akademie  für  i  855,  S.  55  flg.  steht. 

2)  S.  84  der  mehr  ciMrten  ersten  Abhandlung  über  die  Störungen  der 
kleinen  Planeten, 
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d(o  =  dq  sin&  —  3q^  cos& 

ddo) 

— —  =  dq cosö  +  oq^  sinö 


die  Ausdrücke  liefern : 

ddüß 
öq  ■=■=  —. —  COSÖ  +  Oio  sinö 
^        dv 

j  ddu)   .  j. 

öq^  =  -^ —  siDö  —  oiü  COSÖ  , 

welche  man  benutzen  könne,  wenn  die  Producte  dq  du)  und 
^q^^^o  Merkliches  geben  sollten. 

25. 

Die  Ableitung  der  BreitenstOrungen  vereinfacht  sich,  wenn 
man  die  Lage  der  Pundamentalebene  der  xy  so  wählt,  dass  die 
Neigung  der  Bahnebene  t  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung 
wird*}.  Diess  findet  z.  B.  statt,  wenn  man  die  Fundamental- 
ebene mit  derjenigen  Lage  der  idealen  Ebene  zusammenfallen 
lässt,  welche  dem  ungestörten  Werthe  i^  entspricht.  Streng  ge- 
nommen reicht  die  Behandlung  des  Falles  i^  s=  0  aus,  weil  man 
von  dieser,  wie  von  jeder  anderen ,  Fundamentalebene  durch 
blosse  trigonometrische  Relationen  zur  Länge  und  Breite  auf  der 
Ecliptik,  wie  auf  den  Aequator  übergehen  kann. 

Wir  wollen  deshalb  diesen  Fall  etwas  näher  ins  Auge 
lassen  and  dabei  der  Bequemlichkeit  halber  a^  =  0-^^  setzen,  was 
offenbar  gestattet  ist,  weil  dadurch  nur  die  Lage  der  willkttr- 
lichen  X-Axe  in  der  idealen  Ebene  näher  bestimmt  wird.  Man 
findet  durch  eine  leichte  Transformation 

C086  cos(/  —  -^  +  da)  =  cosw  cosdo  —  cost  sinu  sinda 

cos6  sin(/  —  ^  +  da)  =  cosm  sin  da  +  cosi  sinw  cosda 

sin 6  =  sint  sinö  —  sin i (sinö  —  sinu) 
oder 

cos6  cos(/  —  -^0  ""  ^^  +  ^^)  =  <^^sö  -f-  tg^i  sinda  sinb 

cosfrsin(/  —  ^0  "~  ^^  +  ^^)  =  sinö  —  tg^t  cosdasinb 

sinö  =  sint  sinö  —  S  sint  sin|da  cos(ö  —  ^da) . 

4)  VgL  Hahsbm,  a.  a.  0.  S.  H5. 
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Hier  ist  dem  FrflheFen  zufolge 

»  =  »^  +  ^^,011  dt,      a  =  ».  +  r^dUdl 

3^^a=J   ^*     <JUd^,       1  =  j  —j-  dUdt. 

Wegen  i  =  dt  ist  das  Integral  für  ^  —  a  eine  kleine  Grösse 
zweiter  Ordnung.  Behält  man  daher  in  den  obigen  Gleichungen 
nur  Grössen  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  die  störenden  Kräfte 
bei,  so  wird  einfach 

COSft  COS(/  — -  9^)  =  C0S8 

cosfc  sin  (/  —  &^)  =  sinö 

sin6  =  sint8in€r. 

Man  sieht  aus  diesen  Gleichungen,  dass,  wenn  man  sich  auf 
die  angegebene  Genauigkeit  beschränken  will,  die  Länge  l  im 
Torliegenden  Falle  ohne  Kenntniss  der  Störungen  eines  Elements 
durch  die  Gleichung 

tg(/-^J  =  tgö  =  tg{r-a.), 

also  för  a^  =  ^.  und  i^  =  0 

/=r, 

d.  h.  der  idealen  Anomalie  v  gleich  gefunden  wird.  Fflr  cos  6 
folgt  der  Werth  4,  weil  b  selbst  eine  kleine  Grösse  erster  Ord- 
nung wird,  deren  Werth  vermöge  der  dritten  Gleichung  hervor- 
g^t: 

6  =  dl  sin{t'  —  a^)  =  sin(f  —  ^j",  /  — —  öü  dt^ 

wo  natürlich  auch  unter  dem  Integralzeichen  die  constanten 
Elemente  substituirt  werden  dtlrfen.  Es  ist  also,  um  Länge  und 
Breite  aus  r  und  r  zu  finden,  nur  eine  einzige  Integration  er- 
fordoücfa,  wenn  man  die  Glied»  zweiter  Ordnung  vernachlässigt 
und  t,  als  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  betrachten  darf. 

26. 

Um  die  Grössen  des  wahren,  gestörten  Systems  I  ans  denen 
lies  idealen  Systems  III  abzuleiten,  suchen  wir  noch  die  Werthe 
der  osouUrenden  Elemente  oder  ihrer  Störungen  dur^  da  dy  dio 
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and  deren  Differentialquotienten  auszudracken.    Hierzu  gehen 
wir  aus  von  den  Gleichungen 

folglich 

*o 
Ferner  geben  die  Gleichungen 

r  =  Qa,     r'  =  Q'a  +  ga' 


und 


oder 


4  +  e  cos/*      \  +  ßo  cos  V 


M       .    ^        u        ...        t 


K  +ecos/"=(4  +eoCOSi/;)a'S'C' 


c  8in/'=  e^sin  V;  a'rr  +^a*a'r, 


woftLr  wir  schreiben : 

t  i:i^^f=  e^  cosi/;  +  (*  +  «o  ^osi//)  dx 

e  sin/*=  c^jSini//  +  e^  sini//  dx  +  -^  dx^ 

dx,  =  a»a'S'  =  (<  +  da)*  (Ja'  (<  +  ^  <J/)  • 
Sind  damit  e  und  /  bekannt,  so  folgt  aus 

z  =  a. +  «/'-/'. 
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auch  kann  man 

eco8(i//  —  f)  =  ecosdx  =  e^  +  (cosi/;  +  cJ5xH -Qsinlp^x^ 

e  sin  (r/;  —  /*)  =  e  sin  Jx  ==  sin  i/;  dx -q  cos ^  dx^ 

zur  Berechnung  von  e  und  dx  benutzen. 

Die  das  vierte  Element  vertretende  mittlere  Anomalie 
j  =  6  —  e  sine 
ergibt  sich  schliesslich  mittelst 


tgie  =  tgi(«^-«Jz)l/fq7^ 


oder  einer  anderen  der  für  die  excentrische  Anomalie  e  gelten- 
den Relationen.  Es  bleiben  noch  die  die  Lage  der  Bahn  be- 
stimmenden Elemente  &  i  und  a  resp.  q  und  q^  zu  finden. 

Diess  geschieht  mittelst  der  Gleichungen  des  Art.  24 

,         döto  ,    » 

öq  =  -- —  cosö  +  o(ü  sin« 
^        dv 

,  ddio   .  , 

oq^  =  — —  smö  —  öto  COSÖ  , 

wenn  man  nicht  vorzieht,  an  Stelle  von  dco  die  Producte 

rdw^dß      oder       qd(a  =  dP 

zu  benutzen.  Da  von  der  idealen  Breite  ß  nicht  weiter  Gebrauch 
gemacht  werden  wird,  so  mag  die  Benutzung  des  Buchstabens  ß 
in  der  neuen  Bedeutung  gestattet  sein,  Hansen  schreibt  daftlr 

bald  z^ ,  bald  u  =  rdcjj  bald  u  =  ^da)  *) . 

Die  betreffenden  Formeln  nehmen  alsdann  die  Gestalt  an 

dßs=:  r(dq  sine  —  ^q^  cos«) 

rdß'  —  i'dß  =  J{dq  cos«  +  ^q^  sin«) , 

aus  denen  nach  leichter  Reduction  die  Werthe  hervorgehen : 


i)  Astr.  Nachr.  Nr.  799  S.  m,  Planelenstörungen  I,  S.  84  u.  40t. 
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(Jg  =  -j  CQSs{adß'  —  da'dß)  H (sina  +  e^  smurj  -^ 

iy,  =  -^  siD8(a  d/?'  —  da'dß) (coae  +  e^  cos larj  —  • 

Noch  etwas  einfacher  gestaltet  sich  die  Benutsung  von 

aP=id/?    und    T^'^3P': 
a     '^  dv  J 

.       cosaddP  ,  <  ,  .       ,       .       ,•„      .    .      /  \      .    • 

öq  = 1 — (8inö+^^sincrjoP=smico8(a— cTjj)— siDfo 

oq^  = (COSÖ  +  e^  cosroj)oP  =  8iiii  8in((7  —  aj  . 

Hierdurch  sind  q  q^  i  und  a  bestimmt,  wenn  man  noch  den 
frflher  gefundenen  Ausdruck  für  J  substituirt. 

Um  endlich  &  zu  berechnen,  kann  man  sich  der  Ausdrücke 
des  Art.  24  bedienen: 

**'''      ^^      coBi(i  +  g  "8*'^      ^•'  -  cosi,  -  8ini,tg4dt 


=^^+h 


^^      -rjUdt 


JH  +  cosj) 
4  H-  cosj  =  cost„  (costg  +  cos  i)  —  sinV^j  dq . 

HiifSBN  bemerkt  bu  diesen  Formeln*),  dass  dieselben  zu- 
gleich strenge  das  Problem  lösen,  aus  den  Elementen  eines  Pla- 
neten oder  Cometen  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  Sonne, 
die  Elemente  desselben  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  des 
Sonnensystems  zu  finden,  wenn  den  hier  als  bekannt  ange- 
nommenen Grossen  eine  gewisse  andere  Zusammensetzung  ge- 
geben wird. 

27. 

Wir  wenden  nns  nun  zur  Ableitung  der  Formeln,  auf 
welche  Hansbn  die  Berechnung  der  absoluten  Störungen 
einerseits,  wie  der  speciellen  Störungen  andererseits  ge- 
grandel  hat^  und  beginnen  mit  den  letzteren. 


i]  Astron.  Nachrichten  Nr.  800  S.  430  Og. 
lUb.-f1iji.CiMM.  1807.  iO 
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Behufs  Berechnung  der  speciellen  Störungen  durch  me- 
chanische Quadraturen  leitet  Hansbn^)  fttr  dy  und  da  die  fol- 
genden Differentialgleichungen  ab.  Vermöge  der  Artt.  \  6  und 
S6  entwickelten  Gleichungen 

J^J^a'[\+^  d/)  =  J,  +/^*S  d  t 
ergibt  sich 

aM/  =  — i^/rcJSd^  -  w,(4  +  a)da  , 

vfo  a  =  \  +  da  zn  berechnen  bleibt. 
Hierzu  erhalten  wir  aus 

r  dg        fi        .    ^ 

P» 
und  durch  nochmalige  Differentiation  nach  t 

Po  P.     •       ^ 

Substituirt  man  hier  die  Werthe 

so  ergibt  eine  leichte  Rechnung 

Da 

CjiSin?//       ^'  ^  .  f 

Po  ^  ^  I 

und 

£l<JN  =  icJR-^dS  1 

J  r  J 


K)  AstroD.  Nachrichten   Nr.  799 — 804  u.  884,   vergl.   auch  Nr.  Ü 
S.  «79. 
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von  der  StOrungsconiponente  nach  der  Normale  abhängt,   so 
wird 

a  p^  j  j 

ond  man  kann  schreiben 

Fttr  die  Breiiensttfrungen  endlich  leiten  wir  die  Differential- 
gleichung des  Products 

d/J  =  rdcü  =  r (dg  sind  -—  dq^  cose) 
ab.    Man  erhalt  sogleich,  da  dß  eine  ideale  Goordinate, 

dß'  =  —  dß'\ (5^0080  +  ^q^  sinö) 

+  (7  —  ;7  —  Tt)  <J/*  +  -  (^?'  CO80  +  d?;  sin  a) 


=  ( J:  ^R  - 11,)  d/9+ cos j (JU +■  i  M/?' -  r'd/J) dS 


»der 


(5/?"+  p  d/J  =  cos.dU  +  ^  d/9  dN  +  ^  d/i'  dS . 
SierfDr  kann  man  auch  schreiben 


<?.<*' 


■+nd/?  =  co8.dU  +  (idR-?!LÜE]^dS)id/*  + 


Da  wir  später  von  dem  Product 

dF=^dct>  =  ^(dgsinö  —  iq^  cosö) 

Gebrauch  machen  werden,  so  kann  es  von  Interesse  sein,  auch 
die  für  diese  ideale  Coordinate  geltende  Differentialgleichung  zu 
entwickeln.     Die  Gleichung 

10* 
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liefert  sogleich 


9 


^ 


adP"  +  idP'  3a'  +  dPÖa"  +  ^  odP  = 

r 

=  C08I  du  +  4i  adPÖH  +  ^a6P'  dS  +  ^ da'  ÖPdS 
^  ^  d 

und  nach  Substitution  des  Wertbes  von  da": 


28. 


Beschränkt  man  sich  auf  die  Glieder  erster  Ordnung,  was 
fttr  den  Zweck  der  Berechnung  der  speciellen  Störungen  durch 
mechanische  Quadraturen  ausreicht,  so  ergeben  die  Formeln 
des  letzten  Artikels: 

iß"  +  ^  dß^dr'+  ^dP=  cost  du 

Diese  fttr  die  Anwendung  äusserst  bequemen  Formeln 
stimmen  mit  den  von  Hansbn  in  den  Astr.  Nachr.  Nr.  799  flg. 
benutzten  Gleichungen  ttberein.  Es  handelt  sich  noch  um  die 
Frage,  wie  der  Umfang  der  vorkommenden  Integrationen  zu  be- 
stimmen ist.  Wir  haben  bisher  die  Werthe  der  constanten  Ele- 
mente, mit  anderen  Worten  der  sechs  unabhängigen  Integra« 
tionsconstanten  ^f^  e^  m^  ^^  t^  r^  ganz  willkttrlich  angenommei] 
und  nur  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  nicht  bloss  diC 
Differentialquotienten  dJ'  de'  -  -  sondern  auch  ihre  Integralci 
die  Differenzen  dz/  de  •  •  von  der  Ordnung  der  störenden  Kräftei 
mit  denen  sie  verschwinden,  sein  sollen.     In  dem  Integralau» 

druck  1.  B.  J  =  J^  +  1  dJ'  dt  wird  sich  also  der  Umfang  odei 

die  Art  der  auszuführenden  Integration  nach  der  Wahl  von  ^ 
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ZU  richten  haben.  Fttr  die  verschiedenen  Zwecke  kann  eine 
Terschiedene  Wahl  der  constanten  Elemente  angezeigt  sein:  man 
hat  dafür  osculirende,  mittlere  oder  sonstige  intermediäre  Werthe 

benutstw 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  für  die  Berechnung  der 
speciellen  Störungen  geeignete  Anwendung  der  osculirenden 
Werthe,  weiche  einer  beliebigen  constanten  Anfangszeit  t^  ent- 
sprechen. Denn  stellt  z/^  den  constanten  Werth  des  variabeln 
oscalirenden  Elementes  J  zur  Zeit  t^  dar,  so  wird  offenbar 


J  =J^  +Ji^'  dt    u,  s.  w. 


Uod  was  von  den  Störungen  der  Elemente  gilt,  das  übertragt 
sieh  selbstverständlich  auf  die  Störungen  der  Goordinaten  und 
ihrer  Differentialquotienten.  Wir  haben  mithin  die  Integrationen 
bei  der  mechanischen  Quadratur  so  auszufahren,  dass  da  da' 
iß  öß'  und  dy  zur  Zeit  ^  =  ^o  verschwinden.  Auf  die  speciellen 
Yorschriften  fttr  die  mechanische  Integration  werden  wir  nach 
EiofOhrung  specieller  Werthe  fClr  die  störenden  Kräfte  zurück- 
kommen. 

Dagegen  ist  noch  ein  anderer  wesentlicher  Punkt  hervor- 
soheben.  Da  bei  der  Berechnung  der  speciellen  Störungen  mit- 
telst mechanischer  Quadraturen  zweckmässiger  Weise  nur  die 
erste  Ordnung  der  störenden  Kräfte  zu  berücksichtigen  ist,  so 
tort  die  Genauigkeit  des  Resultats  auf,  sobald  die  Differenz 
{ —  f,  eine  gewisse  Grösse  übersteigt.  Alsdann  muss  man  statt 
der  osculirenden  Elemente  für  f^,  neue  für  die  Zeit  t  geltende 
Elemente  einführen,  um  mit  diesen  die  Berechnung  der  Störun- 
gen fortzusetzen.  Die  Aufgabe  aber,  aus  den  berechneten  Stö- 
roDgen  die  zugehörigen  Werthe  der  osculirenden  Elemente  zu 
finden,  haben  wir  bereits  im  Art.  86  durch  strenge  Formeln  ge- 
löst, and  es  wird  sich  fragen,  ob  man  nicht  auch  hierbei  sich 
eine  Approximation  gestatten  und  Glieder  höherer  Ordnung 
Temachlässigen  darf.  Dabei  kommt  jedoch  der  Umstand  in 
Betracht,  dass  die  Störungen  der  Elemente,  wie  HifisEif  an 
verschiedenen  Stellen  seiner  Schriften  hervorhebt,  den  nume- 
rischen Betrag  der  Störungen  der  Goordinaten  nicht  unbeträcht* 
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lieh  ttbersteigen  können  ^),  so  dass  man  genöthigt  ist,  die  Glieder 
von  der  zweiten  Ordnung  der  störenden  Kräfte  in  den  Elementen 
auch  ftir  solche  Zeitdifferenzen  ^  —  ^o  ^^  berttcksichtigen,  für 
welche  in  den  Störungen  der  Coordinaten  die  VernachlSssigang 
der  Grössen  zweiter  Ordnung  gestattet  ist.  Es  ist  desshalb  von 
Interesse,  die  strengen  Formeln  des  Art.  26  mit  blosser  Rtick- 
sieht  auf  die  Glieder  erster  und  zweiter  Ordnung  zu  ent- 
wickeln. Wir  verweisen  in  dieser  Beziehung  auf  die  mehr 
citirle  HANSsif'sche  Abhandlung  in  den  Astronom.  Nachrichten 
Nr.  800,  S.  131  flg. 

29. 

Ft&r  die  Berechnung  der  allgemeinen  oder  absoluten 
S  t  ö  r  u  n  g  e  n  ist  es  zweckmässig,  von  anderen  Differentialformeln 
auszugehen,  die  sich  auf  folgendem  Wege  ergeben.  Wir  Ainden 
An.  26 

und  schreiben  dafür 

J^\a'^  J^  ^  -{•  da 

oder 

Dieser  Ausdruck  hängt  von  den  variabeln  Elementen  J  e  und  x 
einerseits  und  andererseits  von  den  Coordinaten  q  und  t;  des 
idealen  Systems  III  ab.     Vergleichen  wir  hiermit  die  Formel 


J  ^  ifir, 


dL=-.1-  — +^(1  +  ecosK^;c)), 
welche  sich  von  dui  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  r^  und  i\ 


4)  Es  ist  einleuchtend,  dass  zeitlich  and  rttamlich  benachbarten | 
Stellen  der  gestörten  Bahn  unter  umständen  stark  abweichende  osculirenda 
Ellipsen  entsprechen  können,  wie  z.  B.  auch  der  Radios  des  Krümmungs- 
kreises  rasch  und  stark  sich  andern  kann.  , 
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Statt  Q  und  t;  geschrieben  sind,  so  kann  man  mittelst  des 
TiTLOB'schen  Satzes 

erhalten,  wenn  wie  früher  die  Differentialquotienten  auf  die 
Zeit  t  bezogen  werden,  sofern  dieselbe  nicht  in  den  osculiren- 
den  Elementen,  sondern  in  den  Polarcoordinaten  r^  und  i;^  des 
iweiten  Systems  vorkommt.    Man  6ndet  leicht 

r-  = ^  {e,  sin/;  —  e  sin(/;  —  djr)  +  ce,  sind;:} 

u.  s.  w. 

Dem  für  dL  gefundenen  Ausdrucke  lassen  sich  verschie- 
dene Formen  geben.     Vermöge  der  Relationen 

i\-j:  =  /o  — dx  =  /'— Äv,     wo     di;  =  v--Vo  =  V/— /; 
oebst 

ecosf  =  '^ 4  ,     e  sinA==  ^  r 

ergibt  sich  einerseits: 

eine  tdr  die  ZurttckfOhrung  auf  die  störenden  Kräfte  besonders 
geeignete  Gleichung.  Andererseits  erhält  man  durch  Ein- 
führung der  wahren  oder  der   excentrischen   Anomalie    die 

Formeln 


152  W.  SCHBIBNEB, 

wofür  wir  schreiben  wollen: 

Diese  Form  ist  gewählt,  weil  die  Entwickelangen  von 

OP  00 

C0S6  +  ^e  ^^ccp  oospg  und  sine  =^/?t,  ßiop^ 
1  i 

keine  constanten  Terme  besitzen. 

30. 

Hier  sind  die  drei  mit  den  störenden  Kräften  verschwin- 
denden, sogenannten  Hansen*schen  unabhängigen  Ele- 
mente^) 

dS    ST    und    dW 

an  die  Stelle  der  Elemente  J  e  und  x  getreten,  und  zwar  hat 


man 


«=-ft(»+^)^+a: '-''-«•>! 


Setzt  man  zur  Abkürzung 


(I>  =  2^-^=4+d(D, 


'0 


4)  Siehe  Uanseh,  über  die  unabhängigen  Elemente  deri  Fundamenta 
Astron.  Nachrichten  Nr.  425,  an  anderen  Orten  findet  sich  <f  ^  durch  den 
Fficfcor  y^  —  e}  dividirt, 
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so  folgt 

und 

Damit  wird 
nebtt 

Diesen  Formeln  schliessen  sich  an : 
and  nach  Maltiplication  durch  l—j-j  : 

Die  vorstehenden  Gleichungen  sind  sammtlich  streng  richtig 
ond  h'efem  bei  Beschränkung  auf  die  erste  Potenz  der  störenden 
Kräfte  die  Approximationen 

*    a  *  a         n 

<  — e 
1— e 
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mithin 

Vergleicht  man  damit  den  früher  gefundenen  Werth 

oa  = (-C08/  +  -. ,  de ^or, 

so  wird 

n 
Letztere  Relation  folgt  auch  direct  aus  den  Gleichungen 

a*C'  =  4  =  (*+'^")*(*+«^^') 
oder 

wenn  man  unter  Beschränkung  auf  die  Glieder  erster  Ordnung 
d  J'  =  (JL  =  ^  -  Ua  =  -  IdO)  -  2da 

setzt.     Uebrigens  kann  diese  Gleichung  mit  Vortheil  zur  Con- 
trole  oder  auch  zur  directen  Berechnung  von  dy  benutzt  werden^}. 

Einen  strengen  Ausdruck  zur  Berechnung  von  8a  erhalt 
man  wie  folgt.    Differentiirt  man  den  Werth 

^^    Ol  J^ 


\)  Hansbm,  Störungen  der  kleinen  Ptonet^n,  Erste  Abb.  Art.  47,  Zw^eile 
Abb.  Art.  64,  Dritte  Abb.  Art.  40. 
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r 
nach  l^j  sofern  diese  Grösse  explicite  in  a  =  —  vorkommt,  ISsst 


also,  wie  bereits  frOber 
berfleksichtigt,  so  folgt 

geschehen, 

die  variabeln  Elemente 

an- 

hdyt 

'i 

4    da 

=  — 

^i 

4    a' 

oder 
ia'= 

=  -8 

!«'  = 

."-•1 

a' 
h*dL 

JtvA- 

-  A  ^— r  av  .. 

.1 

neben 

Die  Einftthrung  der  Hansen'schen  charakteristischen 
FanctioD  dL,  mit  den  drei  unabhängigen  Elementen  dS  iT 
und  dW^  reicht  mithin  aus,  um  die  Differentialquotienten  der 
Slörongen  da  und  dy  des  Radiusvectors  und  der  mittleren 
AnomaUe  zu  entwickeln.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  d3  in 
den  Coefficienten  der  TATLOR'schen  Entwickelung  von  da'  nicht 
Torkommt. 

31. 

Es  kommt  nunmehr  darauf  an,  die  characteristische  Function 
ÖL  durch  die  sttfrenden  Kräfte  auszudrücken  *).  Diess  geschieht 
am  einfachsten  dufCh  die  Gleichung  des  Art.  29 

Differentiirt  man  nach  den  variabeln  Elementen,  so  folgt  sogleich 
und  integrirt: 


4)  Hahsin  bezeichnet  dL  durch  W,  (-irr-)  durch  T. 
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Hier  sind  nach  der  frtther  eingeftthrten  Beieichnung  unter 
dem  Integralzeichen  r^  und  t;Q  resp.  f^  als  Gonstanten  zu  be- 
trachten. Wenn  man  in  dem  Integral  /  /  -r— |  dt  nur  die  Glieder 

erster  Ordnung  berücksichtigt,  aber  ohne  r^  und  f^  als  con- 
stant  zu  betrachten,  so  wird 

Man  kann  den  Integralaasdruck  für  dL  auch  mittelst  der 
Werthe  von  öS'  dT  und  dW  ableiten.   Offenbar  ist 

dL  =fdS'dt+[eos6^-\-^e^)fdT'dt  +  \T^  siae^fd*P'dl 

und  hierfür  darf  man  schreiben: 

(JA=J*{(JH'  + (cos e^  +  ie,)«^ 7"+ Vr^ sin eid«F'}  d7 

=/|d  »• + (^  COSÄ+  |e,)  <jr' + ^  sin?;  a  vj  dl , 

wenn  bei  der  Integration  die  Grossen  r^  f^  s^  als  constant  be- 
trachtet, also  nur  nach  der  Zeit  integrirt  werden  soll,  sofern  die 
Elemente  von  t  abhängen.   Man  hat  demgemäss 

während  die  Differentialquotienten  ohne  Rücksicht  auf  die 
Variabilität  der  Elemente  werden: . 
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^  =  p?==^{-Bin/-o(jr  +  (co8/;  +  6o)iJ'F} 


\^  =  -(^r{co8AcJr+sin/",dy} 


/a.v> 


=  -  (^)  ((cose,  -  eo)  (jr  +  l/r=lf sineo  cJ  »F) 


u.  s.  w. 


selbstverständlich  materiell  in  UebereiDstimmung  mit  den  An.  89 
entwickelten  Werthen.  Man  sieht  daraus,  dass,  wie  bereits  be- 
merkty  diese  Differentialquotienten  nur  von  den  beiden  Ele- 
menten d  T  und  dV  abhängig  sind. 


Die  Differentiation  der  Elemente  SO  dSüT  dV  liefert 


^^=-(#+4')^' 


(?£'=  <Ja>'4-^^^^  j(eco8^jt-«,)^-e'oo8d;t+cz'8in<Jzj 
^7"  =  ^Ti3pj  j{e.  —  «co8^z)-j  +  «'«»^Z  —  «/«in^zl 

Sabstitoirt  man  hier  die  Aosdrttcke  des  Art.  1 7 

.     e'  =  —  [eXufdfi  +  {co8/'+  cose)  dS} 
«%'  =  -^  j(^  +  4 )  8in/-(JS  -  co8/-dR  j  , 
so  erhalt  man  nach  leichter  Redaction 
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(Jä'=  da^  ^  ?^  J8mi//(JR  +  [(4  +  -)  cosv^  +  -^^]  dS\ 
cjr^^jsmV/<JR+[(l+-)cosi/;  +  I^]dSJ 

(J'F'=^  j-co8i/;(JR+(<  +-^)sini/;<JS(  , 

und  diese  Werthe  fahren  nach  ihrer  Substitution  in  |  -r— j  wie- 
der zu  dem  oben  direct  abgeleiteten  Integralausdruck  tax  dL. 

32. 

Es  bleibt  noch  die  Ermittelung  der  absoluten  Breiten- 
störungen. Um  diese  ähnlich  zu  behandeln,  wie  die  Störungen 
des  Radiusvectors  und  der  mittleren  Anomalie ,  schreiben  wir 
wie  Art.  27 

dP=  pdcü  =  ^{d9sinö  —  d?|  cos«) 
und  vergleichen  damit  den  Ausdruck 

dR  =  r^  (dq  sinu^  —  dq^  cosUq)  . 
Dann  wird  analog  wie  bei  d^ 

WO 

-TT-  =    T-?-,  {^9(cos«,  +  c,  cosor.)  +  ^^.{sinu,  +  c,  sin »,)} 
b*dR 


u.  s.  w. 
Ausserdem  hat  man 


dR  =  7\  siuu^l  dq'dt  —  r^  cos  u^  1  dq[  dt 

— -^  cosöoUa/ —  r^^cosu^  I  —^smeoUrfi 
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wo  wiederum  r^  tind  f^  bei  der  Integration  als  constant  zu  be- 
trachten sind.  Schreibt  man 

SR  =  ro  sin/,  dp-  r,  cos/;  8Q, 

d(?  =  coscr^^dg+sinnr^d^^ 

dQ^=  — sinnTodg+costBr^dg,., 

so  bestimmen  sich  die  Elemente  6  Q  und  d  Q^  durch  die  Diffe- 
rentialgleichungen 

.^,       rcost        ,  ...  ^-.,      rcosi   .     ,  ... 

dO  =  —7—  cosifjöU  ,       d(?/  =  sini//  du  . 

Uebrigens  ergibt  die  directe  Differentiation  nach  den  Ele- 
menten 

(-^)  =  ^(^g'  sinu,  —  dql  cosu,) 
=  r,{dQ'sinf,^dQlcosf,) 
= —costsindvdU  , 

eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung,  doch  darf  man  nicht  daraus 
schliessen,  dass  auch  dR  von  der  zweiten  Ordnung  sei:  es  folgt 
nor,  dass  das  Integral 

J*~5  cosi  8in(/',  —  V;)  dll  dt 

/TT  *  —  — 

~  cosifiin(/;  '-tp)dtf  weil 

zwar/;  —  \pz=zdv  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist,  aber 
nicht  die  Differenz  f^^tp^  deren  beide  Theile  von  den  unter  eio- 
ander  unabhängigen  Yariabeln  t  und  t  abhängen.  Weiter  ist  auch 

h8R       /i   fr  cost.      ,~        .    ,  .v^i,  TT 

~ht^TJ  -^(^^^(/o  -  V')  +  ^0  cosi//)  du  flff 

von  der  ersten  Ordnung. 

Dagegen  ist  d  P  eine  ideale  Coordinate  und  folglich 

©=» 

dP'  =  -— =  (p'sinö  +  ^ö'cosö)dg  — (p'cosö  — ^ö'sinöjd^j. 


100  W.  SCBBIBNBR, 

Drückt  man  dq  und  ^q^  durch  dP  und  dP'^Sf  so  wird  nach 
Art.  iß 

da  = T (sina  +  «.sinorj  JP 

^         p      dt;        p^ '  •         •' 

^          sine  ddp       <   ,        .  .  ,  »^ 

da.  = -3 (oostf^+  Cft  costarJ  dP 


.     ==  —  (d^fcose  +  e^  cosnf^)  +  dq^  (sin  0  +  «^  siöuro)} 


ddp 

dP'  =  — ^  |(co8ä  +  e^cosar,)/  -—j-^ cos« dU d^  + 

+  (sinö  +  e^sinm^)f^-^  sin&dU  di\ 
oder 

dP'=^f^^^  (cos(vJ  —  i/^)  +  e,  008  «/;)düd7 
neben 

Wenn  man  nur  die  Glieder  niedrigster  Ordnung  berttck- 
sichtigt,  80  ergeben  die  Entwickelungen  der  letzten  Artikel  für 
die  Berechnung  der  Störungen  erster  Ordnung  die  Gleichungen 

dda .hSL         ddy ^ 

neben  der  zur  Controle  benutzbaren  Formel 

und  fttr  die  BreitenstOrangeD 

dR  =  "^-^^fr  8in(Ä-  f)d\idt 
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33. 

Setst  man  mit  Bbssu. 

'i      p!       <  (pH-<)!+2!(p  +  2)!       3!  (p  + 3)1  "*"  * ' 
so  wird  fOr  X  =  ^pe,  wie  spater  gezeigt  werden  soll: 

^-y{sinp9=--=i=|  =  -5- 


?=1 


7===  =  -5- Sine 


Wir  können  hiernach  dL  die  Form  geben 

WO  das  neue  Element  dX  den  Gleichungen  genügt 

-n./'jaH+{Jco»/;+|Odr+J.in/;dyjd<. 


192  W.  ScHBUlfBB, 

Man  erkennt  hier  ohne  Weiteres  das  Stattfinden  der  GleichuDg 

——  =  0,  wenn  man  ohne  Rücksicht  auf  die  Elemente  diffe* 
dt 

rentiirt,  also  dS  dT  dV  als  constant  betrachtet.   Diess  beweist, 

dass  in  der  That  dX  die  Eigenschaften  eines  Elements  besitit. 

Durch  Einfahrung  der  im  Art.  31  gefundenen  Werthe  von 
d8'  dT'  dV  erh&lt  man  mittelst  der  Störungscomponenten 

neben 

^  Po    *• 

Es  ist  nun  leicht,  aus  den  Formeln 

dl  =  (J©  +  ^  cos/l  <jr  +  ^  sin/;  (J^P 
UL^        sin/;    ^y  ,  co8/'(>  +  g«^,y 

die  Gleichungen  abeuleiten : 

jy_      008/;  + e,j^      008/;  +  «,  j^      r,     ain/;    adl 
^y__s|n4^^^       sin/^  _rj^JdX; 
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Veii>indet  man  damit  den  Äusdraok  fur 


Sl 


*  Po       0 


aod  schreibt  zur  Abkürzung 

d^  =  g,ö3-fdLdg,, 
SO  wird 

34. 

Bei  UebergehuDg  der  Glieder  höherer  Ordnung  vereinfachen 
sich  die  aufgestellten  Formeln  sehr  wesentlich.  Zunächst  erhalt 
oian  wegen 

J  ^  dg  ^      lig  dg 

,-_,/.  ^  3a\d^         /  a\ddy       dresinf  dda 

jT  — Q  cosAH-- ^  3^      cos/'+e  ddy         arsin/*  d<?a 
•  u, «    sin/*    <J^j_    sin/*    c/^y         ir^osf^dda 

-  t::^?  ^  +  r^v  dg  ""  avr=?  "^7  * 

Ferner  vermöge  Art.  22 : 

ö^=9 dy=g dg H-\ —    ,        ,de -— ==5x 

^n         ^     ^  n         ^     a\    >/i/r=?         a'l/r=?  "^ 

.    ^  /8^    .   R         r\dda 


44< 


IM  W.  Scmnni, 

Zur  Redadion  auf  die  eUiptiBehBtk  Elemente  aber  ftlhrt  di 
GleielniDg 

in       -         1  +  1«*  j  ,        *+l«*:i 

SelbstTenUmdUeh  kann  man  io  den  obigen  Aosdrfickei 
veraiittebt  der  Relation 

J  dg 

dJ  oder  -r-^  ellminireD,  resp.  durch  da  ersetzen,  wenn  abe 

Hamsbit  bemerkt  1),  dass  die  vier  Elemente  XST  und  V  (lineai 
durch 

no%  =  oy.     -TT'^-^j    v  =  oa    and    S  =  — r- 
^  ^      dt         dg  ^  J 

aasgedrttckt  werden  können,  so  scheint  diess  auf  einem  Miss 
verstflndniss  zu  beruhen,  da  wegen  der  erwähnten  ReUt»( 

die  Grössen  -^ ,  v  und  S  nicht  unabhängig  von  einander  sxaj 

Ich  habe  diess  bei  der  Herausgabe  der  unvollendeten  Ahhmj 
lung,  in  welcher  die  Worte  hinzugefügt  sind  >  welches  aber  ^ 
weiter  unten  geschehen  soll c ,  hervorzuheben  unterlassen.  üdiräH 
definirt  Hansbic')  dca  bisher  eliminirte  vierte  Element  X^  «mai 
Beschränkung  auf  die  ersten  Potenzen  der  Hassen,  dnrck  ^ 
Gleichung  I 

fi  dT  ViZr^    r  r*       1   .  ^ 

dVVT^.r*       2  +  3A,  ., 

^i^t~^r~ya' — 8~"/r' 

I)  in  der  nachgelassenen  Abhandlung  über  die  Siönmgem  4Br 
Ptaneim  (4975)  S.  36S. 

t,  ft.  ft.  O.  S.  867:  In  den  vorstehenden  Ausdrücken  ist,  wir  man 
•iahe  AUron.  Nachr.  Nr.  4Z5,  S.  Z74),  Bin  Blement  eliminirte  nu-«ir*  j 
angeführt  werden  muss,  wobei  jedoch  nur  auf  die  ersten  Potensm  Air  M 
HUcksicht  genommen  %u  werden  braucht. 
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oder 

V4  —  e 

Diese  Grosse  ist,  gleich  dg^  nur  als  ein  stellvertretendes  Element 
ro  bezeichnen. 

Die  Ausdrücke  mit  fittlfe  der  störenden  Kräfte  endlich 
werden:  • 

i5'=  _  l2  ,'dT  =  -  ^  j  e  sin/-«  + 1- <JS  j 
<r=  ^  {ain/'<JR  +  (co8/'+  cose)  <JS} 
<¥'=  ^  j  -  co«/-<JR  +  (l  +  -)  sin/"  «JS  j 
«•  =  -  3  j  ^  j  e  sinZ-dR  + 1- ÄS  j 

wofllr  man  auch  schreiben  kann 


ir-gdg^=°^^'^j(8-^+|eco8/-)dR-|(<+-)e8i<dSJ 
Da  nun 


soerliXlt  man 


'•=-*/f^»=i/('-|^)'"-*« 


166  W.  Soinnxn, 

dy  =  nffdS'dt*  -fm'  -  gdS')  dt 


VT^/.  .   r^r    .  ^C,^,_,,  .  VT^^/r' 


35. 

Wir  wollen  jetzt  noch  den  Fall  des  Art.  1 5  ins  Auge  fassen, 
wo  die  störenden  Kräfte  eine  Störungsfunetion  Sl  besitzen ,  fttr 
welche 

>»       i^ß       ^^       ^t  öß         -     ...  l     bß 

dR  =  A^-,     dS  =  — T7    ^»^d    dU  =  — T — -T-r 

dr  '  r   ö/^  rsinu  dt 

gesetzt  werden  kann.    Alsdann  erhHlt  man  durch  Einftihrung 
der  am  Schlüsse  des  Art.  1 5  gegebenen  Ausdrücke 

J_  .    ,__^5ß___3a_^Äß 

—  OA  =  —  3  a  — . 
n  fjL  hg 

und  damit 

+ H  +  —  r sm/^l l[- -=r  -—  I  dg 
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Selbstverständlich  kann  auch  hier  das  Doppelintegral 

durch  swei  einfache  Integrale  ersetzt  werden.  Für  die  Störungen 
des  Badiusveeiors  und  der  Breite  ergeben  sich  analog  die  Werthe 

und 


oder 

acosf 


()w  = 


^VT:=^ 


^  /      V  sinu     hl     ^  '  J  smu     dt     ^S 


Die  vorstehenden  Formeln  eignen  sich  für  die  Berechnung 
der  Störungen  in  erster  Approximation,  obgleich  durch  den 
Nenner  e,  resp.  die  Differentiation  nach  e^  bei  der  Entwickeluug 
Dich  den  Potenzen  der  Excentricitflt  die  Ordnung  der  betreffen- 
den Glieder  um  eine  Einheit  herabgedrttckt  wird  ^). 

In  Nr.  436  der  Astron.  Nachrichten  S.  56/66  führt  Hansen 

Terschiedene  Formen  seiner  Function  —  r=  (-r — )  ein,  welche 

n  ^  hg  '       ' 

ftlr  die  Berechnung  der  Störungen  erster  Ordnung  je  nach  Um- 
ständen als  vortheilhaft  zu  bezeichnen  seien  ^).    Substituirt  man 


4)  Als  ich  im  Jahre  1850,  bei  Gelegenheit  der  auf  Hansbi«*»  Anregung 
^OD  der  NatnrforscbeDden  Gesellschaft  in  Danzig  für  4.0ct.  4850  gestellten 
Preuanfgabe  über  Mondstöningen  von  langer  Periode ,  die  obige  Formel 
nr  Berechnung  von  dy  vorschlug,  sprach  sich  Hanskr  gegen  die  derselben 
n  Gnmde  liegende  Einführung  des  eliminirten  Elementes  3E  aus.  Es  war 
mir  daher  interessant,  aus  der  nachgelassenen  Abhandlung  über  die  Stö- 
rungen der  grossen  Planeten  zu  ersehen ,  dass  er  sptf ter  in  gewissen  Fällen 
diese  EinfObmog  für  nöthig  oder  zweckmässig  gehalten  hat. 

5)  Vergl.  auch  die  Abhandlung  über  die  Störungen  der  grossen 
Hoaefeii  Art  SS— 15. 
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in  der  Gleiohimg  >) 

die  umstehend  aufgeführten  Werthe  von  d0'  dT'  pnd  dV,  so 
erhMt  man  fOi  Issfj, 

Hansbn  schreibt  dafttr 

n  Jj        e  '  ö j       y'i-.e*  öt;  H    o       ^  ' 

a      hü  g.  Q    . 
VT^T?  he      a       ^ 

und  setzt  hinzu,  dass,  obschon  diese  Form  die  EntwickeluDg 
von  ß  um  eine  Ordnung  htther  in  Bezug  auf  e  verlange,  er  sie 
bei  einer  ausgedehnteren  Entwickelung  der  Störungen  nach 
den  Potenzen  von  e  etc.,  den  beiden  anderen,  a.  a.  O.  aus  den 
Pundamentis  novis  investtgationis  orbitae  Lunae  und  der  Preis- 
schrift über  die  Störungen  des  Jupiters  und  Saturns  entlehnten 
Formen  vorziehen  würde.  Diese  lauten 

—  r=s  Aa h  Bar-T— 

n  dt?  ör 

und 

n  *     hg         *       hr 


4)  Ich  bemerke,  dass  obgleich  hier  bloss  Glieder  erster  Ord- 
nung berücksichtigt  i^erden,  wir  die  Indices  bei  r^  und  f^  beibe- 
halten haben,  ^etl  bei  der  zum  Uebergang  auf  &L  dienenden  Integration 
diese  Grossen  als  constant  zu  betrachten  sind,  was  von  uns  unter  dem 
Integralzeichen  durch  einen  Strich  ausgedrückt  worden  ist.  Haksen 
schreibt  stattdessen  ^  und  9 ,  welche  Grössen  erst  nach  der  Integration 
durch  r  nnd  f  ersetzt  werden  sollen,  worauf  sich  bei  ihm  der  Strich  in  den 

Gleichungen  nz  «=  9  -f- «  /  Wdt  und  «7  =  —  inj  —  dt  besieht,  während 

W^Crdt  gesetzt  ist 
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and  beruhen  auf  den  Ansdrtteken: 

<  g^_  3o      X  aß_^    3r     l  iresinf  hü       r  >fl| 

\  .-,  3o*       i  i        .    .aß   ,    p  ößj  ^    Ihii 

8r     A  I  rsin/*  ftfl       4  /p  _  ^\Äß( 

^—e^fi  lyf3^  ör       7'r"""  o^' ö^i 

— oy= — , —  <  — rcos/^-r — \-  [KA — ]mif-:r^\ 

=  j i  —  iMH — )^^^f^ , \—Gosf+ie\-r-[ 

i  —  e*fit\    '  p'      '  bj      |/4_el^a      ''      '  brS 

X  (/     .  ,      5         -r\   öß     -/,  .   r\   rcsln/*  dßj 


170  W.  Sgbubnbb, 

Selbstverständlich  ergeben  sieb  diese  Werthe  aucb  direot  ans 
der  Gleichung  des  Art.  34  : 

Leipzig,  Januar  1897. 
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Otto  Staude  in  Rostock:  Die  algebraische  Grundlage  der 
Focaleigenschaften  der  Paraboloide.  Mit  2  Figuren. 

§  «. 
eegenstamd  der  Mittheiliuis. 
Bezogen  auf  das  gewöhnliche  Goordinatensystem  Oxy  der 
Ebene  stellt  die  Gleichung: 
y*  +  ipx  —  p*  =  0 
ein    System    confocaler   Parabeln 
dar,  welche  ihren  Brennpunkt  in 
0  haben  und  nach  links  oder  rechts 
geöffnet  sind ,  jenachdem  p  >>  0 
oder  p<0  (v(^.  Fig.  1).     Diese 
Gleichung  zerfällt  nun  vermöge  der 
Identität 


-pij  +  ^^-p) 


(<) 

=  (p  —  a?  —  r)  (p  —  x  +  r), 
wo  r  den  absoluten  Werth  der 
Quadratwurzel 

bedeuten  soll,  in  die  beiden  Gleichungen 
(V)  ir:=p-x 
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TOD  denen  (vgl.  Fig.  1)  die  erste  far  die  linken,  die  zweite  fQr 
die  rechten  Parabeln  des  confooalen  Systems  die  gewöhnliche 
FoecUeigenschaft  der  Parabel  ausdrückt  ^). 

Ich  werde  in  den  folgenden  §§  zeigen,  dass  in  völlig  ana- 
loger Weise  auch  die  Gleichung 

welche  alle  möglichen  Paraboloide  umfasst,  als  Gleichung  3. 
Grades  fttr  p,  in  drei  lineare  Factoren  zerlegt  werden  kann  (vgl. 
unten  §  6, 1 4),  von  denen  je  einer,  jenachdem  p  zwischen  —  oo 
and  0  oder  0  und  e  oder  e  und  +  oo  liegt,  der  Pocaleigenschaft 
des  Püraboloides  entspricht  (vgl.  unten  §  7,  46  und  17).  Die 
weitere  Ausführung  dieser  vorläufigen  Hittheilung  behalte  ich 
einer  späteren  Gelegenheit  vor. 

§8. 
Begrif  der  gebrochenen  Focaldistanien. 
In  der  (cy-Ebene  eines  gewöhnlichen  rttumlichen  Coordi- 
oatensystems  Oxyz  sei  die  Parabel  (»Focalparabel«): 
(2)  y«  +  8ca:-c»=0    (e>0) 


^_.'^ 


gegeben.  Ihr  Brennpunkt  B  liegt  im  Goordinatenanfang  0,  ihr 
Scheitelpunkt  C  hat  die  a>-Coordinate  x  =  -^  und  ihre  Directrix 
dd  die  Gleichung  x  =  e. 

4)  Vgl.  die  entsprechende  Bemerkang  über  die  Bilipse  nnd  Hyperbel 
in  den  Vorlesaogen  über  Geometrie  von  Alfred  Glkbscb,  brsg.  von  Lindb- 
1AB9, 1.  Bd.,  Leipzig  1870,  8.  6. 
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Wir  verbinden  (vgl.  Fig.  2)  einen  beliebigen  festen  Punkt 
P=^Xfy,z  des  Raumes,  der  nicht  gerade  auf  der  Focalparabel 
liegt,  geradlinig  mit  deren  laufendem  Punkte  C^:=x^,y^JO  und 
diesen  wieder  geradlinig  mit  dem  Brennpunkte  B. 

Indem  wir  die  Lttnge  r  der  so  entstandenen  gebrochenen 
Linie 

(3)  r  =  PC,  +  C,B, 

die  Summe  der  absoluten  Längen  der  Strecken  PC^  und  G^B^  als 
Function  des  »Knickpunktes«  C^  betrachten,  suchen  wir  ihr 
Minimum.  Dass  es  wenigstens  ein  solches  Minimum  giebt, 
schllessen  wir  daraus,  dass  die  Länge  r,  während  sich  C^  auf 
der  Focalparabel  bewegt,  niemals  verschwinden,  wohl  aber  be- 
liebig gross  werden  kann.  Dass  es  nur  ein  Minimum  giebt,  wird 
sich  im  Verlaufe  unserer  Betrachtung  herausstellen.  Wir  her- 
zeichnen das  Minimum  von  r  mit  r^. 

Indem  wir  in  gleicher  Weise  die  Differenz  r'  der  absoluten 
Längen  der  Strecken  C^B  und  PC^ 

(4)  r'^^PC,  +  C,B 

als  Function  des  »Knickpunktes«  C^  ansehen,  fragen  wir  nach 
deren  Maximum  und  Minimum.  Dass  es  wenigstens  ein  Maximum 
und  ein  Minimum  giebt,  schliessen  wir  daraus,  dass  der  positive 
oder  negative  Werth  der  Differenz  /,  während  sich  C^  auf  der 
Focalparabel  bewegt,  immer  endlich  bleibt.  Dass  es  für  allge- 
meine Lagen  von  P  nur  ein  Maximum  und  ein  Minimum  giebt, 
wird  unsere  weitere  Entwickelung  beweisen.  Wir  bezeichnen 
mit  r,  das  Maximum  und  mit  r,  das  Minimum  von  r'.  Nur  für 
besondere  Lagen  von  P  hat  r'  einen  von  C^  unabhängigen  con- 
stauten  Werth. 

Die  drei  Grössen  r^,  r,,  r,  sollen  kurz  die  drei  gebrochencfi 
Focaldistanzen  des  Punktes  P  gegen  die  Focalparabel  heissen. 

§3. 

Darstellung  der  drei  gebroeheneB  FocaldistanzeiL 

In  Folge  der  Focaleigenschaft  der  Parabel  (2),  fär  deren 

Punkte  C^  stets  x^<Ce  bleibt,  ist  die  absolute  Länge  von  C^B 

gleich  der  absoluten  Länge  C^  D^  des  von  C^  auf  die  Directrix  dd 

gefällten  Ferpendikeb  (vgl.  Fig.  2),  also: 

C^B  =  C^D^=e-'X^, 
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Indem  wir  daher  r  als  gemeinsame  Beseiohnnng  für  r  und 
r  einfahren,  stellt  der  Ausdrtick . 


mit  unbestimmtem  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  die  eine  und  die 
andere  der  Grössen  r  und  r'  in  (3)  und  (4)  dar. 

Dabei  besieht  swischen  x^  und  y^  die  Gleichung: 

(6)  yj  +  2ca?4-c»  =  0. 

Um  die  Maxime  und  Minima  der  Function  (6)  mit  Rücksicht 
auf  die  Bedingung  (6)  su  bestimmen,  eliminiren  wir  x^  und  be- 
trachten y^  als  unabhängige  Veränderliche. 

In  dieser  Auffassung  ist: 

mit: 

(8)    ^•  =  f^  +  (a'  +  |-)^-2yy.  +  (a»-|-)+y«  +  ««, 

and  lautet  die  Bedingung  für  die  Maxima  und  Minima  der  Func- 
tion (7): 

;9)  — — i ^11 t.?i  =  o. 

Q  « 

Diese  Gleidiung  ist,  rational  gemacht,  in  y^  vom  3.  Grade  und 
würde,  da  x^  naoh  (6)  rational  von  y^  abhängt,  die  Coordinaten 
^1?  Vi  der  Kniokpnnkte  C,  der  drei  gebrochenen  Focaldistansen 
r,,  r„  r,  bestimmen.  Nur  unter  den  Bedingungen: 

würden  die  sämmtlichen  Goefficienten  der  Gleichung  verschwin- 
den und  Cf  unbestimmt  werden. 

Ohne  dieses  ^erfahren  weiter  zu  verfolgen,  wollen  wir 
direct  eine  Gleichung  für  r^^  r^,  r,  selbst  aufstellen. 

§*. 
Die  kttUsehe  cneiehnng  der  drei  gebroeheBen  Foealdistanzen. 

Zu  dem  Ende  stellen  wir  zunächst  durch  Elimination  von  q 
ans  (7)  und  (9)  die  Gleichung: 


176  O;  Staudi, 

her,  welche  sieh  auf: 

(10)      •  {x  +  r)y,^ey^O 

zusammensieht.  Alsdanii  multiplioiren  wir  die  beiden,  mit 
Rttcksicht  auf  das  doppelte  Vorzeichen  von  f  in  der  Formel  (7) 
enthaltenen  Gleichungen: 

2       2e.     ^         '  2       2«^^ 

miteinander  und  erhalten  onter  Benatsong  von  (8): 

oder: 

Setzen  wir  hier  endlich  den  ans  (40)  folgenden  Werth  Ton  y^ 
ein,  so  gewinnen  wir  als  Resultat  der  Elimination  von  y^ : 

Bei  dieser  Berechnung  ist  die  specielle  Möglichkeit:  r  +  o;  =  0 
ausser  Acht  gelassen,  welche  auf  den  bereits  am  Schlüsse  des 
§  3  bei  (2')  erwähnten  Ausnahmefall  zurttckfahren  würde,  aber 
bei  allgemeiner  Lage  des  Punktes  P  nicht  besteht. 

Nach  Potenzen  von  r  geordnet,  lautet  die  gefundene  Glei- 
chung : 

(42)      r*  +  {X'^  e)r*  —  {x^  +  y*  +  «') r  +  e((»*  +  y») 
—  a?  (ac*  +  y*  +  «•)  =  0. 

Dieser  in  r  kubischen  Gleichung  müssen  die  Blaxima  und 
Minima  der  Function  (7),  also  die  drei  gebrochenen  FoccUdistanzen 

Damit  ist  zugleich  dargethan,  dass  ihre  Gesammtzahl  Dicht 
grösser  als  drei  sein  kann.  Dass  aber  die  Wurzeln  der  Gleicbung 
(12)  alle  drei  reell  sind,  werden  wir  am  Schluss  von  §  6  be- 
weisen. 
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§5. 

ÜRaittellMire  Folgerungen  ans  der  knMselien  öleielinng  der 
gebroehenen  Foenldistanien. 

Die  CoordiaateD  x^ ,  y^  des  Knickpunktes  C^  einer  jeden 
der  drei  gebrochenen  Focaldisianzen  ergeben  sich  aas  (1 0)  und 
';6)  rational  durch  die  betreffende  Wurzel  r  der  Gleichung  (42) 
dargestellt. 

Mit  Rttcksioht  auf  den  Coefficienten  von  r*  folgt  ferner 
ao8(42): 

Zwischen  den  drei  gebrochenen  Focaldistanzen  und  det*  a>- 
Coordinate  des  Punktes  P  besteht  stets  die  Relation : 

(<3)  r^  -j-  r,  +  r,  —  e  +  o?  =  0. 


§6. 

Die  knhisehe  Gleieknng  Ittr  die  Snmmen  je  zweier  gebrochener 
Focaldistanzen. 

Die  Summen:  a:^  +  x,,  x^  +  x^,  x^  +x^  je  zweier  der 
Wurzeln  a)^,  x^,  x^  einer  beliebigen  kubischen  Gleichung: 

ac'  +  pac*  -\-qx  +  r  =  Q 
genttgen  bekanntlich  der  kubischen  Gleichung: 

x^  +  äpflc*  +  (p*  +  7)  05  +  {pq  —  r)  =s  0 . 
Nach  diesem  Satze  ergiebt  sich  ans  der  Gleichung  (12)  sofort: 

Die  Summen:  r^  +  r^,  ^s  +  ^u  ^i  +  ^t  J^  ^u)eier  gebro- 
chener FoccUdistanzen  sind  die  Wurzeln  der  in  s  kubischen  Glei-- 


«»  4-  2(a;  —  6)  ä*'+  (e*  —  Sex  —  y«  ^  -s«)  s  +  ez*  =  0, 
die  auch  in  der  Form  geschrieben  werden  kann : 

—  Äy'  —  {5  —  e)  a*  +  5  (5  —  e)[^x  +  s  — e)  =  0. 
Es  besteht  daher  identisch  in  s  die  Gleichung : 

—  s(e  —  s)\-^ 1 [-ix  +  s  — 

*         Mc  —  s      — s 

=  (5  «  r,  -  r,)  (ä  -  r,  -  rj  (s  -  r^  -  r,) 

oder,  wenn  wir  s  =  e  ^  p  setzen,  die  Gleichung: 

liiik.-ph7s.ClM8«.   1887.  i% 
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(U)  _p(p-e)j^  +  -4-  +  8a._pj 

=  (p  _  e  +  r,  +  r.)  (p  —  e  +  r,  +  rj  (p  —  e  4-  r,  +  r,), 

wozu  man  die  Gleichung  §  1,  (1)  vergleiche. 

Dass  die  Wurzeln  der  in  p  kubischen  Gleichung : 

(<5)  _p(p_e)j^  +  -^4-2^-pj  =  0, 

welche  bei  festem  e  ein  System  oonfocaler  Paraboloide  mit  dem 
Parameter  p  darstellt,  alle  drei  reell  sind  und  zwischen  den 
Grenzen  —  oo  und  0 ,  0  und  «,  e  und  +  cx>  liegen,  ist  bekannt. 
Danach  sind  r^  +  r,,  7',  +-  r^ ,  r^  H-  i\  und  damit  auch  r^^r^y  r^ 
alle  drei  reell. 

§7- 
Die  Foealeigengchaften  der  Paraboloide. 

In  Folge  der  Identität  (44)  hat  das  Paraboloid  (45)  je  nach 
der  Grösse  von  p  eine  der  drei  Pocaleigenschaften: 

r^  +  r,-e  +  p  =  ^ 

r^  +  r,  —  e  -h  p  =  0 . 

Mit  Rücksicht  auf  die  Relation  (43)  können  wir  diese  Eigen- 
schaften auch  in  der  folgenden  Form  ausdrucken : 

Ir^  +  03  —  p  =s  0 
r,  +  a;-p  =  0 

welche  den  in  §  4,(4')  erwähnten  Pocaleigenschaften  der  Parabel 
noch  mehr  analog  sind. 

§8- 

Beziehung  zur  Theorie  der  paraholisehen  Goordinaten. 

Schreiben  wir  in  der  Gleichung  (45)  fttr: 

p,  e,  X 

bezüglich 
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SO  geht  sie  in  die  Gleichung: 

aber,  deren  Wurzeln  T  =  lf  fXj  v  die  parabolischen  Goordinaten 
des  laufenden  Punktes  Xj  y,  z  sind  ^).  Es  ergiebt  sich  daher, 
kurz  ausgedrückt,  das  Resultat: 

Die  Definitionsgleichung  der  parabolischen  Goordinaten  ist  die 
kubische  Gleichung  für  die  Summen  je  zweier  gebrochener  Focal- 
distanzen. 

In  diesem  Sinne  ist  die  Theorie  der  parabolischen  Goordi- 
naten und  die  der  gebrochenen  Focaldistanzen  als  vollkommen 
gleicbwerthig  zu  betrachten,  und  kann  behufs  der  Entscheidung 
darflhery  welche  von  den  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 
12)  das  oben  in  §  2  mit  r,  bezeichnete  Minimum  des  Aus- 
drackes  r  in  (3),  welche  das  Maximum  r,  und  welche  das 
Minimum  r,  des  Ausdruckes  r'  in  (4  j  ist,  auf  die  Untersuchungen 
meines  eben  citirten  Baches  verwiesen  werden.  Aus  diesen  er- 
giebt sich,  dass,  wenn  die  parabolischen  Goordinaten  i',  !.t,v 
den  Ungleichungen: 

entsprechend  bezeichnet  werden,  die  geometrisch  unterschie- 
denen drei  gebrochenen  Focaldistanzen  sich  so  darstellen : 

l  r,  =  -J(       X^^t—p-y], 

Von  diesen  ist  r,  (in  meinem  Buche  r^  genannt]  als  die  kürzeste 
Entfernung  der  Punkte  P  und  B  (vgl.  Fig.  2)  über  die  Focal- 
parabel  (2)  die  stabile  Gleichgewichtslage  eines  von  P  nach  B 
s;espannten  und  über  die  Focalparabel  frei  gleitenden  Fadens. 
Aber  auch  die  Focaldistanz  r,  in  (19)  kann,  mit  Benutzung  der 
Dipm'schen  Focaleigenschaften  der  beiden  »conjugirten  Focal- 
parabelnc  §  2,  (2)  und  §  3,  (2')  des  Paraboloides,  durch  die 
iQrzesie  Entfernung  s^  des  Punktes  P  vom  Brennpunkte  C  der 
f*arabel  f2'}  über  diese  hinweg  vertreten  werden.   Es  ist  nämlich 

ß-7 


4)  Wie  in  meinem  Buche:  Die  Focaleigenschaften  der  Fifichen  S.  Ord- 
lODg,  Leipzig  4  896,  S.  4  49,  4  5. 

4  a* 
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Die  stabilen  Gleichgewichtsfiguren  r^  und  $^  eines  Fadens  gehen 
daher  in  die  4.  und  3.  Gleichung  (47)  und  in  die  S.  Gleichung 
(4  6)  ein,  welche  bei  Einführung  von  r^  und  s^  und  A,  ^u,  v  lauten: 


(20) 


r,  +  x--^  =  -l 


r,-s^=fi 


ß  +  y 


s^  —  x+^=v. 


In  dieser  Form  habe  ich  die  Fooaleigenschaflen  der  Para- 
bolotde  in  meinem  Boche  angegeben  (vgl.  daselbst  S.  4  53,  For- 
meln (56)  mil  den  Werthen  von  d  and  d'  Z.  5  v.  o.  und  mit 
X'  =  Y,  v'  =  ß,  r  =  r,,  s  =  s„  und  S.  1 58,  Formel  (68)). 

Bostock,  Februar  1897. 


Sophoi  Lie,  Das  AbePsche  Theorem  und  die  Translations- 
mannigfaltigkeiten» 

In  dieser  Abhandlung  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  vier 
Fanctionalgleichungen : 

^*i  M  +  ^k,{tt)  +  Ak,{t,)  =\,  (rj  +  Aj^M  +  Aft,(r,) 
(4  =  4,2,3,4) 

io  allgemeinster  Weise  zu  befriedigen.  Dabei  setzen  wir  voraus, 
dass  die  sechs  Grössen : 

^17   Uj  hl    ^*  >  ^1  >  ^3 

durch  drei  und  nur  durch  drei  Relationen  gebunden  sind,  die 
sowohl  nach  den  i  wie  nach  den  v  aufgelöst  werden  können. 

Bezeichnen  wir  eine  dreidimensionale  Mannigfaltigkeit  des 
Raumes  x^ ,  x,,  o;,,  x^  als  eine  Translations-if, ,  wenn  sie  durch 
Tier  Gleichungen  von  der  Form: 

dargestellt  werden  kann,  so  dürfen  wir  sagen,  dass  unser  Pro- 
blem darauf  hinauskommt ,  im  vierfachen  Räume  x^  ...  x^  alle 
dreidimensionalen  Mannigfaltigkeiten  zu  finden,  die  in  zwei- 
facher (oder  mehrfacher)  Weise  als  Translations-if,  aufgefasst 
werden  können. 

In  früheren  Arbeiten  ^)  kündigten  wir  an,  dass  alle  Lösungen 
Qoseres  Problems,  die  nicht  nur  auf  lineare  Relationen:  c^x^  4* 
+  04X4  +  0  =  0  führen,  durch  eine  gewisse  Deutung  bez. 
Umkekrung  des  AbePschen  Theorems  gefunden  werden  können. 
Immerhin  ist  zu  beachten,  dass  wir  in  diesen  älteren  Arbeiten 
die  sich  Übrigens  auf  n- fach  ausgedehnte  Räume  bezogen)  aus- 


4)  Vgl.  insbesondere  eine  im  Jahre  4  89S  in  den  Gomptes  rendas  ver- 
dflientlichle  Note:  »Sur  um  interpr^tation  nouveUe  du  tMorime  ^Äbeh,  se- 
ile eine  noch  filtere  Abhandlung  im  Norwegischen  Archiv,  Bd.  7,  488S. 
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drttcklich  die  beschrankende  Voraussetzung  einführten,  dass 
die  sechs  Grössen  U  und  Ti  durch  keine  Relation  verknüpft  sein 
dürften,  die  woniger  als  vier  unter  diesen  Grössen  enthielte. 

In  dieser  Arbeit  lassen  wir  diese  Beschränkung  fallen  und 
geben  die  vollständige  Lösung  des  oben  aufgestellten  Problems, 
das  sich  auf  den  vierfach  ausgedehnten  Raum  bezieht.  Ich  be- 
halte mir  vor,  später  meine  analogen  Untersuchungen  über 
Translationsgebilde  des  n-faohen  Raumes  in  extenso  zu  ver- 
öffentlichen. 

Hoffentlich  wird  es  mir  auch  gelingen,  meine  Untersuchun- 
gen über  Mannigfaltigkeiten,  die  in  mehrfacher  Weise  durch 
Gleichungen  von  der  Form: 

darstellbar  sind,  zum  befriedigenden  Abschluss  zu  bringen.  Vor- 
läufig möchte  ich  nur  bemerken,  dass  bei  diesen  schwierigen 
Untersuchungen  die  allgemeine  Theorie  der  höheren  compleccen 
Zahlen  verwerthet  werden  kann. 


Kapitel  I. 
Erledigmng  eines  Httlfsproklems. 

Eine  zweidimensionale  Mannigfaltigkeit  des  n-fachen  Rau- 
mes z^z^  ...  2„,  die  durch  n  Gleichungen  von  der  Form: 

^*  =  4.(M  +  ^Ä«W  (*  =  4,2...n) 
dargestellt  wird,  enthält  zwei  Schaaren  congruenter  und  gleich- 
gestellter Curven ,  die  wir  erhalten ,  wenn  wir  entweder  dem 
Parameter  t^  oder  aber  dem  Parameter  t^  constante  Werthe: 
t^  =  a^ ,  bez.  t^  =  a,  ertheilen.  Eine  solche  Mannigfaltigkeit 
bezeichnen  wir  als  eine  Translations-M^  des  n-fachen  Rau- 
mes. Sie  besitzt  die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  sie  in 
zwei  verschiedenen  Weisen  durch  Translationsbewegung  einer 
Curve  erzeugt  werden  kann. 

Hierbei  ist  nun  wohl  zu. beachten,  dass  eine  if,,  die  in  einer 
Weise  durch  Translation  einer  Curve  c^  erzeugt  werden  kann, 
fmmer  noch  eine  zweite  derartige  Erzeugung  gestattet.  Wird 
nämlich  eine  M^  durch  Translationsbewegung  einer  Curve  c\ 
beschrieben,  so  durchlaufen  alle  auf  c^  gelegenen  Punkte  Bahn- 
curven  c^,  die  unter  einander  congruent  und  gleichgestellt  sind; 
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diese  Jf,  lässt  sich  daher  auch  durch  TranslalioDsbeweguug 
einer  c,  eneugen. 

Kann  eine  if,  in  mehrereu,  etwa  in  q  Weisen  durch  Trans- 
lation von  Gurven  eneugt  werden,  so  ist  q  entweder  eine  gerade 
Zahl  oder  aber  unendlich;  denn  die  betreflfenden  Brseugungen 
ordnen  sich  offenbar  paarweise  susammen. 

Wir  wollen  annehmen ,  dass  eine  vorgelegte  M^  durch 
Translation  einer  Curve  c^  erzeugt  wird,  und  dass  alle  Punkte 
dieser  Curve  die  congruenten  Bahncurven  c^  durchlaufen;  wir 
nehmen  femer  an,  dass  dieselbe  if,  auch  durch  Translations* 
bewegung  einer  Curve  yt^  beschrieben  wird ,  und  dass  die  ent* 
sprechenden  Bahncurven  x^  heissen.  Es  ist  dabei  nicht  ausge- 
schlossen, dass  die  Curve  c^  mit  der  Curve  yt^  identisch  ist, 
obgleich  die  Bahncurven  c,  von  den  Bahncurven  x,  verschieden 
sind.  Liegt  ein  solcher  Fall  vor,  so  giebt  es  zwei  verschiedene 
mßnitesimale  Translationen,  die  eine  Curve  der  Schaar  c^  in  eine 
benachbarte  Curve  derselben  Schaar  überführen.  Dann  aber  ge- 
stattet Cf  eine  infinitesimale  Translation  in  sich,  und  ist  somit 
eine  Gerade.  Die  M^  enthält  dementsprechend  oo*  parallele  Ge- 
raden und  kann  naturgemttss  als  eine  cylindrische  Mannigfaltig- 
keit bezeichnet  werden. 

Wir  formuliren  dieses  Resultat  als  Satz : 

Sati  I.  Kann  eine  zweidimensioncUe  Mannigfaltigkeit  des 
n-fachen  Raumes  in  zwei  Weisen  als  Translaiions- M^  aufgefasst 
werdenj  so  ist  sie  entweder  cylindrisch  und  kann  dementsprechend 
m  unendlich  vielen  Weisen  durch  Translation  einer  Curve  erzeugt 
userden,  oder  aber  sie  enthält  [mindestens)  vier  verschiedene  Schaa- 
ren  congruenter  und  gleichgestellter  Curven, 

Wir  richten  jetzt  unsere  Aufmerksamkeit  auf  nicht-cylin- 
drische  M^  des  n-fachen  Raumes,  die  in  zwei  (oder  noch  mehr) 
Weisen  als  Translations-Jlf,  aufgefasst  werden  können.  Wie  so- 
eben, bezeichnen  wir  die  vier  auf  dieser  M^  gelegenen  Schaaren 
congruenter  und  gleichgestellter  Curven  mit  c^,  c, ,  x,  und  x, ; 
dabei  nehnaen  wir  an,  dass  die  beiden  Curvenschaaren  c^ ,  c,  zu 
der  einen  Erzeugung,  die  beiden  anderen  Schaaren  x« ,  x,  zu  der 
anderen*  Erzeugung  gehören.  Durch  jeden  Punkt  allgemeiner 
Lage  dieser  Jf,  geht  eine  Curve  aus  jeder  Schaar;  wir  bezeich- 
nen die  zugehörigen  Tangenten  der  Curven  c^  und  c^  mit*  t^  und 
f„  femer  die  Tangenten  der  Curven  x^  und  x,  mit  T^  und  r,. 
Nach  unseren  Voraussetzungen  sind  diese  vier  Tangenten  paar- 
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weise  von  einander  verschieden,  und  daher  giebt  es  in  dem  be- 
treffenden Punkte  unserer  i/^  immer  swei  ganz  bestimmte  Tan- 
genten CO,  und  (o^,  die  sowohl  zu  dem  Geradenpaare  t^^  t^  wie 
zu  dem  Paare  v^ ,  r,  harmonische  Lage  haben. 

In  dieser  Weise  ordnen  wir  jedem  Punkte  unserer  M^  zwei 
Tangenten  (o^  und  w^  zu.  Sodann  denken  wir  uns  die  beiden 
Curvenschaaren: 

ß^  =  Const. ,     ß,  =  Gonst. 

bestimmt,  deren  Gurven  in  jedem  Punkte  von  einer  Gerade  io^ 
bez.  Cd,  berührt  werden.  Es  ist  dann  leicht  zu  sehen,  dass  die 
hiermit  gefundenen  Curvenschaaren :  ii^  =  Const.  und  £2^  = 
ConsU  gewisse  charakteristische  Eigenschaften  besitzen«  Pro- 
jiciren  wir  in  der  That  unsere  J/,  durch  Orthogonalprojeciion  in 
irgend  einen  dreifachen  Raum,  so  erhalten  wir  immer  eine 
Fläche  dieses  Raumes,  die  in  zweifacher  Weise  als  Translations- 
fläche aufgefasst  werden  kann,  und  dabei  sind  die  Projectionen 
der  Curven  ii^  =  ConsL  und  ii^  =  Const.  immer  die  Haupt- 
tangentencurven  dieser  Fläche, 

Unsere  Jf,  dachten  wir  uns  im  n-dimensionalen  Räume 
2^  z,  ...  z„  gelegen,  und  dieser  Raum  möge  im  (n-f-  2)-dimen- 
sionalen  Räume  ^i  ^t  •-•  ^n^4 »  ^i  enthalten  sein.  Alsdann  kann 
unsere  J/,  nach  Ausführung  einer  passenden  Bewegung  des 
(n  -h  2)- fachen  Raumes  durch  n  Gleichungen  von  der  Form: 

dargestellt  werden. 

Projiciren  wir  nun  diese  M^  durch  Orthogonalprojection  in 
den  dreifachen  Raum  Hj  ^ti  ^%i  ^  S^^^  ^^^  ^^  ^^^  Fläche  z^^  = 
q>k{!^^x^)  dieses  Raumes  über,  und  es  sind  die  Projectionen  der 
beiden  Curvenschaaren :  .Q,  =  Const. ,  ii^  =  Const.  für  jedes  k 
die  Integralcurven  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und 
zweiten  Grades: 

Hieraus  folgt  nun,  dass  die  beiden  Gleichungen : 

b^Xk  b*!fk  Ö'gjfc 

bxl  bx^bx^ 
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imaier  bestehen,  welche  unter  den  Zahlen  1 ,  S  . . .  n  auch  k  und 
i  sein  mtfgen. 

Es  sind  daher  z^ ,  z^, ...  9^  gemeinsame  particuläre  Losungen 
zweier  linearer  partieller  Differentialgleichungen,  die  immer  auf 
die  Form : 


.3) 


b*z 


bU 


b*% 


-5^  =  a(x,a:,)-j^,   ^^^^=  ß{x,x,)-^ 

gebracht  werden  ktfnnen.  Und  da  die  quadratische  Gleichung  (4) 
iwei  verschiedene  Wurzeln  hat,  so  muss  auch  die  Äquivalente 
Gleichung : 

adx]  +  ißdx^  dx^  +  dx\  =  0 

zwei  verschiedene  Wuneln  haben,  was  wieder  heisst,  dass  die 
Grösse  a  —  ß^  nicht  identisch  verschwindet. 

Nun  aber  finden  wir  durch  Differentiation  von  (3)  vier  Glei- 
chungen dritter  Ordnung: 


b^% 
da:? 


—  a 


bx\bx^ 
b^z 
bx\bx^ 


deren  Determinante: 


ß 


d»a 


da 

d«j 

dx. 

hx\  ' 

d« 

i*z 

dx. 

hxi  > 

hß 

b*z 

dx, 

hxl  ' 

dß    a« 


4 

0 

—  a 

0 

0 

1 

0 

—  a 

0 

1 

-ß 

0 

0 

0 

i 

-ß 

d  d?|  d  rr|        "  bx\         bx^     bx\ 


:/<* 


nicht  identisch  verschwindet.  Hieraus  können  wir  schliessen, 
dass  die  allgemeinste  gemeinsame  Lösung  der  beiden  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  (3)  von  vier  willkürlichen  Con- 
stanten abhängt,  und  dass  daher  fünf  beliebige  particuläre  Lö- 
songen,  x.  B.  ir^,  js,,  ...  s^  immer  durch  eine  lineare  und  homo- 
gene Belation: 

*i  ^t  +  ^'t«i  H 1-  K^%  —  ^     (*f  =  Const.) 

verbunden  ßiQd« 
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Also  ist  unsere  M^  immer  in  eioer  sechsdimemionalen  ebenen 
Mannigfaltigkeit  des  Raumes:  o?,,  cc,,  js^,  is,  ...  2„  enthalten,  und 
diese  sechsdimensionale  Ebene  enthält  tlberdies  die  ebene  Man- 
nigfaltigkeit: 

^1=0^»      5,  =  0...  5^  =  0. 

Nun  aber  liegt  es  in  der  Natur  der  Sache,  dass  die  ebene 
Mannigfaltigkeit:  js,  =  0,  ...  j;„  =  0  keine  besondere  Stellung 
einnimmt,  und  also  dürfen  wir  sohliessen,  dass  unsre  if,  in  einem 
dreidimensionalen  ebenen  Räume  enthalten  ist. 

Hiermit  ist  das  folgende  beachtenswerthe  Theorem  ge- 
funden : 

Theorem  I.  Kann  eine  zweidimensionale  Mannig- 
faltigkeit des  n-fachen  Raumes  in  zwei  oder  noch  mehr 
Weisen  als  Translations-M^  aufgefasst  werden,  so  ist 
sie  entweder  cylindrisch^  d.  h.  von  cx>*  parallelen  Ge- 
raden erzeugt,  oder  aber  sie  liegt  in  einem  dreifachen 
ebenen  Räume,  und  in  diesem  Räume  ist  sie  dann  eine 
Fläche,  die  in  mehrfacher  Weise  als  Translationsfläche 
aufgefasst  werden  kann. 

Hiermit  ist  die  Restimmung  aller  zweidimensionalen  Man- 
nigfaltigkeiten, die  in  zweifacher  Weise  als  Translations-if,  auf- 
gefasst werden  können,  geleistet. 

Ich  behalte  mir  vor,  in  späteren  Publicationen  diesen  schö- 
nen Satz  nach  mehreren  Richtungen  zu  verallgemeinem.  (Vgl. 
Norw.  Archiv  1882,  Rd.7,  S.  176.) 


Kapitel  IL 
Formaliraiig  eines  allgemeinen  Problems. 

Wie  in  früheren  Arbeiten  bezeichnen  wir  eine  dreidimen- 
sionale Mannigfaltigkeit  des  vierdimensionalen  Raumes  x^,  ac^, 
x^yX^  als  eine  Translations-Mannigfaltigkeit,  präciser  als  eine 
Translations-J/3 ,  wenn  sie  durch  vier  Gleichungen  von  der  Form 

^^  (/c=1,2,3,4) 

dargestellt  werden  kann.  Die  Grössen  t^ ,  /,  und  ^5  sind  Para- 
meter, deren  Elimination  eine  und  nur  eine  Gleichung  zwischen 
den  X : 


Das  Abil'sghb  Thbohbm  btg.  187 

liefert,  und  diese  Gleichung  gtebt,  dürfen  wir  sagen,  die  CJarte- 
sische  Darstellung  unsrer  Jf, . 

Ertheilen  wir  den  beiden  Parametern  t^  und  ^3  constante 
Werthe  a,  und  a,,  fassen  dagegen  l^  als  einen  veränderlichen 
Parameter  auf,  so  bestimmen  die  hervorgehenden  Gleichungen: 

^k  =  ^fc, (^)  +  h, K)  +  ^&3  W       (*==<,  2,  3, 4) 

eine  eiruiünensionale  Mannigfaltigkeit,  oder  wie  wir  sagen  wol- 
len, eine  Curve,  die  auf  unsrer  M^  gelegen  ist  und  mit  dem  Sym- 
bole Cf  g  Q  bezeichnet  werden  möge.  Und  da  a,  und  a,  be- 
liebige Gonstanten  darstellen  können ,  so  erhalten  wir  zweifach 
anendlich  viele  Curven  c,  ^  n  \  «He  diese  Curven  sind  unter 
einander  congruent  und  gleichgestellt.  Wir  drücken  dies  kürzer 
aus,  indem  wie  sagen,  dass  unsere  M^  durch  Trcmslatianibewe- 
rjung  einer  Ourve  Ct    a    a.  ^^^^9^  werden  kann. 

Es  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  unsere  3/,  in  drei  ver- 
schiedenen Weisen  durch  Translationsbewegung  einer  Cur ve  erzeugt 
wird,  und  wir  wählen 

^<,,a,,a,J     ^Oi,<j,a3;     ^a,,a,,«3 
als  Symbole  dieser  drei  Curvenschaaren.  Durch  jeden  Punkt  der 
-tf,  geht  eine  (und  im  Allgemeinen  nur  eine)  Curve  aus  jeder 
Schaar. 

Unsere  if,  kann  aber  noch  in  anderer  Weise  in  congruente 
und  gleichgestellte  Mannigfaltigkeiten  zerlegt  werden.  Ertheilen 
wir  nämlich  einem  einzelnen  unter  den  drei  Parametern  tj^  etwa  t^ 
einen  Constanten  Werth  a,,  so  bestimmen  die  hervorgehenden 
Gleichungen : 

^k  =  4i  (M  +  ^Ä«  {Q  +  ^ks  («3) 

far  jeden  Werth  der  Grösse  a,  eine  zweidimensionale  Mannig- 
faltigkeit: 

"^t,,t,,a,^ 
and  die  hiermit  definirten  00*  zweidimensionalen  Mannigfaltig- 
keiten fn^  t^  a  ^^^^  unter  einander  congruent  und  gleichge- 
stellt. Aehnliche  Zerlegungen  unserer  jf,  erhalten  wir ,  wenn 
wir  dem  Parameter  t^  (oder  aber  dem  Parameter  t^)  nach  und 
nach  verschiedene  constante  Werthe  ertheilen.    Wir  finden  also 
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drei  HaDnigfaltigkeitsschaaren,  deren  jede  aus  oo*  congraenten 
und  gleichgestellten  zweidimensionalen  Mannigfaltigkeiten  be- 
steht; diese  Mannigfaltigkeiten,  die  sammtlich  auf  unserer  If, 
liegen,  bezeichnen  wir  mit  den  Symbolen : 

durch  jeden  Punkt  der  if,  geht  eine  Mannigfaltigkeit  aus  jeder 
Schaar. 

Wir  fassen  diese  Ergebnisse  zusammen ,  indem  wir  sagen, 
dass  unsre  M^  in  drei  Weisen  durch  TranslcUionsbewegung  einer 
zweidimensionalen  Mannigfaltigkeit  erzeugt  werden  kann. 

Ertheilen  wir  in  den  Gleichungen: 

^k  =  K  ih)  +  ^kt  (^)  +  4sK)  (*  =  <,  2,  3,  i) 
einer  solchen  zweidimensionalen  Mannigfaltigkeit  m^  ^  ^  dem 
einen  Parameter,  etwa  t^,  nach  und  nach  verschiedene  feste 
Werthe  a,,  so  sehen  wir,  dass  diese  Mannigfaltigkeit  einfach 
unendlich  viele  congruente  und  gleichgestellte  Gurven  c^  ^  ^ 
enthalt;  sie  enthalt  aber  offenbar  auch  oo^  congruente  und 
gleichgestellte  Gurven  c^^  ^^^^^. 

Um  die  Sprache  zu  erleichtern,  werden  wir  von  jetzt  ab  die 
Gurven  der  Schaar  c^^^^^^  ^^  kurz  mit  c,  und  dementsprechend 
die  Gurven  der  Schaaren  c^  *  -  und  c«  „  *  mit  c,  bez.  c. 
bezeichnen.  Wir  bezeichnen  andererseits  die  Mannigfaltigkeiten 
m^  i  ^  mit  m,  und  dementsprechend  die  Mannigfaltigkeiten 
m«  n*  t  ^^^  ^a  /  t  ™^t  m,  bez.  m. .  Jede  auf  unserer  J/, 
gelegene  m^  enthalt  oo*  Gurven  c,,  sowie  oo*  Gurven  c,.  Ist 
überhaupt  t ,  A-,  j  eine  beliebige  Permutation  der  Zahlen  1 ,  2,  3,  so 
enthält  jede  m,-  einfach  unendlich  viele  Curven  c^  und  ebenfalls  oo* 
Curven  cj. 

Ftlhrt  man  in  die  Gleichungen: 

^k  =  4i  (^)  +  ^Ät  W  +  ^kM      (*  =  ^  2,  3) 

statt  der  Parameter  ^^  neue  Parameter  r, ,  r, ,  r,  durch  die  Sub- 
stitution: * 

U  =  Vii^ii'^*7  r,)         (1  =  4,2,3) 
ein,  so  werden  die  neuen  Gleichungen : 

^k  =  ^k(^i^^ti^z)        fA=4,2,3,4) 
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im  Allgemeinen  nicht  die  Form : 

(2)       a-t  =  A,Jr,)  + Ai.(r,)  +  Ai,(r,)        (*  =  1  ...  4) 

besitsen.  Ausnahmsweise  kann  dies  doch  eintreten,  und  wir 
stellen  uns  in  dieser  Abhandlung  grade  die  Aufgabe ^  alle  Trans- 
lations-M^  zu  finden,  deren  Gleichungen  in  mehreren  Weisen  auf 
die  Form: 

(«)     cOf,  =  Aj,,{t,)  +  Aj,M  +  AuAt,)        (A:  =  4,2,3,  4) 

gebracht  wei*den  können.  Dabei  setzen  wir  von  vornherein  aus- 
drücklich voraus  y  dass  der  Uebergang  von  einer  bestimmten 
Darstellung  (4)  einer  if,  bu  einer  anderen  derartigen  Darstellung : 

^k  =  Ak,  K)  +  Afe, (r,)  +  Aft,  (r,)        (Ä  =  4 ,  2,  3,  4) 

derselben  M^  nicht  durch  drei  Gleichungen:  t^  =  q)^(T^,  r^,  r,) 
vermittelt  wird,  deren  jede  nur  eine  Grosse  t  enthalt. 

Die  eben  vorgetragene  Fassung  unseres  allgemeinen  Pro- 
blems mUssen  wir  als  eine  analytisch-synthetische  bezeichnen. 
Unter  Umstanden  kann  aber  eine  rein  analytische  Fassung  vor- 
theilhafter  sein,  und  wir  heben  daher  ausdrücklich  hervor,  dass 
unser  Problem  auch  in  der  folgenden  Weise  formulirt  werden 
kann: 

Wie  findet  man  alle  Lösungen  der  vier  Functionalgleichungen : 

^ki  M  +  ^kM  +  ^ks  (^)  =  ^ki  (^4)  +  ^kt  M  +  Ajfc,  (r,) 
(*  =  4,2,3,4) 

zwischen  den  vierundzwanzig  Functionen: 

^«W,    Aft^tr,-),         (fc  =  4  ...4;  i,y=4,2,3), 

deren  jede  nur  von  einem  Argumente  abhängt.  Es  wird  voraus- 
gesetzt, erstens  dass  die  sechs  Argumente  ^4 ,  ^i  ^,  ^4,  ^t ,  ^9  durch 
drei  und  nur  durch  drei  Relationen  verknüpft  sind,  zweitens  dass 
diese  BekUionen  sowohl  nach  t^,  t^,  t^  wie  nach  t^jT^,  t^  auflös- 
bar sind,  drittens  dass  nicht  jedes  tf^  nur  von  einem  r,-  abhängt. 

Dass  wir  den  Fall,  dass  jedes  ti^  nur  von  einem  r^  abhängt, 
von  vorneherein  ausschliessen,  beruht  darauf,  dass  unser  Pro- 
blem in  diesem  Falle  keine  Schwierigkeit  und  auch  kein  Inter- 
esse darbietet.   Setzten  wir  nSmlich  zum  Beispiel: 
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so  erhielten  wir,  welche  auch  die  Functionen  9)j(ty],  sowie  die 
Functionen  Aj^i{t^)  wSIren,  immer  eine  Lösung,  und  zwar  in  der 
Regel  die  allgemeinste  zugehörige  Lösung  unseres  Problems,  in- 
dem wir  den  Ajt,(r,)  die  Formen: 

ertheilten. 

Wenn  wir  später  unser  allgemeines  Problem  ernstlich  in 
Angriff  nehmen,  werden  wir  sehen,  dass  noch  weitere  Lösungen 
als  selbstverständlich  oder  jedenfalls  relativ  uninteressant  ab- 
getrennt werden  können;  so  z.  B.  erhalten  wir  eine  selbst- 
verständliche und  triviale  Lösung,  wenn  wir  den  cichtsehn 
Functionen: 

^iiih),  ^tiWi  M^i)f  A.,-(r<),  \i(ti),  \i{Ti) 
arbiträre  Formen  ertheiien,  —  die  nur  der  Beschränkung  unter- 
worfen sind,  dass  die  drei  Gleichungen: 

^k,  (M  +  ^kM  +  ^hM  =  A^,  (rj  +  ^^,,{T,)  +  Afe3(r3) 
(A'  =  4,2,3) 

sowohl  nach  den  t  wie  nach  den  t  auflösbar  sein  sollen  — ,  und 
sodann  die  .4^^  und  A^j  durch  die  beiden  Gleichungen: 

Av(^>)  =  c,  \j{rj)  +  c,A^(ry)  +  c,A^{tj) 

mit  denselben  Constanten  Coöfficienten  c^ ,  c^j  c^  bestimmen. 
In  diesem  Falle  stellen  die  Gleichungen  [i]  eine  ebene  Mannig- 
faltigkeit dar;  denn  die  durch  Elimination  der  Parameter  /« ,  /,,  /<, 
hervorgehende  Gleichung: 

X^  ==  C|  X^  -j-  C^  X^  -)-  Cj  Xj 

ist  in  den  x  linear.  Diese  Betrachtungen  zeigen,  dass  jede 
dreidimensionale  Ebene  des  vierfachen  Raumes  in  unendlich 
vielen  Weisen  durch  vier  Gleichungen  von  der  Form: 

^k  =  ^ki  M  +  ^ktM  +  ^^3(^3)   (A'  =  4  . . .  4) 
dargestellt  werden  kann;  sie  zeigen  überdies,  wie  man  alle  der- 
arft^eti  Darstellungen  einer  bestimmten  dreidimensionalen  Ebene 
findet. 

Wir  können  und  wollen  daher  in  den  folgenden  Entwicke- 
lungen  von  den  ebenen  Translations-1/,  absehen. 
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Kapitel  III. 

Partielle  Differentialgleichiingen,  deren  Integralgeltilde 
Translatioiis-ir»  sind. 

Wir  werden  jetzt  gewisse  partielle  Differentialgleichungen 
ableiten,  deren  Integralgebilde  Translations-if,  des  vierdimen- 
sionalen  Ranmes  x^J  x^^  x^,  x^  darstellen.  Um  uns  der  gewöhn- 
lichen Formelsprache  möglichst  genau  anzuschliessen,  ersetzen 
wir  x^  durch  z  und  betrachten  dementsprechend  x^y  x^j  x^,  z 
als  Cartesüche  Punktcoordinaten  des  vierdimensionalen  Raumes. 

Wird  nun  eine  M^  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 
2  =  f{x^x^x^)  definirt,  so  ist  es  im  Allgemeinen  zweckmässig, 
filr  die  partiellen  Ableitungen  von  z  nach  den  x  abgekürzte 
Bezeichnungen  eioiuftthren,  und  wir  setzen  daher,  wie  bei  frü- 
heren Gelegenheiten: 


bz  b 


bxr^''     dMr*  =  ^»*     (t,Ä-  =  4,2,3); 

später  werden  wir  für  die  höheren  Ableitungen  ähnliche  Ab- 
kürzungen einführen. 

Bestimmen  die  vier  Gleichungen: 

[x,  =  A^,(i,)  +  Ai,[t^)  +  AM,     (/=4,2,3) 

*^        U  =C,(g  +CM  +C,(t,) 

eine  Translations-if,  des  Raumes  js,  0?^ ,  o;,,  tr,,  so  liefert  jedes 
Werthsystem  t^jt^^  t^  einen  Punkt  dieser  Translations-i/^ ,  und 
dementsprechend  definirt  jedes  benachbarte  Werthsystem 
^i  +  d^i,  i^  +  d^tt  ^  +  ^^  einen  benachbarten  Punkt  der  My 
Zu  jedem  Punkte  t^^  t^,  t^  gehören  somit  oo*  Fortschreitungs- 
richtungen,  die  auf  derJ^,  liegen,  und  als  Bestimmungsstücke 
dieser  oo*  Richtungen  dx^  :  dx^ :  dac, :  dz  können  wir  die  Ver- 
hältnisse dt^  :  d.t^ :  d/,  anwenden.  Der  Inbegriff  dieser  Fort- 
schreitungsrichtungen  bildet  ein  zweidimensionales  ebenes  Ge- 
biet, das  in  den  folgenden  Untersuchungen  eine  wichtige  Rolle 
spielen  wird;  die  Differentiale  df^,  dt^j  dt^  können  wir  gradezu 
als  homogene  Coordinaten  der  betreffenden  Fortschreitungsrich- 
tuDgen  auffassen. 

Der  analytische  Zusammenhang  zwischen  den  Differentialen: 
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dz,  dx^ ,  dx^,  dx^  und  den  Ableitungen  erster  Ordnung  p^j  p^, 
p,  wird  durch  die  bekannte  Gleichung: 

dz  —  p^  dx^  —  p^dx^  —  p,  dx^  =  0 

gegeben,  die  wir  auf  die  Form : 

oder  auf  die  äquivalente  Form :  1 

bringen  können.  Diese  letzte  Gleichung  zerlegt  sich,  da  die 
Differentiale  dt^j  dt^,  dt^  von  einander  unabhängig  sind,  in  die 
drei  Gleichungen : 

(A-=4,2,3). 

Aus  diesen  Relationen  leiten  wir  neue  ab,  indem  wir  nach 
t^  differentiiren;  setzen  wir  dabei  voraus,  dass  dielndices  t  und 
k  von  einander  verschieden  sind,  so  erhalten  wir  die  drei  Glei- 
chungen : 

die  durch  Substitution  der  Werthe: 

dp/  da;,    ,  da?.    ,  bx» 

die  Gestalt : 

^'=r,,Ali{t,)-Al^(l^)+r„Aii(ti)-Ai^(t„)+r„AU(lt)A;titk) 
+r,,{A'u(ti)  ■  Aikitkl+AiiU  ■  A[M+U^{AiiA',J,+AU  A^j,) 

.      (.•,A=1,2,3;,^=A) 

nnnehmen.   Denken  wir  uns  hier  die  Parameter  t^ ,  t^  und  f,  als 
Functionen  von  p^ ,  p,  und  jd,  vermöge  der  Gleichungen  : 

Ck'itk)  -  Pi  AU(tk)  -  PtA',,(t^)  -p,^;k(t»)  =  0 


(3) 
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aosgedrttckty  so  erhalteo  wir  die  angekttndigten  partiellen  Diffe- 
rentialgleicbungen  zweiter  Ordnung,  die  wir  jetzt  deuten  wollen. 
Wir  werden  sehen,  dass  sie  zunftohst  aussagen,  dass  zwischen 
den  drei  früher  besprochenen  Gurvensohaaren  c^,  c,  und  c, 
charakteristische  Beziehungen  stattfinden. 

Durch  jeden  Punkt  einer  M^  gehen  zweifach  unendlich 
Wele  Geraden,  die  unsere  M^  berühren  und  als  Tangenten  be- 
leichnet  werden.  Unter  diesen  oo*  Tangenten ,  die  sämmtlich 
i'd  der  dreidimensionalen  Tangentialebene  liegen,  giebt  es  ein- 
fach unendlich  viele,  die  unsere  M^  osculiren  und  dementspre- 
chend als  Hcmpttangenten^)  bezeichnet  werden  können.  Diese 
Hanpttangenten,  oder  präciser  gesagt  die  oo*  Fortschreitungs- 
richtongen  längs  einer  Haupttangente  werden  durch  die  Glei- 
chung: 

.^,       0  =  r^^dx\  +  r„dcDj  +  r„d(rj  +  ir^^dx^  dx^ 

+  ir^dx^dx^  +  ir^^dx^dx^ 
nisammen  mit 

0  =  dz  —  p^dir^  —  p^da?,  -—p^dx^ 
hestimmU 

Diese  Formeln  zeigen,  dass  die  oo^  durch  einen  Punkt 
einer  JT,  gehenden  Haupttangenten  im  Allgemeinen  einen  Kegel 
zweiteü  Grades  bilden,  der  in  der  dreidimensionalen  Tangen- 
tialebene enthalten  ist.  Die  oo*  Tangenten  im  betreffenden 
Punkte  bilden  ja  ein  zweidimensionales  ebenes  Gebiet,  und  als 
homogene  Coordinaten  der  einzelnen  Tangenten  können  wir 
anstatt  der  drei  Differentiale  dt^,  dt^,  dt^  ebensogut  die  drei 
Differentiale  dx^f  dx^j  dx^  anwenden;  den  Zusammenhang 
twischen  diesen  beiden  Coordinatensystemen  liefern  eben  die 
linearen  Gleichungen: 

dxt  =  A^[(t,).dt,+A^(t,)^dt,  +  A,i(t,)'dt,     (*=4,8,3). 

Es  ergiebt  sieh  daher,  dass  die  obenstehende  Gleichung  (S)  der 
Hanpttangenten ,  die  in  den  dxi^  homogen  und  vom  zweiten 
Grade  ist,  wirklich  einen  Kegel  zweiten  Grades  darstellt. 


4)  Die  Ausdehnang  der  Begriffe  Haupttangente  und  Haupttangenten- 
CQTTe  auf  «  Dimensionen  deutete  ich  im  Jahre  487S  in  den  Verbandlungen 
^  Geseilschaft  der  Wissenschaften  zu  Christiania,  S.  483,  an. 
IbtiL-phjs.  ClftM6.  1897.  48 
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Aus  der  projecliven  Geometrie  ist  es  nun  bekannt,  dass  in 
dem  sweidimensionalen  ebenen  Gebiete :  dx^ :  dx^ :  dx^  aller 
Tangenten  einer  M^  in  einem  beliebigen  Punkte  die  beiden  Tan- 
genten: dx^ :  dx^ :  dx^  und  dx^  \ix^:  6x^  dann  und  nur  dann 
hinsichtlich  des  Kegels  der  Haupttangenten : 

0  ==  r^^  dx\  +  r„  dx\  +  r,,  dx\  +  Sr^,  dx^  dx^  +  2  r^,  dx^  da?, 

+  2r„da?,da?3 

conjugirt  sind,  wenn  die  Gleichung: 

Orrrrr^^  dx^ix^+r^^dx^dx^+r^^dx^dx^-\-r^^{dx^  6x^+dx^dx^ 

+  r^^[dx^dx^  +  da?^da?,)+  r„(daj,(Ja?3  +  dcc^da?,) 

besteht.  Beachten  wir  andererseits,  dass  die  frtther  besproche- 
nen Gurven  c^  der  Translations-itf,  (1)  durch  Gleichungen  von 
der  Form: 

xj^  ==  il/ti  (M  +  Const. 

definirt  werden,  und  dass  somit  im  Punkte  t^^  t^^  t^  die  Tan- 
gentialrichtung  der  hindurchgehenden  Gurve  c^  durch  die  Glei- 
chungen: 

dxu  =  Ai^[t,)dt,,  d%^C[(t,)dt, 

bestimmt  wird,  so  sehen  wir,  dass  die  frtther  gefundenen  Diffe- 
rentialgleichungeu : 

\+Ai,^A[;^+r,MUAik  +  AUA[k)  +  U^[A'uAlk+AU^^^ 

die  jede  Translations-lf,  (4)  befriedigt,  direot  aussagen,  daas  in 
jedem  Punkte  einer  solchen  M^  die  Tangenten  der  drei  hin- 
durchgehenden Gurven  c^,  c,,  c,  paarweise  hinsichtlich  des 
Kegels  der  oo^  Haupttangenten  in  diesem  Pnukte  conjugirt  sind. 

Wir  fassen  die  hiermit  gefundenen  Ergebnisse  zu  einem 
Theorem  zusammen. 

Theorem  2.   Ertheilt  man  in  den  Gleichungen: 

einer  Translations-M^  den  beiden  Parametern  ^  und  t, 
constante  Werthe,  so  bestimmen  die  hervorgehenden 
Gleichungen  oo*  auf  der  JfcT,  gelegene  Curven  c^,  die  un- 
ter einander   congruent  und  gleichgestellt  sind*     Eine 
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Trans lations^M^  enthält  drei  solche  Carvenschaaren: 
c^J  e^  und  c,,  deren  jede  aus  co*  amgruenten  und  gleich'* 
gestellten  Curven  besteht.  Durch  jeden  Punkt  allge- 
meiner  Lage  der  M^  geht  eine  Curve  aus  jeder  Schaar, 
und  die  Tangenten  dieser  drei  Curven  im  betreffenden 
Punkte  sind  paarweise  zu  dem  Kegel  der  Haupttan^ 
genten  conjugirt.  Diese  Beziehungen  finden  ihren  ana- 
lytischen Ausdruck  in  den  Differentialgleichungen : 

(3)  +r,,{A\-AU  +  A;,A\,)  +  r,,(A:^AU  +  Ai,A:^) 

und  diese  Gleichungen  verwandeln  sich  in  drei  lineare 
partielle  Differentialgleichungen,  die  z  als  Function 
»ofi  a?4,  ac,,  rr,  definiren,  sobald  jedes  tj^  durch  Auflösung 
der  Gleichung: 

ci{ik]-Pi^M  - Pt^itk)  - p,^ik(h)  =  0 

als  Function  v$n  p«  ^  p«,  p|  ausgedrückt  wird. 

Jede  Translations-if, ,  deren  Gleichungen  in  der  Form 

,;       ^k  =  ÄkiM  +  AkM  +  Ä^(U)f    (*-=<,  8,  3,  4) 
s  =  C,(0  +C,(t,)  +C,(0 

vorliegen,  bestimmt  somit  drei  lineare  partielle  Djfferentialglei- 
chimgen,  in  denen  z  als  Function  von  x^y  x^,  x^  auftritt.  Unter 
den  gemeinsamen  Lösungen  dieser  drei  partiellen  Dififerential- 
Sleichongen  ist  uns  eine  bekannt;  richtiger  gesagt ,  wir  finden 
eine  solche  Lösung,  wenn  wir  zwischen  den  Gleichungen  (1)  die 
Parameter  t^ ,  t^  und  t^  eliminiren  und  die  hervorgehende  Re- 
lation nach  z  auflösen.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  unsere 
drei  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen  (3)  noch  weitere 
gemeinsame  Lösungen  besitzen.  Dies  folgt  schon  daraus,  dass 
diese  drei  Gleichungen  in  den  r^j^  linear  und  homogen  sind, 
w^rend  die  Goefflcienten  der  r^^  ^^^  ^^^  Pij  Pn  Tz  abhängen; 
ist  in  der  That  z  =/*(x4,  a?,,  cc,)  eine  Lösung  einer  oder  meh- 
rerer partieller  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung: 

^  V>ikiPi^PtlPz)^ik  =  ^  7 
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die  in  den  r^j^  (linear  und)  homogen  sind,  während  die  Goeffi- 
oienten  q)^f^  nur  von  Pi  y  p«  y  p,  abhängen,  ao  liefert  die  Gleichung: 

Ä  =  m  .  f{x^  +n^,  x^  +  n^,  cc,  +  n,)  +  k 

immer  eine  allgemeinere  LOaung  mit  fünf  willkttrlichen  Gon- 
stauten. 

In  der  Sprache  der  Mannigfaltigkeitslehre  drttclien  wir  die- 
ses Ergebniss  in  der  folgenden  Weise  aus: 

Die  drei  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  (3),  die 
wir  aus  den  Gleichungen  (4)  einer  vorgelegten  Translations-M^  ab- 
leiteten, werden  nicht  allein  von  dieser  IF,,  sondern  zugleich  von 
allen  ähnlichen  und  gleichgestellten  M^,  die  offenbar  selbst  Trans- 
lations-M^  sind,  befriedigt. 

Unsere  drei  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  (3) 
besitzen  aber  noch  weitere  gemeinsame  Lösungen.  Das  werden 
wir  jetzt  nachweisen  und  gleichzeitig  alle  diese  gemeinsamen 
Lösungen  bestimmen.  Wir  werden  finden,  dass  sie  von  drei  ar- 
biträren Functionen  abhängen  und  dass  sie  lauter  Translations- 
M^  darstellen.  Um  dies  zu  beweisen,  erscheint  es  zweckmässig, 
zunächst  einige  begrififliche  Betrachtungen  vorauszuschicken. 

Auf  der  Translations  M^: 

,^v    [^k  =  h,{h)  +  4,(0  +  4,(0  ,       (*  =  4 ,  2,  3) 

^^  1   ^  =  c,(M  +c,((,)  +c,(g 

nehmen  wir  eine  Gurve  der  Schaar  c^ ,  die  etwa  durch  die  Glei- 
chungen: ^,  =  a,,  ;,  =  a,  definirt  wird.  In  jedem  Punkte  dieser 
Gurve  ziehen  wir  die  Tangente,  deren  Richtung  durch  die  drei 
Gleichungen : 

^  '  dz       a,{t,) 

bestimmt  wird.  Der  Inbegriff  dieser  oo*  Tangenten  bildet  eine 
zweidimensionale  dei;e/oj9pa6/e  Mannigfaltigkeit  d| ,  und  wir  wer- 
den unsere  Aufmerksamkeit  auf  die  unendlich  fernen  Punkte 
dieser  MaDnigraltigkeit  d^  richten. 

Indem  wir  die  Begriffe  der  projectiven  Geometrie  auf  den 
vierdimensionalen  Raum  ausgedehnt  voraussetzen,  können  ^^ir 
sagen j  dass  der  Raum  «j  ix;^,  x^,  x^  dreifach  unendlich  viele  un- 
endlich ferne  Punkte  besitzt,  die  ihrerseits  einen  dreidimensio- 
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nalen  ebenen  Raum  U^  bilden.  Wir  benutzen  dx^ ,  dx^^  dx^,  dz 
als  homogene  Punktcoordinaten  im  U^\  dies  ist  gestattet,  indem 
die DifiTerentiale  dx^J  dx^,  dx^j  dz  eine  Fortschreitung  im  vier- 
dimenflionalen  Räume  bestimmen,  während  andererseits  parallele 
Geraden  des  vierfachen  Raumes  ihren  unendlich  fernen  Punkt 
gemein  haben. 

Wenn  wir  die  hier  vorgetragene  Auffassung  und  Termino- 
logie KU  Grunde  legen,  können  wir  sagen,  dass  die  drei  Glei- 
chungen: 

(4)     dx, :  dx, :  dx, :  dz  =  Ai,  [t,) :  A^,  [t,) :  A^  (i,) :  C;(f,) 

einen  unendlich  fernen  Punkt  bestimmen,  nämlich  den  unendlich 
fernen  Punkt  auf  der  Tangente,  die  wir  an  die  Curve  c^  im 
Punkte  i^   gezogen  haben.    Eliminiren  wir  t^  zwischen  diesen 
drei  Gleichungen,  so  finden  wir  zwei  homogene  Gleichungen: 
^  (dx,    dx^    dx^  _  ^  /d^i    dx^    dxÄ  _  ^ 

'*\d^'  dz  '  dx]~^  '     ^^\dz  '  dz'  dzl~^  ' 

die  eine  unendlich  ferne  Curve  in  U^  bestimmen.  Diese  unend- 
lich ferne  Curve,  die  wir  K^  nennen,  ist  offenbar  die  Schnittcurve 
der  oben  betrachteten  Developpablen  d^  mit  der  unendlich  fernen 
Mannigfaltigkeit  ü^. 

Es  leuchtet  nun  ein,  dass  diese  Curve  K^ ,  die  in  den  fol- 
genden Entwickelungen  eine  wichtige  Rolle  spielen  wird,  immer 
dieselbe  bleibt,  welche  Curve  der  Schaar  c^  wir  auch  wählen. 
Dies  ist  analytisch  evident;  es  ist  aber  auch  begrifflich  klar; 
denn  wenn  auf  eine  Curve  c^  und  auf  die  Developpable  d^ ,  die 
Ton  allen  Tangenten  dieser  Curve  erzeugt  wird,  irgend  eine 
Translationsbewegung  ausgeführt  wird,  so  bleiben  die  unendlich 
fernen  Punkte  dieser  Developpablen  in  Ruhe. 

In  entsprechender  Weise  erkennen  wir,  dass  die  Develop- 
pablen d^  aller  Curven  c,  die  unendlich  ferne  Mannigfaltigkeit  17, 
nach  einer  gemeinsamen  Curve  K^  schneiden,  sowie  dass  die 
Developpablen  ä,  aller  Curven  c,  eine  unendlich  ferne  Curve  K^ 
gemein  haben. 

Es  ist  jetzt  nicht  schwer  zu  sehen,  dass  die  drei  oben  auf- 
gestellten linearen  pactiellen  Differentialgleichungen  (3)  aussagen, 
dass  zwischen  ihren  Integral- iV,  und  je  zwei  unter  den  unendlich 
fernen  Curven  K^ ,  K^  und  üT,  eine  gewisse  Reziehung  stattfindet. 
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Aus  den  Gleichungen  der  Gurve  K^: 

können  wir  durch  Elimination  des  Parameters  t^  swei  Relatio- 
nen: /i  =  0,  (pi  =  0  herleiten,  die  in  den  Differentialen  dx^, 
dx^,  dx^y  dz  homogen  sind  und  sich  somit  durch  Auflösung 
auf  die  Form: 

(5)  Su  -  ^u(U  =  0  ,  Su  -  Cd,! (Su)  =  0 

bringen  lassen.  Von  jetct  ab  wollen  wir  diese  beiden  letiten 
Gleichungen  als  analytische  Definition  der  unendlich  fernen  Curve 
K^  betrachten. 

Tragen  wir  andererseits  in  eine  unter  den  Gleichungen  (3j 
statt  der  Grössen  Aj^^  die  proportionalen  Grössen  ^^i  ein,  und 
ersetzen  sodann  in  der  neuen  Gleichung: 

die  ^jy  durch  diejenigen  Functionen  von  p«,  p«,  p,,  die  sich 
durch  Auflösung  des  Gleiohungssystems: 

ergeben,  so  übersehen  wir  unmittelbar,  dass  die  Form  der  hier- 
mit abgeleiteten  linearen  partiellen  Differentialgleichung  durch 
.die  Form  der  beiden  Gleichungssysteme: 

§v  =  ^v  (M '  ^3/  =  ^tj[^ij)       U  =  V,  *) 
vollständig  bestimmt  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  jede  einzelne  Differentialgleichung  (3'] 
wirklich  nur  aussagt,  dass  zwischen  ihren  Integral-if,  und  den 
beiden  Gurven  K^  und  K\  eine  gewisse  Beziehung  stattSndet. 
Nichts  ist  leichter,  als  zu  erkennen,  worin  diese  Beziehung  be- 
steht.  Die  Gleichungen : 

^li  hi  ^9i 

bestimmen  ja  im  Punkte  o?« ,  a:, ,  x, ,  js  einer  Integral« Jl,  eine 
Tangente,  die  dadurch  definirt  ist,  dass  sie  die  unendlieb  ferne 
Curve  K^  schneidet;  und  dementsprechend  bestimmen  die  Glei- 
diungen: 
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^i*  ^1*  ^ik 

diejenige  Tangente  im  selben  Punkte ,  deren  unendlich  ferner 
Punkt  auf  der  Gurve  Ki^  gelegen  ist.  Eine  lutegral-if,  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (3')  ist  daher  dadurch  charakterisirt, 
dasa  sie  in  jedem  Punkte  zwei  hinsichtlich  des  Haupttangenten- 
kegels conjugirte  Tangenten  besitzt,  unter  denen  die  eine  die 
Gorve  K^j  die  andere  die  Gurve  Kj^  schneidet. 

Hiermit  ist  der  folgende  Satz  gefunden: 

Sats  1.   Bestimmt  man  in  der  Gleichung: 

die  Grössen  ^  aus  den  Gleichungen: 

'  -  P.  ?i/  - Pif^/  -  P.l«  =  0 .  i%i  =  w^dy);  (5«)  =  «»y(M 

als  Functionen  von  Pi,  p«,  Pd  so  lassen  sich  die  Integral-M^  der 
hervorgehenden  linearen  partiellen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  dadurch  charakterisiren^  dass  sie  in  jedem  Punkte  zwei 
hmsidMich  des  Kegels  der  Haupttangenten  conjugirte  Tangenten 
besitzt^  deren  unendlich  ferne  Punkte  auf  zwei  gegebenen  Curven, 
nämlich  auf  den  Curven: 

fi  =  «,*) 

gelegen  sind. 

Sind  die  beiden  Curven  üTj  und  K^  gegeben ,  so  ist  die  par- 
tielle Diflferentialgleiohung  (3')  vollständig  bestimmt.  Sie  hat  eo 
ipso  Integral-if,  in  unendlicher  Anzahl.  Diese  M^  (die  wir  ge- 
legentlich bestimmen  werden)  lassen  sichkeineswegs  immer  durch 
Translaüonsbewegung  einer  Gurve  erzeugen.  Wir  werden  sehen, 
dass  die  Sache  anders  steht,  wenn  wir  die  gemeinsamen  Inte- 
gral-Jf,  von  drei  solchen  Gleichungen  suchen ,  die  sich  auf  je 
swei  unter  drei  gegebenen  unendlich  fernen  Curven  K^ ,  K^  und 
£,  beziehen.  Dann  sind  die  gemeinsamen  Integral-if,,  wie  schon 
frtther  aogekttndigt,  immer  Translations-J/, .  Vorlaufig  begnügen 
wir  uns  aber  mit  der  Aufstellung  des  folgenden  wichtigen  Satzes, 
dtf  unmittelbar  als  Corollar  aus  unseren  früheren  Entwicke- 
laDgen  hervorgeht: 
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Satz  2.  Ersetzt  man  in  den  drei  Gleichungen: 

(3)    {       +  r.,(?,,?,fc  +  ^,iU  +  r«  (5«?3ife  +  ^uStk)  =  0 
l  (i,A  =  4,2,3;  i^k) 

die  Grössen  ^^ß  durch  di^enigen  Functionen  von  Pi ,  Pt»  P»?  die 
sich  durch  Ai^ösung  der  Gleichungen: 

<  -Pi?ii-P«?if  — P3?3t  =  ö, 

ergehen,  so  eihält  man  ein  System  von  drei  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen,  die  ein  sogenanntes  Involutionssystem  bil- 
den. Diese  Gleichungen  haben  oo"  viele  gemeinsame  Inlegrql-M^, 
die  lauter  Translations-M^  darstellen.  Bestimmen  die  Gleichungen: 

in  denen  i  nach  und  nach  die  Zahlen  i,  i,  3  bezeichnet,  jedesmal 
eine  Curve,  deren  Tangenten  die  unendlich  ferne  Curve 

(5)  ?,<-c^„(?w)  =  0,    Ssi-^uiU  =  ^ 

treffen,  so  ist  die  Translations-M^ : 

^k  =  Ski  K)  +  BkM  +  Bj,, (ra) ,       (A  =  1 ,  8,  3) 
z  =  C,(r,)   +C,[t,)   +C,(r,) 

immer  eine  gemeinsame  Integral-M^  der  drei  oben  besprochenen 
partiellen  Differentialgleichungen.  Die  drei  auf  dieser  M^  gelegenen 
Schaaren  congruenter  und  gleichgestellter  Curven  besitzen  die  cha- 
rakteristische Eigenschaft,  dass  die  Tangenten  jeder  Curve  dieser 
Schaaren  eine  unter  den  drei  unendlich  fernen  Curven  (6)  treffen. 

Bei  der  Fassung  dieses  Satzes  haben  wir  schon  angedeutet, 
weoD  auch  Dicbl  auHdrttcklich  gesagt ,  dass  alle  gemeinsamen 
Integral-Mj,  unserer  drei  partiellen  Differentialgleichungen  (3') 
TrnnslationS"^/,  siod.  Bewiesen  ist  das  aber  noch  nicht;  unsere 
Eat Wickelungen  zeigen  ja  nur,  dass  00°^  viele  gemeinsame  Inte- 
gral-i/^  TorhaDdan  sind,  die  Translations-if,  darstellen;  wir  wer- 
den zeigen,  da^s  keine  weitere  gemeinsame  Integral-lf,  existiren. 

Unter  den  gemeinsamen  Integral-JV,  der  drei  partiellen 
Differentialgleichungen  (3)  greifen  wir  eine  heraus,  die  keiner 
weiteren  Besuch riSnkung  unterworfen  sein  soll  als  die,  dass  sie 
keine  Devebppable  sein  darf,  anders  ausgesprochen ,  wir  neh- 
men an^  dass  die  betreffende  Integral-if,  dreifach  unendlich 
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fiele  dreidimensionale  Tangentialebenen  besitst.  Gonstruiren  wir 
Dun  in  irgend  einem  Punkte  p  dieser  M^  die  berührende  drei- 
dimensionale Ebene,  so  schneidet  diese  Ebene  jede  unter  den 
drei  unendlich  fernen  Curven  K^  in  einem  Punkte,  dem  der 
Parameterwertb  t^  zugeordnet  ist.  In  dieser  Weise  ordnen  wir 
jedem  Punkte  unserer  Integral-JV,  drei  Zahlen  t^,  /,,  /,  zu,  und 
diese  drei  Zahlen  wollen  wir  als  Punktcoordinaten  auf  der  Jtf, 
benutzen,  Ertheilen  wir  z.  B.  dem  Parameter  t^  einen  bestimm- 
ten Werth  a^ ,  so  scheiden  wir  auf  unserer  J/,  zweifach  unend- 
lich viele  Punkte  aus,  die  dadurch  charakterisirt  sind,  dass 
die  dreidimensionalen  Tangentialebenen  der  M^  in  diesen  Punk- 
ten sammtlich  die  Curve  K^  in  dem  Punkte  f«  =  a^  schneiden. 
Auf  unserer  if,  werden  hiermit  drei  Schaaren  zweidimensio- 
naler Mannigfaltigkeiten  bestimmt,  deren  jede  durch  eine  Glei- 
chung von  der  Form  t^  =  a^  definirt  wird.  Greifen  wir  nun  z.  B. 
auf  der  Mannigfaltigkeit :  t^s*^a^  drei  unendlich  benachbarte 
Punkte  heraus  und  construiren  in  jedem  die  zugehörige  drei- 
dimensionale Tangentialebene,  so  schneiden  diese  drei  Ebenen 
einander  nach  einer  Geraden,  die  ÜT,  triSl.  Unsere  Deutung  der 
Gleichungen  (3)  zeigt  also,  dass  die  Mannigfaltigkeit:  t^  =  a^  in 
jedem  Punkte  zwei  Tangenten  enthalt,  die  K^  bez.  AT,  treffen. 
Hieraus  folgt,  dass  zwei  Gleichungen  f|  =  aj,  /jt  =  a^  immer 
eine  Cunre  deOniren,  deren  Tangenten  eine  Curve  Kj  treffen, 
und  dabei  ist  t ,  k,  j  jedesmal  eine  Permutation  der  Zahlen  4 , 2, 3. 

Die  Goordinaten  x^y  x^,  er,  und  z  der  Punkte  unserer  Jtf, 
lassen  sich  als  Fumctionen  von  t^ ,  t^  und  t^  ausdrücken.  Dem- 
entsprechend bestehen  Gleichungen  von  der  Form: 

^  idx„  =  af,,  {t,  t,t,)dt,  +  aj,,{. . .)dt,  +  a^fc, (. ..)d/, 

\    dz  =  y,{t,t,t,)dt,    +y,{..,)dU   +YA'-)dh' 

Setzen  wir  hier  d/,  ==  0,  d^,  =  0,  so  sollen  die  hervorgehenden 
Differentialgleichungen : 

dx^  dojj  dx^  dz 

Corven  bestimmen,  deren  Tangenten  die  Curve  K^  treffen.  Da- 
her erfbllen  die  Verhältnisse  der  Goefficienten  a^^ ,  a,^,  a^^  und 
;',  die  Relationen : 

«u     ^ii      ^n\      yi_ 
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und  defflentsprechend  kdnnen  wir 

setzen.   Eine  ganz  analoge  Betrachtung  geben  uns  die  allgemei- 
nen Formeln: 

«&.  =  ft-fwW»     Yi  =  9it        {A  =  4,«,  3) 

und  also  erhalten  die  totalen  Differentialgleichungen  (6)  die  Ge- 
stalt: 

Hier  müssen  die  Integrabilittttsbedingungen: 

erftlllt  sein.   Diese  Bedingungen  lassen  sieh  aber  auf  die  Form 

bringen,  und  da  die  Differenzen 

im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  sind,  sehen  wir,  dass  jedes 
^j  nur  von  dem  entsprechenden  Parameter  t^  abhfingen  darf. 

Die  Differentialgleichungen  jeder  einzelnen  nicht  develop- 
pablen,  gemeinsamen  Integral-if,  der  drei  partiellen  Differential- 
gleichungen (3')  besitzen  daher  die  Form: 

d^k  =  Qi  iQ  .  ^ki  {ii)dti  +  Q,  (g  .  h,  (^)rf^  +  Q. (h)  •  ^fes  ('3)  dt, 
dz  =  Q,  {t,  ).dt,  +  qM  ,dt,  +Q,  (/,) .  dt, 

und  die  entsprechenden  endlichen  Gleichungen: 

12  3 

^Ä  =  !ä'ßi f^)  •  ^«(^•)^^- '       (*  =  4,  2,  3) 
1,2,3    ^ 
^==^'jQiiU)'dt^ 

stellen  offenbar,   wie  früher  angekündigt,  eine  Translations- 
Jl,  dar. 
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Hiemiit  ist  es  uns  gelungea,  das  folgeüde  beaditenswerthe 
Theorem  sa  beweisen: 

Theoram  3.  Sind  im  vierdimensionalen  Räume: 
s,  x^f  a?,,  ccj  drei  unendlich  ferne  Curven  durch  die 
Gleichungen: 

definirt,  und  schneidet  jede  dreidimensionale  Tan^ 
gentialebene  einer  nicht  developpablen  Mannigfaltig^ 
keit:  9s=£q^[x^,  x^j  x^)  jene  unendlich  ferne  Curven  in 
drei  Punkten^  die  paarweise  zu  dem  zugehörigen 
Baupttangentenkegel  conjugirt  sindy  so  kann  diese 
Mannigfaltigkeit:  js  — ^^ssO  immer  durch  Gleichungen 
von  der  Form: 


^=^  jQi{ti).dU 


dargestellt  werden,  und  ist  daher  eine  Translations-My 
Die  drei  Grössen  p,'(/|)  sind  ganz  beliebige  Funotionen 
ihres  Argumentes;  dagegen  sind  die  Functionen  ?^<{^|) 
durch  die  Relationen: 

Sti^i^^dUy  fsi=-^.«(?J  {«=*,2,3) 
gebunden.  Sind  die  drei  unendlich  fernen  Curven,  oder 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  sechs  Functionen  cj^^, 
b)^  gegeben,  so  lassen  sich  alle  M^,  die  zu  diesen  drei 
Curven  in  der  betreffenden  Beziehung  stehen,  als  die 
gemeinsamen  Integral^M^  der  drei  partiellen  Differenz 
tialgleichungen  zweiter  Ordnung: 

(  (i,Ä=4,2,3) 

definiren,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  für  die  §f^y 
diejenigen  Functionen  von  p^,  p^,  p^  gesetzt  werden,  die 
iich  durch  Auflösung  der  drei  Gleichungen: 

ergeben. 
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Auch  dieEntwiokelungeD  dieses  Kapilels  können  nach  meh- 
reren Richtungen  wesentlich  verallgemeinert  werden. 


Kapitel  IV. 
Aasscheidang  der  trivialea  LSsangen  aaseres  Problems. 

Eine  krumme  Fläche  des  Raumes:  x^y^z  hat  im  Allgemeinen 
oo*  Tangentialebenen.  Hat  sie  eine  geringere  Anzahl  TaAgential- 
ebenen,  so  ist  sie  developpabel^  d.  h.  sie  ist  von  c»^  Ebenen  um- 
hüllt  und  von  oo*  Geraden  erseugt^  unter  denen  zwei  consecative 
sich  immer  schneiden.  EineFlttche:  z — f[xy)=^Q  ist  dann  und 
nur  dann  developpabel,  wenn  die  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  p  und  q  durch  eine  Relation:  (9(p9)  =  0  gebunden 
sind,  anders  ausgesprochen,  wenn  z  ^  /*die  partielle  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung: 

dp    *    dp 

hx        by 

bq       bq 

hx      Ty 

erfüllt.   Sind  p  und  q  insbesondere  durch  eine  lineare  Relation 
mit  consianten  Goefficienten : 


0  = 


=  r<  —  «* 


ap  -j-  6g  +  c  =i  0 

verknüpft,  so  ist  die  Fläche  cylindrisch;  sie  wird  von  oo*  pa- 
rallelen Geraden  erzeugt  und  von  oo^  Ebenen  umhüUt,  die  einen 
unendlich  fernen  Punkt  gemein  haben. 

In  einer  früheren  Arbeit  (diese  Rerichte,  4896,  S.  4  74) 
haben  wir  gezeigt,  dass  eine  Translationsfläche  nur  dann  deve- 
loppabel  sein  kann,  wenn  sie  eine  Cylinderfläche  oder  aber  eine 
Ebene  ist;  in  beiden  Fällen  kann  die  betreffende  Fläche  in  un- 
endlich vielen  Weisen  durch  Gleichungen  von  der  Form : 

^  =  A{ti)  +  ^, (',) ,y  =  B,{t,)  +  B, [Q ,  a  =  c, («,)  +  c, (f.) 

dargestellt  werden. 

Wir  wollen  nun  diese  Retrachtungen  auf  den  vierdimen- 
sionalen  Raum  ausdehnen. 

Eine  Jf,  des  Raumes  jz,  o?,,  x^,  x^  hat  in  jedem  Punkte  eine 
dreidimensionale  Tangentialebene,  deren  Gleichung: 
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^  -  «  —  Pi  (^1  -  ^1 )  -  Pl  (Xt  —  X^)  -  p,  [X,  --  05,)  =  0 

wir  auf  die  Form 

bringen  können.  Daher  ist  es  gestattet  die  vier  Grossen: 

(<)  PijP«)Ps>  «— Pi^i  — Pi^«  — Pj^s 

als  Coordinaten  der  Tangentialebene  aufzufassen.  Hat  die  JU^ 
dreifach  unendlich  Tiele  verschiedene  Tangentialebenen,  so  sind 
die  £benencoordinaten  (1)  nur  durch  eine  Relation  gebunden, 
uDd  diese  Gleichung  enthalt  immer  die  Grosse  ^  —  p«  ^4  -— Pt  ^t 
—  f,x,;  denn  eine  Gleichung  von  der  Form: 

ß(Pi,Pt,Pi) 
definirt  wohl  00'  Ebenen;  diese  Ebenen  umhttllen  aber  keine 
if,,  sondern  eine  unendlich  ferne,  im  Allgemeinen  zweidimen- 
sionale Mannigfaltigkeit. 

Erftült  daher  eine  Mannigfaltigkeit:  z  ^  f{x^x^x^)=^  0 
eine  und  nur  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
von  der  Form : 

SO  besitzt  sie  nie  dreifach  unendlich  viele,  sondern  nur  zwei- 
fach unendlich  viele  Tangentialebenen;  sie  lasst  sich  dem- 
entsprechend als  Umhüllungsgebilde  von  zweifach  unendlich 
vielen  Ebenen: 

z  —  fl^  ^4  —  ^i^t  —  ®i^j  —  6  =  0 

auSassen,  deren  Parameter  durch  zwei  Relationen  von  der  Form : 

ii{a^a^a^)  =  0     b  —  0[a^a^a^)  =  0 

gebunden  sind.  Bestimmt  man  aber  nach  den  gewöhnlichen 
Begeln  die  Umhttllungsfigur  dieser  00^  Ebenen,  so  sieht  man, 
dass  die  hervorgehende  if,  zweifach  unendlich  viele  Gerade 
enthalt,  und  dass  sie  längs  jeder  Geraden  von  derselben  Tangen- 
tialebene berahn  wird. 

Es  ist  leicht,  alle  diese  M^  als  Integral-JV,  einer  gewissen 
partiellen  Differentialgleichung  zu  definiren.  Differentiirt  man 
nämlich  die  yorgelegte  Gleichung:  i2{p^y  p,,  Ps)  »=  0  nach  den 
X,  so  erhalt  man  durch  Elimination  die  partielle  Differential- 
gleiehung  zweiter  Ordnung : 
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^  '  ^Ä       dir,      ^05,      da;. 


»•.» 

»••1 

»•.1 

»•« 

»•«t 

»•« 

»•.♦ 

»•». 

»•« 

^ln»l 


die  somit  von  den  besprochenen  M^  mit  iweilaob  unendlich  vie- 
len Tangentialebenen  erftQlt  wird.  Stellt  man  die  Frage,  ob 
diese  partielle  Differentialgleichung  noch  weitere  Integral-if, 
besitzt,  so  ist  die  Antwort  leicht  zu  geben.  Die  Theorie  der 
Functionaldeterminanten  zeigt  ja,  dass  die  Gleichung  (2j  in  all- 
gemeinster Weise  befriedigt  wird,  wenn  p^ ,  p,,  p,  durch  eine 
oder  mehrere  endliche  Relationen  verknüpft  werden.  Sind  die 
p  nur  durch  eine  Relation  gebunden ,  so  erhält  man  die  oben 
besprochenen  J/,  mit  zweifach  unendlich  vielen  Tangential- 
ebenen; sind  sie  dagegen  durch  st^^i  Relationen  gebunden,  so 
erhält  man  alle  Jf^,  die  nur  oo*  Tangentialebenen  besitzen.  Er- 
füllen endlich  die  p  drei  unabhängige  Relationen,  so  ist  die  JV, 
eben. 

Wir  fassen   alle  Inteffral-M^   der  partiellen   Differential- 
gleichung 

|riJ  =  0        (,-,*  =  <,  2,  3) 

unter  der  Bezeichnung  developpable  Jf,  zusammen.  Eine  de- 
veloppable  1/,  hat  im  Allgemeinen  oo*  verschiedene  Tangential- 
ebenen. Sie  hat  nur  oo'  Tangentialebenen,  wenn  alle  zweireihigen 
Determinanten  der  Matrix  \  r^j^  \  verschwinden;  sie  ist  eine  Ebene, 
wenn  alle  r^j^  gleich  Null  sind. 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  den  Haupttangenten  einer  deve- 
loppablen  if,  beschäftigen.  Der  Haupttangenteokegel  einer  M^ 
im  Punkte  z,  x^,  x^,  x^  wird,  wie  wir  schon  früher  bemerkten, 
durch  die  Gleichung: 

0  =^r^^dx^-{^r^^dx\-\-r^^dxl-\-2r^^dx^dx^-{-^r^^dx^dxJ 

+  ir^^dx^dx^ 

bestimmt^  die  in  dx^,  dx^,  dx^  homogen  und  vom  zweiten 
Grade  ist  Daher  bilden  die  durch  einen  Punkt  gehenden  Haupt- 
tangenteD,  die  in  der  dreidimensionalen  Tangentialebene  unsrer 
M^  gelegen  sind,  \m  Allgemeinen  einen  irreduciblen  Kegel  zwei- 
Im  iirades.  Dieser  Kegel  artet  in  ein  Ebenenpaar  aus,  sobald 
die  Determinante  |  r*j^  |  gleich  Null  ist^  während  einige  zwei- 
reihige ünterdeierminanten  von  Null  verschieden  sind«    Yer- 
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scbwindtfi  ferner  alle  zweireihigen  Unterdeterminanien,  wah- 
rend die  r^  selbst  nicht  sämmtlich  gleich  Null  sind,  so  artet  der 
Kegel  in  eine  doppeltzählende  Ebene  aus.  Sind  endlich  alle  r^^ 
gleich  Null,  so  ist  der  Kegel  der  Haupttangenten  unbestimmt 
QDd  alle  Tangenten  im  betreffenden  Punkte  sind  Haupttangenten. 

Verbinden  wir  diese  Bemerkungen  mit  den  vorhergehen-* 
den  Entwickelungen,  so  erhalten  wir  den 

Sali  1.   Die  Haupttangenten  einer  Mannigfaltigkeit: 

w  einem  Punkte  allgemeiner  Lage  bilden  einen  irreduciblen  Kegel 
zweiten  Grades,  wenn  die  Jf,  dreifach  unendlich  viele  verschiedene 
Tangentialebenen  besitzt.  Atrf  einer  developpablen  Jf,  mit  oo* 
^"^schiedenen  Tangentialebenen  besteht  der  Haupttangentenkegel 
au*  zwei  Ebenen,  die  nur  in  Punkten  specieller  Lage  zusammen- 
Mlen  können.  Auf  einer  developpablen  Jf,  mit  nur  c»*  verschie- 
^^^nen  Tangentialebenen  artet  der  Haupttangentenkegel  in  eine 
^PP^UziOilende  Ebene  aus.  Die  ebenen  Jf,  sind  die  einzigen  Jf,, 
^ren  sümmtliche  Tangenten  Haupttangenten  sind. 

Jetzt  können  wir  alle  developpablen  Translations-Jtf,  be- 
^pieü.  Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  die  betreffende  M^ 
WaKi  ^^  unendlich  viele  verschiedene  Tangentialebenen  besitzt. 
^  Wen  wir  auf  einer  solchen  Jf,  einen  Punkt  allgemeiner  Lage, 
^  erlaiit^  wie  wir  grade  sahen,  der  Kegel  der  Haupttangenten 
der  ^\^^^^^i  diö  ^  ^^^  *  heissen  mögen.  Wir  wissen  an- 
Scha*^**''  dass  durch  den  gewählten  Punkt  eine  Curve  aus  der 
^^  H^^n  eine  Curve  c,  und  eine  Curve  c,  hindurchgehen,  so- 
Ke«  1  *^  **^®*  Tangenten  dieser  Curven  paarweise  zu  dem 
^.  7^r  Haupttangenten ,  das  heisst  zu  dem  Ebenenpaar  e,  e 
iet^^  sind.  Hieraus  schliessen  wir,  dass  die  Schnittlinie 
P  **GneD  e  und  e  eine  unter  den  drei  besprochenen  Curven: 
ir  Ä  ^^  ^» '  *•  ^*  ^*®  Curve  c^  berührt.  Wenn  aber  der  Kegel 
^^^PUanßenien: 

^|rfaJf  ^  r„  da^  +  r„da?J  +  ir^^dx^  dx^  +  ir^^dx^  dx^ 
+  4r„dir,da:j  =  0 

S^i  ;^42^<>^^  ^  ^^^  ^  zerfällt,  dann  wird  die  Richtung  der 
^^^ie   dieser  Ebenen  nach  den  Regeln  der  projectiven 
^^i^  diiroii  di«  Gleichungen: 
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r^.  dx^  +  rj,^dx^  +  r^, dar,  =  0     (*  =  4 ,  8,  3) 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  durch  die  unmittelbar  in- 
tegrablen  Gleichungen: 

dp^  =  0  ,     dp,  =  0  ,    dp,  =  0 

bestimmt.  In  dieser  Weise  ergiebt  sich,  dass  die  drei  Ebenen- 
coordinaten  p, ,  p^,  p,,  also  auch  die  vierte  Ebenencoordinate 
z — p^x^  — Pi^^t — Pi^i  längs  jeder  c^  constante  Werthe  haben, 
dass  also  unsere  Translations-Jf,  von  jeder  dreidimensionalen 
Tangentialebene  längs  einer  c,  berührt  wird;  die  c»'  Curven  c, 
sind  somit  Gerade  und  offenbar  parallele  Gerade,  da  jede  c^ 
durch  eine  Translationsbewegung  in  jede  andere  c^  übergeführt 
werden  kann. 

Besitzt  daher  eine  developpable  Translations-M^  zweifach  un- 
endlich viele  dreidimensionale  Tangentialebenen  ^  so  sind  die  oo* 
Geraden  j  nach  denen  die  Tangentialebenen  diese  M^  berühren^ 
unter  einander  parallel 

Bezeichnen  wir  jede  Jf,,  die  oo*  parallele  Gerade  enthält, 
als  eine  cylindrische  Jf, ,  so  können  wir  unser  Ergebniss  auch 
folgendermassen  aussprechen : 

Sati  2.  Besitzt  eine  developpable  Translations-M^  zweifach 
unendlich  viele  dreidimensionale  TangenUald)enenf  so  ist  sie 
cylindrisch  und  wird  dementsprechend  von  oo*  parallelen  Geraden 
erzeugt. 

Die  Gleichungen  einer  solchen  if,  kOnnen,  wie  man  leicht 
einsieht,  auf  die  Form : 

xj,  =  b,t,  +  Bj,M  +  B^{t,),       {k  =  4,  2,  3) 
z  =  ct,   +CM    +C,(t,) 

gebracht  werden,  wobei  6^ ,  6,,  6,  und  c  Constante,  t^  einen  Para- 
meter darstellen.   Führt  man  hier  die  Grossen: 

rait  X  srii«' '        •j6  Cartesiscbe  Coordinaten  ein,  so  nehmer 

unsf  Geslalt  an : 


/ 
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es  ergiebt  sich  somit,  dass  unsere  Jf,  durch  eine  einzige  Glei- 
chung von  der  Form : 

dargestellt  wird,  und  dass  diese  Gleichung  eine  Translations • 
fläche  des  dreidimensionalen  Raumes  f^,  i^,  ^^  definirt.     Ist 
andererseits  irgend  eine  Translationsflache  des  dreidimensio- 
nalen Raumes  £4,  J,,  J,  vorgelegt,  so  leuchtet  unmittelbar  ein, 
dass  sie  sich  als  cylindrische  Translations-JKf,  des  vierdimensio- 
nalen  Raumes  £4,  £,,£,,  ^  auffassen  lasst.    Ja  man  kann  sogar 
eioen  Schritt  weitergehen,  und  nachweisen,  dass  eine  solche 
Mannigfaltigkeit  in  unendlich  vielen  Weisen  als  Translations-if, 
des  vierdimensionalen  Baumes  aufgefasst  werden  kann.    Sind 
admlich 

lk  =  AkM  +  Äj^(t,)        (fc  =  4,2,3) 

die  Gleichungen  einer  beliebigen  Translationsflache  des  drei- 
tacben  Raumes  J* ,  Jt ,  S, ,  so  stellen  die  Gleichungen : 

Reiche  auch  die  Functionen  C^,  C^  und  C,  sein  mögen,  immer 
»«selbe  cylindrische  Translations- Jlf^  des  Raumes  z  ]c^  j,  j,  dar. 

Hiermit  haben  wir  den  Satz: 
,  ^^  S.  Besitzt  eine  Translations-M^  des  vierfachen  Raumes 
in    ^^^  ^^^oo"^  dreidimensionale  Tangentialebenen,  so  kann  sie 
«cervT^**^'*^*  vic/en  Weisen  als   Trans lations-M^  aufgefasst 

^^^/^^.""^^d®"  jetzt  alle  Translations-JKf,  des  Raumes  x^,  x^, 
Äesij,  ^^mC;  diö  nuT  einfach  unendlich  viele  Tangentialebenen 
^^o&n^    £iiie  solche  M^  befriedigt  die  partielle  Differential- 

^eou  ^  kkebr:8ie  befriedigt  alle  Gleichungen,  die  man  erhalt, 
%i5^j  ^^  aile  zweireihigen  Unterdeterminanlen  der  jr^^-l  gleich 
^*'Men^^:  -Ä»»^  solche  M^  berührt  jede  dreidimensionale  Tangen- 
*»  ^^den  ^^  ^^*  ^^^^^y  die  jedesmal  eine  zweidimensionale  Ebene 
i      »  nnd  «^^^fexibö/ enthalt  die  If,  c»*  solche  Ebenen  £*,. 


Clmm90m 


'•«»».  ^K 
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Der  Kegel  der  Haupttangenten  zerfttllt  andererseits  in  eine 
doppeltzähiende  zweidimensionale  Ebene  e,,  die  nach  den  Regeln 
der  projectiven  Geometne  durch  eine  beliebige  unter  den  drei 
äquivalenten  Gleichungen : 

0  =  rj,,  dx,  +  rj,^dx^  +  r^tdx^  =  dpj, 

dargestellt  wird.  Diese  drei  Gleichungen  sind  unmittelbar  inte- 
grabel ;  sie  zeigen ,  dass  sich  die  dreidimensionale  Tangential- 
ebene unserer  M^  gar  nicht  ändert,  wenn  sich  der  Berührungs- 
punkt nach  der  Richtung  einer  beliebigen  Haupttangente  ver- 
schiebt. Jede  Haupttangente  ist  somit  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
in  einer  unter  den  oo*  iiu)eidimensionalen  Ebenen  E^  gelegen^  nadi 
denen  die  dreidimensionalen  Tangentialebenen  unsere  Mj  berühren. 

Durch  jeden  Punkt  der  JKf,  geht  eine  Curve  aus  der  Schaar  c^, 
ferner  eine  Curve  c,,  sowie  eine  Curve  c,.  Die  drei  Tangenten 
dieser  Curven  sollen  dabei  ein  Polartrieder  hinsichtlich  des 
Kegels  der  Haupttangenten  bilden ,  und  da  dieser  Kegel  m 
eine  doppeltzählende  Ebene  e^  ausartet ,  die  mit  einer  unter  den 
oben  besprochenen  E^  identisch  ist,  sehen  wir,  dass  in  jedem 
Punkte  unserer  Translations-if,  die  hindurchgehende  ebene  E^ 
zwei  unter  den  Curven  c^ ,  c,  und  c,  z.  B.  die  beiden  Curven  c^ 
und  c,  berührt.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  jede  E^  einfach 
unendlich  viele  Curven  c^  und  ebenso  oo*  Curven  c,  enthält. 
Unsere  M^  wird  somit  durch  Translationsbewegung  einer  E^  er- 
zeugt, und  es  sind  alle  c»*  E^  unter  einander  parallel 

Unsere  if,  wird  also  von  oo^  zweidimensionalen  eibenen 
Mannigfaltigkeiten  E^  erzeugt,  die  unter  einander  parallel  sind. 
Wird  eine  unter  diesen  E^  durch  die  beiden  linearen  Glei- 
chungen: 

0  =  a^x^  +  a^x^  +  a^x^  -{-  az  +  a^  Aj 
0  =  b^x^  +  6,cc,  +  6,a?3  +bz  +ß^B 

bestimmt,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  jede  unter  den  oo* 
dreidimensionalen  Tangentialebenen  unserer  J^,  durch  eine  Glei- 
chung von  der  Form: 

a,  x^  +  a^x^  +  0,0?,  +  az  +  a 

-\-l{b^x,  +  b^x^  +  b,x,+bz  +  ß)  +  ^  =  0 

dargestellt  wird,  und  dass  dabei  die  beiden  Parameter  l  und  u 
durch  cnne  Relation: 
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a)(A,f*)  =  o 

gebanden  sind. 

Sind  andererseits  /l  =  0,  ^  =  0  zwei  ganz  beliebige  lineare 
Gleichuogen  in  den  Veränderlichen  x^,  x^,  x^^  Zj  so  ist: 

A  +  lB  +  /ii  =  0 

die  analytische  Darslellung  eines  Bündels  von  c»*  dreidimensio- 
Ollen  Ebenen,  deren  gemeinsame  Gerade  unendlich  fem  gelegen 
ist.  Stellt  man  hier  zwischen  X  und  ju  eine  ganz  beliebige  Re- 
lation: (Z>(A,  iu)  £=  0  fest,  so  umhüllen  die  oo*  hiermit  bestimmten 
dreidimensionalen  Ebenen  im  Allgemeinen  eine  My  Diese  if, 
ist,  behaupten  wir,  immer  eine  developpable  Translations-if, , 
die  nur  oo*  Tangentialebenen  besitzt. 

Zum  Beweis  bemerken  wir,  dass  die  von  uns  construirte 
1^3  offenbar  immer  c»*  zweidimensionale  und  parallele  Ebenen  E^ 
enthält,  und  dass  sie  somit  sicher  zwei  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Translationen  gestattet.  Es  kann  daher  die  Car- 
tesische  Gleichung  dieser  M^  sicher  bei  passender  Coordinaten- 
wahl  auf  die  Form: 

gebracht  werden.   Diese  Gleichung  lässt  sich  aber  immer  durch 
*^ei  Gleichungen 

^rseixen,  die  x^  und  x^  als  Functionen  eines  Parameters  aus- 
'irücken. 

^  liefern  daher  die  Gleichungen : 

Reiche  Form  auch  die  Functionen  Cj^(tj^)  und  Z>^(f,.)  haben  mögen, 

""^^er  eine  analytische  Darstellung  unserer  jW,,  die  somit  in 

öendiich  vielen  Weisen  als  Translations-if,  aufgefasst  werden 

Die  hiermit  erhaltenen  Ergebnisse  über  developpable  Trans- 
*Oös-j|j  fassen  wir  zu  dem  folgenden  Theorem  zusammen: 

^•orein  4.     Ist  eine  Translations-M^  des  Raumes 

l'^l^^tjX^developpabelfSokannsieimmer  auf  unendlich 

^  *  ^eiien    als  Translations-M^  aufgefasst  werden. 
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Hat  sie  zweifach  unendlich  viele  dreidimensionale  Tan^ 
gentialebenen,  so  enthalt  sie (x>^ parallele  Gerade;  si^ 
wird  daher  nach  passender  Coordinatenwahl  durch 
eine  Gleichung: 

in  drei  Veränderlichen  dargestellt,  und  diese  Glei- 
chung definirt  immer  eine  Translationsfläche  des  drei- 
fachen Raumes  j^,  j„  f,. 

Hat  dagegen  eine  vorgelegte  developpable  Trans- 
lations-M^  nur  einfach  unendlich  viele  dreidimensio- 
nale Tangentialebenen^  so  kann  sie  nach  einer  passenden 
orthogonalen  Transformation  durch  eine  Gleichung: 

dargestellt  werden,  die  nur  zwei  Coordinaten  enthält 

Die  hier  vorgetragenen  Entwickelungen  über  developpable 
Translations-Jf,  werden  uns  jetzt  gestalten,  nachKUweisen,  dass 
mehrere  Fälle,  die  sich  bei  der  Erledigung  unseres  allgemeinen 
Problems  darbieten,  in  dem  Sinne  trivial  sind,  dass  sie  nur  auf 
developpable  Translations-JKf,  fahren,  die  wir  unmittelbar  an- 
geben können.  Mit  den  Entwickelungen  dieses  Kapitels  ist  es  eber^ 
unsere  Absicht,  triviale  Lösungen  unseres  Problems  auszuscheider^^ 

Wir  wollen    annehmen,  dass  eine  Jf,  sowohl  durch   «^ 
Gleichungen: 

3  3 

1  1 

wie  durch  die  Gleichungen 

3  3 

1  I 

dargestellt  werden  kann  und  dass  nicht  jedes  t,  nur  von  einend 

Ks  Hegt  in  der  Natur  der  Sache ,  dass  zwischen  den  dr^  ^ 
ersten  Parametern  t^,  t^,  t^  und  den  drei  letzten  Parameter ^^ 
r, ,  r,,  r^  drei  Relationen  bestehen  ,  die  sowohl  nach  den  /,  w"«-^ 
nach  den  r  auflösbar  sind. 


k 
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Wie  früher  beseiohnen  wir  die  Curven :  t^  =  a,.,  /^  =  aj^ 
1    miCj,  dabei  vorausgesetzt,  dass  i,  k,  j  eine  beliebige  Permuta- 
I    tioQ  der  Zahlen  4 ,  2,  3  darstellt.    Dementsprechend  bezeichnen 
wir  die  Curven : 

Bit  x^ ,  die  Curven : 

^3  =  *a  >     ^i  =  *i 
mitx,,  und  endlich  die  Curven: 

miix,. 

iaf  unserer  If,  liegen  somit  sechs  ausgezeichnete  Curven- 
schaaren,  nämlich  die  Curven:  c^j  c^,  c^j  x^y  x,  und  x,.  Jede 
Sciaar  besteht  aus  oo^  oongruenten  und  gleichgestellten  Curven, 
ond  durch  jeden  nichtnsingulttren  Punkt  der  M^  geht  eine  Curve 
aas  jeder  Schaar.  Ziehen  wir  nun  in  einem  Punkte  der  M^  die 
sechs  hindurchgehenden  Curven ,  so  bilden  die  Tangenten  der 
drei  Curven  c^,  c,,  c,  nach  einer  früheren  Bemerkung  ein  Polar-- 
(ri^der  des  Haupttangentenkegels;  dementsprechend  bilden  auch 
iie  drei  Tangenten  der  Curven  X| ,  x,  und  x,  ein  Polartriöder 
desselben  Kegels.  Die  verschiedenen  Fälle ,  die  sich  bei  der  Be^ 
handlung  unseres  Problems  darbieten^  lassen  sich  am  besten  durch 
iie  gegenseitige  Lage  dieser  beiden  Polartri&der  charakterisiren. 
Dass  diese  Polartri^der  verschieden  sind,  ist  sicher,  denn  sonst 
würde  jeder  Parameter  r^  nur  von  einem  t^  abhangen,  und  die- 
ser triviale  Fall  wurde  von  vornherein  ausgeschlossen. 

Jedes  unter  den  beiden  Polartriedern  hat  drei  Kanten  und 
drei  Ebenen.  Es  ist  nun  denkbar,  dass  diese  Trisder  eine  allge- 
iDeioe  gegenseitige  Lage  haben,  das  heisst,  dass  keine  Kante 
bei.  Ebene)  des  einen  Triäders  mit  einer  Kante  (bez.  einer 
Ebeüe)  des  zweiten  Trieders  identisch  ist,  und  dass  andererseits 
keine  Kante  des  einen  Trieders  in  eine  Ebene  des  zweiten  Tri- 
^ders  hineinfallt.  Die  beiden  Polartri6der  können  aber  auch  eine 
specielle  gegenseitige  Lage  haben,  indem  Kanten  (bez.  Ebenen) 
des  einen  Tri^ders  mit  Kanten  (bez.  Ebenen)  des  zweiten  Tri- 
eders  zusammenfallen,  oder  aber  eine  Kante  des  einen  Triäders 
ifl  eine  Ebene  des  zweiten  hineinfallt.  Wir  werden  der  Reihe 
aach  alle  speciellen  gegenseitigen  Lagen  der  beiden  Trieder  be- 
trachten, und  die  zugehörigen  Translations-if,  suchen.    Indem 
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wir  uns  auf  unsere  Bestimmung  derjenigen  Flächen  des  drei- 
fachen Raumes  stttUen,  die  in  mehrfacher  Weise  als  Translations- 
flflchen  aufgefasst  werden  können,  gelingt  es  uns,  ohne  weiteres 
alle  Translations-Jfj  zu  bestimmen,  auf  denen  die  beiden  Polar- 
triäder  eine  specielle  gegenseitige  Lage  haben. 

Sodann  nehmen  wir  in  den  folgenden  Kapiteln  den  allge- 
meinen Fall  unseres  Problems  in  Angriff,  das  heisst,  wir  setzen 
voraus,  dass  die  beiden  oben  besprochenen  Polartrieder  eine  all- 
gemeine gegenseitige  Lage  haben.  Es  ist  nicht  schwer  zu  sehen, 
dass  das  AsBL^sche  Theorem,  angewandt  auf  die  allgemeine 
Schnittcurve  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit  einer  Fläche  drit- 
ten Grades  uns  Lösungen  unseres  Problems  liefert,  die  dieser 
Hypothese  entsprechen.   Durch  Betrachtungen  und  Rechnungen, 
die  recht  ausführlich  sind,  doch  aber  ein  bedeutendes  Interesse 
darbieten,  gelingt  es  uns  nachzuweisen,  dass  wir    in  dieser 
Weise  alle  fehlenden  Lösungen  unseres  Problems  erhalten.    Da- 
bei ist  es  allerdings  nothwendig,  ebensowohl  die  reduciblen,  wie 
die  irreduciblen  Schnittcurven  zwischen  Flächen  zweiten  und 
dritten  Grades  zu  berttcksichtigen.    Wir  können  das  thun,  denn 
bei  seinem  Beweise  des  AiEL'schen  Theorems  setzte  der  grosse 
Bahnbrecher  keineswegs  voraus,  dass  die  betreffenden  algebra- 
ischen Relationen  irreducibel  sind.    Wir  heben  das  hervor,  da 
Abbl^s  Nachfolger  sich  wohl  kaum  mit  dem  ABEL'schen  Theorem, 
angewandt  auf  reducible  algebraische  Relalionen,  näher  beschäf- 
tigt haben. 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  die  Kante  d^,  =  0,  df,  =  0 
mit  der  Kante  dr^  =  0,  dr,  =  0  zusammenfällt,  während  die 
vier  anderen  Kanten  der  beiden  Polartriöder  unter  einander 
verschieden  sind.  Dies  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  r, 
und  xr,  nur  von  /,  und  l^  abhängen : 

während  r/ selbstverständlich  nicht  von  l^  unabhängig  sein  kann. 
Dieser  Fall  lässt  sich  auch  dadurch  charakterisiren ,  dass  für 
jeden  Punkt  der  M^  die  hindurchgehende  Gurve  c,  mit  der  hin- 
durchgehenden Gurve  x^  identisch  ist.  Bei  der  Discussion  dieses 
Falles  können  wir  von  den  developpablen  M^  absehen;  denn 
wir  kennen  ja  alle  developpablen  Translations-if,  und  wissen 
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überdies,  dass  jede  derartige  Jf,  in  unendlich  vielen  Weisen  als 
TranslatioDs-if,  aufgefasst  werden  kann. 

Wenn  aber  der  Haupttangentenkegel  irreducibel  ist,  und 
die  Kante:  dt^  =  Oj  dt^^=0  des  einen  Polartrieders  mit  einer 
KaDte:  (/r,  =  0,  dr,  =  0  des  zweiten  Triöders  zusammenfällt, 
so  fallen  auch  die  beiden  entgegenstehenden  Ebenen  unserer 
Polartrieder,  also  die  Ebenen:  dt^  =  0  und  dr^  =0  zusammen; 
dann  aber  ist  die  Sohaar  der  zweidimensionalen  Mannigfaltig- 
keiten t^  =  C!oiist.  mit  der  Schaar  der  Mannigfaltigkeiten  t,  = 
Gonst.  identisch,  und  eine  jede  unter  diesen  oo*  Mannigfaltig- 
keiten enthält  nicht  allein  c»*  Curven  c,  und  oo*  Curven  c,,  son- 
dern auch  cx>*  Curven  x,  sowie  oo*  Curven  x,.  Unsere  if,  zer- 
fällt somit  in  c»^  zweidimensionale  Jtf^,  die  unter  einander 
congnient  und  gleichgestellt  sind,  und  dabei  in  vier  verschiede- 
nen Weisen  durch  Translation  einer  Curve  erzeugt  werden  kOpr 
Den.  Nach  den  Entwickelungen  des  ersten  Kapitels  ist  aber  jede 
derartige  M^  in  einem  ebenen  dreidimensionalen  Räume  ent- 
yten;  und  wir  finden  daher  die  allgemeinste  Jtf,  mit  den  ver- 
langten Eigenschaften,  wenn  wir  im  dreifachen  Räume:  x^,  x^j 
2-3,  js  =  0  irgend  eine  nicht  developpable  Fläche  nehmen,  die  in 
zweifacher  Weise  als  Translationsfläche  aufgefasst  werden  kann 
und  etwa  die  beiden  Darstellungen: 

(3)  Xk  =  A^M  +  A^{t,)        (Ä-=i,2,3) 

und 

(*)  <^k  =  A]k,(T,)  +  A;t3  (T3)        (fc  =  4 ,  2,  3) 

zQlässt;  betrachten  wir  diese  Translationsfläche  als  eine  Mannig- 
faltigkeit des  vierfachen  Raumes  acj ,  ac, ,  a;, ,  jj  —  was  wir  da- 
durch zum  Ausdruck  bringen  können ,  dass  wir  sowohl  zu  dem 
Gleichungssystem  (3) ,  wie  zu  dem  Systeme  (4)  die  Gleichung : 
'  =  0  hinzufttgen,  —  so  können  wir  dieser  M^  dadurch  c»*  ver- 
schiedene Lagen  im  vierfachen  Räume  ertheilen ,  dass  wnr  auf 
sie  nach  und  nach  einfach  unendlich  viele  Translationsbewegun- 
gen des  vierfachen  Raumes  ausüben;  die  hiermit  erhaltenen  ein- 
fach unendlich  vielen  Mannigfaltigkeiten  M^  erzeugen  eo  ipso  im 
vierfachen  Räume  eine  1/,,  die  sowohl  die  Darstellung: 

wie  die  Darstellung: 
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^  =  ^4(0,  ^fc  =  AitiW+Afc,W+Aife3(r3)    (t  =  1,2,3) 

zulässt. 

Die  hiermit  gefundene  if,  besitzt  die  verlangten  Eigen- 
Schäften ,  und  sie  ist  zugleich  die  allgemeinste  i/, ,  die  unsere 
speciellen  Forderungen  erfüllt.  Es  ist  dabei  wohl  zu  beachten, 
dass  die  vier  Functionen  C^{t^)y  AJ^^  (t^)  gar  keiner  Beschränkung 
unterworfen  sind,  während  die  zwölf  Functionen  ^4^,  Aj^^,  A/^, 
und  Ajt3  ÄBBL^sche  Integrale  sind,  deren  Classenzahl  p  gleich 
oder  kleiner  als  drei  ist. 

Fallen  die  beiden  Kanten  dt^=dt^  =  0  und  dt^  =  d/3  =  0 
des  einen  Polartri^ders  mit  den  beiden  Kanten  dr^  =  dr,  =  0 
und  dr^  =  dr,  =  0  des  zweiten  Trieders  zusammen,  so  besteht 
der  Haupttangenten kegel  entweder  aus  einem  Ebenenpaar  oder 
aus  einer  doppeltzahlenden  Ebene.  In  beiden  Fällen  ist  die  3f^ 
developpabel  und  in  Folge  dessen  cylindrisch ;  sie  kann  über- 
dies nach  unseren  früheren  Untersuchungen  in  unendlich  vielen 
Weisen  als  Translations-if,  des  vierfachen  Raumes  aufgefasst 
werden. 

Sodann  nehmen  wir  an,  dass  unsere  beiden  Polartrieder  keine 
gemeinsame  Kante  haben,  während  sie  eine,  und  dann  auch  nur 
eine  gemeinsame  Ebene  besitzen,  die  etwa  durch:  dt^  =  0  and 
gleichzeitig  durch:  dr^  =  0  dargestellt  werden  möge.  In  diesem 
Falle  artet  der  Haupttangentenkegel  in  eine  doppeltzählende 
Ebene  aus,  und  die  Gleichung  der  Jf,  kann  daher  die  Form : 

0(0:,,  05,)  =  0 

erhalten.  Derartige  Jf,  können  immer  in  unendlich  vielen  Wei- 
sen als  Translations-if,  aufgefasst  werden,  wie  früher  gezeigt 
wurde. 

Endlich  wollen  wir  annehmen,  dass  die  beiden  Polartri($der 
verschiedene  Kanten  und  Ebenen  haben,  dass  aber  eine  Raute 
des  einen  Trieders  in  eine  Ebene  des  zweiten  Polartriöders 
hineinfällt.  Ist  z.  B.  die  Kante:  d  ^^  =  0 ,  d^^  =  0  in  der  Ebene : 
dv^  =  0  gelegen,  so  enthält  jede  Mannigfaltigkeit:  r^  =  Gonst. 
nicht  allein  00*  Curven  sc,  und  00*  Gurven  x,,  sondern  zugleich 
00*  Gurven  c^]  das  heisst  aber,  dass  jede  zweidimensionale 
Mannigfaltigkeit  z^  =  Gonst.  in  drei  verschiedenen  Weisen  durch 
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TraDslationsbewegung  einer  Gurve  erzeugt  werden  kann.  Nach 
den  Eniwickelungen  des  ersten  Kapitels  sind  daher  Ewei  Fälle 
möglich.  Es  ist  denkbar,  dass  jede  zweidimensionale  Mannig- 
faltigkeit: Tf  =  Const.  in  einer  dreidimensionalen  Ebene  ent- 
halten ist,  und  überdies  in  vier  verschiedenen  Weisen  durch 
Translation  einer  Curve  erzeugt  werden  kann;  diese  Hypothese 
giebt  uns  offenbar  nur  solche  Jf, ,  die  wir  schon  früher  gefunden 
haben.  Die  andere  Möglichkeit,  die  wir  berücksichtigen  müssen, 
besteht  darin,  dass  jede  Mannigfaltigkeit:  v^  =  Gonst.  einfach 
unendlich  viele  parallele  Gerade  enthalt.  Die  J/,  wird  also  da- 
durch erzengt,  dass  eine  cylindrische^  zweidimensionale  Mannig- 
faltigkeit des  Raumes  js,  a;^ ,  cc,,  x,  in  Translationsbewegung 
geführt  wird.  Eine  in  dieser  Weise  erzeugte  Translations-if,  ist 
offenbar  selbst  cylindrisch  und  kann  daher  in  unendlich  vielen 
Weisen  als  Translations-J/,  aufgefasst  werden.  Alle  derartigen 
ifj  sind  aber  schon  früher  (Theor.  IV)  bestimmt. 

Wir  wollen  nun  unsere  bisherigen  Resultate  zusammen- 
fassen. Um  das  in  übersichtlicher  Weise  machen  zu  können,  er- 
scheint es  zweckmässig,  zunächst  die  verschiedenen  Hypothesen, 
die  wir  nach  und  nach  betrachtet  und  erledigt  haben,  analytisch 
10  formuliren. 

Eine  Kante  des  einen  Polartrieders  follt  mit  einer  Kante 
des  zweiten  Polartri^ders  zusammen,  wenn  zwei  unter  den 
Grössen  r  etwa  z^  und  r,  nur  von  zwei  Grössen  t  etwa  t^  und  t^ 
abhängen.    Bestehen  z.  B.  Gleichungen  von  der  Form 

»  öt  jede  Curve  i^  =  a,  /,  =  6  identisch  mit  der  Curve:  r^  = 
^i(^^)f  ^1  =  0t  (^^)}  ^^^  heisst  jede  Curve  c,  ist  gleichzeitig  eine 
Cnnre  x, .  Ist  andererseits  eine  Ebene  des  ersten  Polartrieders 
etwa  die  Ebene  dt^  =  0  mit  einer  Ebene  des  zweiten  Polar- 
trieders  etwa  der  Ebene  dr^  =  0  identisch,  so  ist  r^  eine  Func- 
tion von  t^  allein.  Fällt  endlich  die  Kante  (//^  =  0,  d/^  =  0  des 
ersten  Tri^ders  in  die  Ebene  dr^  =  0  des  zweiten  Trieders  hin- 
ein, so  hängt  T^ ,  wie  wir  früher  sahen,  nur  von  t^  und  t^  ab. 

Alle  unsere  speciellen  Voraussetzungen  kommen  somit  da- 
ranf  hinaus,  dass  jedenfalls  eine  unter  den  drei  x  nur  von  zwei 
'oder  gar  von  einem  einzigen  /  abhängt.  Und  umgekehrt  ist 
leicht  zu  sehen,  dass  ^ir  jedesmal  ^  wenn  ein  r  nur  von  einem  l 
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^4 ^^i  +  ^*trf«t  +  ^ktd^t  =  0     (*  =  4,  8,  3) 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  durch  die  unmittelbar  in- 
tegrablen  Gleichungen: 

bestimmt.  In  dieser  Weise  ergiebt  sich,  dass  die  drei  Ebenen- 
coordinaten  p^  p^,  p^,  also  auch  die  vierte  Ebenencoordinate 
z^p^  x^  — p,jr, — Ps^c,  lÄngs  jeder  Cj  constante  Werthe  haben, 
dass  also  unsere  Translations-if,  von  jeder  dreidimensionalen 
Tangentialebene  längs  einer  c«  berührt  wird;  die  oo*  Curven  c^ 
sind  somit  Gerade  und  offenbar  parallele  Gerade,  da  jede  c^ 
durch  eine  Translationsbewegung  in  jede  andere  c^  übergeführt 
werden  kann. 

Besitzt  daher  eine  developpable  Translations-M^  zweifach  un- 
endlich viele  dreidimensionale  Tangentialebenen^  so  sind  die  oo* 
Geraden^  nach  denen  die  Tangentialebenen  diese  Ü,  berühren, 
unter  einander  parallel 

Bezeichnen  wir  jede  M^,  die  oo*  parallele  Gerade  enthält, 
als  eine  cylindrische  Jf, ,  so  können  wir  unser  Ergebniss  auch 
folgendermassen  aussprechen : 

Sati  2.  Besitzt  eine  developpable  Translations-M^  zweifcuJi 
unendlich  viele  dreidimensionale  Tangentialebenen^  so  ist  sie 
cylindrisch  und  wird  dementsprechend  von  oo*  parallelen  Geraden 
erzeugt. 

Die  Gleichungen  einer  solchen  if,  können,  wie  man  leicht 
einsieht,  auf  die  Form : 

Xr,  =  b,t,  +  Ä;tt (0  +  Äfc.(^),       (*  =  ^  2, 3) 
z  =  ct,  +CM  +c,(g 

gebracht  werden,  wobei  6^,  6,,  6,  und  c  Constante,  t^  einen  Para- 
meter darstellen.   Führt  man  hier  die  Grössen: 

mit  X  zusammen  als  neue  Gartesische  Coordinaten  ein,  so  nehmen 
unsere  Gleichungen  die  Gestalt  an : 

z  =  ct,  +  CM  +  C,(t,), 
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es  ergiebt  sich  somit,  dass  unsere  Jf,  durch  eine  einzige  Glei- 
chung von  der  Form : 

dargestellt  wird ,  und  dass  diese  Gleichung  eine  Translations  • 
fläche  des  dreidimensionalen  Raumes  i^^  £,,  i^  definirt.  Ist 
andererseits  irgend  eine  Translationsflache  des  dreidimensio- 
nalen Raumes  £«,  £,,  £j  vorgelegt,  so  leuchtet  unmittelbar  ein, 
dass  sie  sich  als  cylindrische  Translations-JKf,  des  vierdimensio- 
nalen  Raumes  £4,  £«)  Es»  ^  auffassen  lässt.  Ja  man  kann  sogar 
einen  Schritt  weiter  gehen ,  und  nachweisen,  dass  eine  solche 
Mannigfaltigkeit  in  unendlich  vielen  Weisen  als  Translations-Jf, 
des  vierdimensionalen  Raumes  aufgefasst  werden  kann.  Sind 
nämb'ch 

dk  Gleichnngen  einer  beliebigen  Translationsflaohe  des  drei- 
fachen Raumes  £{,£«,;,,  so  stellen  die  Gleichungen : 

a  =  C.(g+C.(0  +  C,(<,), 

welche  auch  die  Functionen  C^,  C^  und  C,  sein  mOgen,  immer 
dieselbe  cylindrische  Translations- Jlf^  des  Raumes  z  ]c^  i^  jr,  dar. 

Hiermit  haben  wir  den  Satz : 

Satz  8.  Besitzt  eine  Translations-M^  des  vierfachen  Raumes 
00*  und  nur  00*  dreidimensionale  Tangentialebenen,  so  kann  sie 
in  unendlich  vielen  Weisen  als  Translations^M^  aufgefasst 
werden. 

Wir  werden  jetzt  alle  Translations-lf,  des  Raumes  x^,  x^, 
7„  s  bestimmen,  die  nur  einfach  unendlich  viele  Tangentialebenen 
besitzen.    Eine  solche  M^  befriedigt  die  partielle  Differential- 

I  r,,  I  =  0, 

nnd  noch  mehrfsie  befriedigt  alle  Gleichungen,  die  man  erhält, 
wenn  man  alle  zweireihigen  Unterdeterminanten  der  \r^j.\  gleich 
.Null  setzt.  Eine  solche  Jf,  berührt  jede  dreidimensionale  Tangen- 
lioMtene  in  00*  Punkten,  die  jedesmal  eine  zweidimensionale  Ebene 
f,  bilden,  und  offenbar  enthalt  die  Jf,  c»*  solche  Ebenen  /f,. 

lfatk..pkyt.  ClMM.  1897.  4  4 
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finden,  so  müssen  wir  von  vorneherein  feststellen,  dBSS  jede  Glei- 
chung :  T^  =  q>^  [t^  i^  t^)  alle  drei  Parameter  t^  f,  und  t^  enthalten  soll. 
Von  jetzt  ab  wollen  wir  daher  an  dieser  Annahme  fest- 
halten, die  nach  unseren  früheren  Auseinandersetzungen  sich 
damit  deckt,  dass  die  beiden  Polartrieder  des  Haupttangenten- 
kegels, die  durch  die  beiden  Gleichungssysteme: 

dr^  =  0  ,  d/,  =  0  ,  dt^  =  0 
und 

dr^  =  0  ,  dr,  r=  0  ,  dr,  =  0 

definirt  werden,  eine  allgemeine  gegenseitige  Lage  haben  sollen. 
Setzen  wir  nun  wie  früher: 

^=1^.  =  ^«'        (*=<,«,  3;  ,  =  4,  2,  3) 

und  definiren  wir  dementsprechend   durch  die  beiden  Glei- 
chungen: 

I«  =  Wtt(fii),  Su  =  w«(f4<)         (*'  =  ^  2,  3) 
die  gemeinsame  unendlich  ferne  Gurve  h^  der  Developpablen 
aller  Gurven  q,  so  befriedigt  die  gesuchte  I/3,  wie  wir  früher 
sahen,  die  drei  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

(3)  +(lulsfc  +  ^S,i4ifc)r„  +  (?«^,ik +  ?,.•!,*)  r„  =  0 

(/,ft=^2,3), 

in  denen  die  |  durch  diejenigen  Functionen  von  p^t  PtJ  Ps  ^^ 
ersetzen  sind,  die  durch  Auflösung  der  Gleichungen: 

<    -  Pi  ?!•  -  Pt^U  -  PiiSu  =  ö  I 

gefunden  werden. 

Setzen  wir  andererseits 

"ärf  •  J^  =  ^*»«+»       (*'  *  =  ''  ^'  ^) 

und  betrachten  dementsprechend  das  Gleichungssystem: 

?1,  <+8  =  ^1,  t+S  (^1,  t^s)  t    ^5,  rf+J  =  ^3,  l+J  (5l,  i+s)       («'  =  ^  2|   3) 

als  analytische  Definition  der  unendlich  fernen  Gurve  Kj,  die 
auf  allen  Developpablen  der  Gurven  x^  gelegen  ist,  so  erhalten 
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wir  zur  BestimmuDg  der  gesuchten  Jf,  drei  neue  lineare  partielle 
Differentialgleichungen,  wenn  wir  in  die  Gleichungen: 

(a,/J  =  4,5,6,a  +  /9) 

far  die  §  diejenigen  Functionen  von  p^^Pf,  p,  eintragen,  die  sich 
durch  Auflösung  der  Gleichungen : 

Iv  —  ^v (^u)  =  ^y  ?v  —  ^3i(f«/)  =  ^ 
0  =  4,  ö,  6) 
ergeben. 

Wir  sehen  also,  dass  die  gesuchten  Jf,  sechs  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen befriedigen,  die  wir  allerdings  erst  dann  auf- 
stellen können,  wenn  wir  die  sechs  unendlich  fernen  Gurven 

^4>   ^«>    ^8>    1^4  >   ^i)    ^i 

schon  kennen.    Diese  sechs  Differentialgleichungen  sind  linear 
Qod  homogen  in  den  sechs  Ableitungen  zweiter  Ordnung : 


Sehen  wir  daher  von  den  ebenen  M^  ab,  fttr  welche  alle  r^^  ver- 
schwinden, so  dürfen  wir  behaupten,  dass  die  Determinante, 
die  von  den  Goefficienten  der  r^^  gebildet  wird,  gleich  Null 
sein  mufls. 

Die  hiermit  gefundene  Bedingungsgleichung: 

§ii§it     Stibtt     SsiSs«     .... 

?«i« 

91«  bis 


0  = 


blS^tS        9t6  9«6        ^35^3 


=  D(§), 


die  zwischen  den  achtzehn  Grössen  ^,v  stattfindet,  kann  leicht 
gedeutet  werden,  und  das  sogar  in  zwei  Weisen,  die  allerdings 
nur  formcd  verschieden  sind. 
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Deuten  wir  die  Grössen: 

?i«,?.n  ?3i        {'■  =  *,  2,  3) 

als  Bestimmungsstttcke  der  Tangente,  die  wir  in  einem  Punkte 
unsrer  if,  an  die  hindurchgehende  Gurve  c^  gezogen  haben,  und 
betrachten  wir  dementsprechend  die  Grossen 

»t.y+s)  »«j'+s»  SsJ+s 
als  Bestimmungsstttcke  der  Tangente  im  selben  Punkte  an  die 
hindurchgehende  Gurve  x^-,  so  sagt  die  gefundene  Gleichung: 
Z)(^)  =  0,  dass  unsere  sechs  Tangenten  der  Curven  c^  und  xj  auf 
einem  Kegel  zweiten  Grades  liegen.  Und  nach  einem  bekannten 
Satze  der  projectiven  Geometrie  folgt  dies  in  der  That  unmittel- 
bar daraus,  dass  diese  sechs  Tangenten  sich  als  die  Kanten 
zweier  Polartrieder  des  Haupttangentenkegels  auffassen  lassen^ 

Deuten  wir  andererseits  die  Grössen  ^^j,  Sto  S^i  als  Goordi- 
naten  des  unendlich  fernen  Punktes  auf  der  oben  besprochenen 
Tangente  unserer  Gurve  c,-,  und  betrachten  wir  dementsprechend 
die  Grössen  Sij^n  ^«jVa?  S^j'-hs  ^'^  Goordinaten  des  unendlich 
fernen  Punktes  auf  der  Tangente  der  Gurve  xy,  so  sagt  die  Glei- 
chung: D{^  ==  0,  dass  die  sechs  Tangenten,  die  wir  in  einem 
Punkte  unserer  M^  an  die  hindurchgehenden  Gurven  c^,  c,,  c,, 
Xf ,  X,  und  X,  gezogen  haben,  die  unendlich  ferne  ebene  Mannig- 
faltigkeit U^  in  sechs  Punkten  treffen,  die  auf  einem  Kegelschnitte 
gelegen  sind.  Beachten  wir  dabei,  dass  diese  sechs  Punkte  auf 
je  einer  unter  den  sechs  unendlich  fernen  Gurven  K^,  ä',,  h\, 
Kj,  K,  und  Kj  liegen,  und  dass  sie  andererseits  in  einer  drei- 
dimensionalen Tangentialebene  unserer  1/,  enthalten  sind,  so 
sehen  wir,  dass  jede  dreidimensionale  Tangentialebene  unserer 
M^  die  sechs  unendlich  fernen  Gurven  K^  und  Kj  in  sechs  Punk- 
ten schneidet,  die  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Und  da  durch 
jede  zweidimensionale  Ebene  der  unendlich  fernen  Mannigfaltig- 
keit {7,  eine  dreidimensionale  Tangentialebene  an  unsere  (nicht 
developpable)  M^  gelegt  werden  kann,  so  zeigt  das  Verschwinden 
der  Determinante  D  (|),  dass  die  sechs  Curven  K^  undY^  des  drei- 
fachen ebenen  Raumes  U^  jede  Ebene  dieses  Raumes  m  sechs  Punk- 
ten treffen y  die  auf  einem  Kegelschnitte  liegen. 

Die  hiermit  gefundene  Deutung  der  Gleichung:  D(|)  =  0 
soll  uns  zunächst  zu  einem  schönen  geometrischen  Satze  fuhreo. 
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Wir  wollen  annehmen,  dass  im  gewöhnlichen  dreifachen 
Räume  x,  y,  z  sechs  Gurven  C^ ,  C^, . ,  C^  vorliegen,  die  jede 
Ebene  dieses  Ranmes  in  sechs  Punkten  treffen,  die  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen.  Wir  behaupten  und  werden  beweisen, 
dass  dann  unsere  sechs  Curven  C^ ,  C^. . .  C^  auf  einer  Fläche 
zweiten  Grades  gelegen  sind. 

Beseichnen  wir  die  Goordinaten  eines  laufenden  Punktes 
derCurve  C^  mit  (x:^,y^^  z^^  und  überhaupt  die  Goordinaten  eines 
laufenden  Punktes  der  Gurve  C^  mit  o?,-,  y^,  js^*,  so  sind  die  acht- 
xehn  Grössen 

darch  vier  Gleichungen  verbunden,  unter  denen  drei  die  Form : 


0  = 


X, 

x^ 


Vi 
Vk 


H 


=  ^k 


(fc  =  4,5,6) 


besitzen  und  nur  aussagen,  dass  die  sechs  Punkte  in  einer  Ebene 
eothalten  sind,  während  die  vierte  Gleichung  etwa  auf  die  Form: 


0  = 


X' 


x; 


yl 


^ij/i 


X, 


Vi^t 


XI 


=  D{x) 


gebracht  werden  kann.  Diese  letzte  Gleichung  sagt,  dass  unsere 
sechs  Punkte  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades  liegen  und  dass 
sie  somit  auf  der  Schnittcurve  dieses  Kegels  mit  einer  Ebene, 
d.  h.  auf  einem  Kegelschnitte  gelegen  sind. 

Aus  den  vier  hiermit  gefundenen  Gleichungen  leiten  wir 
jetzt  durch  Differentiation  neue  Relationen  ab,  in  denen  neben 
den  achtzehn  Grössen  rr^,  y,-,  z^  noch  die  Ableitungen: 


^  =  t/:.      ^  = 
dXi        ^*^      dXi 


rf'y«  _ 


dXi* 


=  yi 


Denken  wir  uns,  dass  die  sechs  Gurven  C^. . .  C^  schon  vor- 
liegen, dass  also  y^  und  z^  gegebene  Functionen  von  x^  sind,  so 
erkennen  wir  leicht,  dass  wir  x^,  x^  und  x^  als  unabhängige 
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Veränderliche  und  alle  ttbrigen  Grössen  als  Functionen  dieser 
unabhängigen  Veränderlichen  betrachten  können.  Wenn  wir 
nämlich  x^  einen  bestimmten  Wertb  ertheilen,  so  werden  auch 
y^  und  z^  und  gleichzeitig  ein  gewisser  Punkt  der  Gurve  K^  be- 
stimmt. Ertheilen  wir  daher  sowohl  x^  wie  x^  und  x^  be- 
stimmte Werthe,  so  greifen  wir  factisch  auf  jeder  unter  den  drei 
Curven  C^ ,  C,  und  C,  einen  Punkt  heraus.  Legen  wir  aber  durch 
die  drei  hiermit  gefundenen  Punkte  eine  Ebene,  so  schneidet 
sie  jede  unter  den  drei  übrigen  Curven:  C^,  C,  und  Q  in  einem 
bestimmten  Punkte,  dessen  Coordinaten  somit  als  Functionen 
von  x^f  x^j  x^  aufgefasst  werden  können. 

Differentiiren  wir  zunächst  die  Gleichung: 


0  = 


X, 


x^ 


x^ 


Vi 

«. 

i 

Vt 

»t 

4 

Vi 

«> 

1 

y* 

2. 

4 

^, 


nach  x^  und  betrachten  dabei  o?^ ,  flc, ,  x^  als  unabhängige  Ver- 
änderliche, so  bestimmt  die  hervorgehende  Gleichung : 

die  partielle  Ableitung  der  Grösse  x^  nach  x^  als  Function  der 
Grössen : 


^v  Vi 


(i=i,2..6). 


In  entsprechender  Weise  gelingt  es  uns,  alle  neun  Ableitungen 
der  Grössen  x^^  x^  und  x^  nach  x^ ,  cc,  und  x^  zu  bestimmen. 
Differentiiren  wir  sodann  die  Gleichung  Z)(a;)  =  0  successive 
nach  x^ ,  x^  und  o?,,  so  erhalten  wir  drei  Gleichungen  von  der 
Form: 

(e=4,2,3) 

die  mit  den  neun  vorhergehenden  Gleichungen  verbunden  drei 
Relationen  liefern,  die  zwischen  den  achtzehn  Grössen  cc^-,  y^^  z^ 
und  den  zwölf  Grössen  y/,  :z'i  statttfinden. 
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Es  ist  nicht  schwer,  sich  den  begrifflichen  Sinn  dieser  drei 
Gleichungen  klar  zu  machen. 

Wahlen  wir  im  Räume  x^  y^  z  eine  beliebige  Ebene  und  in 
dieser  Ebene  sechs  Punkte:  x^,  y^,  z^j  die  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegen  y  und  ziehen  wir  überdies  in  jedem  unter  den 
drei  Punkten :  x^^  y^  z^]  aCg,  y,,  ji^;  x^^y^^z^  eine  Gerade  mit 
den  Richtungscoefficienten 

4,y},^;         {«•-*,  5,  6), 

SO  giebt  es  nach  den  Theorien  der  projectiven  Geometrie  ein- 
fach unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades,  die  unseren  Kegel- 
schnitt enthalten  und  tlberdies  jene  drei  Gerade  in  ihrem  Schnitt^ 
pankle  mit  dem  Kegelschnitte  berühren. 

Diese  oo^  Flachen  zweiten  Grades  enthalten  einen  gemein- 
samen Kegelschnitt  und  berühren  einander  in  drei  verschiedenen 
Pankten  dieser  Gurve.  Dann  aber  können  wir  sohliessen ,  dass 
diese  Flachen  ein  Bttschel  bilden,  dass  sie  einander  längs  des 
gemeinsamen  Kegelschnittes  berühren  und  dass  sie  daher  in 
jedem  unter  den  drei  Punkten 

dieselbe  Tangentialebene  haben. 
Es  erfüllen  also  die  Grössen 

y/  und  z/        (7  =  4,2,3) 
ftir  jedes  y  eine  lineare  Relation: 
14')        0  =  Xj,y/  +  fXjz/+yj=Wj       0=1,2,3), 

deren  CoefBcienten  Ij  fij  und  yj  nur  von  den  x^,  y,*,  z^  und  den 
sechs  Ableitungen  y^,  z^,  y^',  z^j  y^',  zi  abhängen. 

Die  zwö^ Ableitungen  erstem*  Ordnung  y/,  z/  sind  daher  wirk- 
lieh  durch  drei  unabhängige  Gleichungen  gebunden. 

Wir  wollen  nun  weiter  gehen  und  Relationen  zwischen  den 
zwölf  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  yi',  z"  ableiten. 

Wenn  wir,  wie  oben,  die  Grössen  x^^  cd,  und  cc,  als  unab- 
hängige Veränderliche  betrachten  und  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  vier  Gleichungen 

dx^  '       dXi  '       dXj  '      dx^ 

bilden  und  sodann  zwischen  ihnen  die  drei  Ableitungen 

MaU^p^TS.  CtoM6.  1897.  4  5 
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bx^       bx^       da?fl 
da?i  '     da?,  '     ^x^ 

eliminiren,  so  erhalten  wir,  wie  wir  sahen,  eine  Relation  zwischen 
den  achtzehn  Grossen  x^^  y^,  z^  und  den  acht  Ableitungen  ^^  j  s[^ 

W,  [x,y,  z,...  x^y.z^y[z[y[%\ylziylzl)  =  0. 

Wir  fügen  hinzu,  obgleich  das  für  die  folgenden  Betrachtungen 
unwesentlich  ist,  dass  unsere  analytische  wie  geometrische Ueber- 
legungen  überdies  gezeigt  haben,  dass  die  Gleichung:  W,  =  0 
in  den  beiden  Grössen:  ^^ ,  z^  (und  dementsprechend  in  zwei 
beliebigen  Grossen  y,',  z/)  linear  ist. 

Um  nun  Relationen  zwischen  den  Differentialquotienten 
zweiter  Ordnung  y",  z"  zu  finden,  konnten  wir  die  Gleichung 
W^  =  0  sowie  die  beiden  analogen  Gleichungen  W,  =  0  und 
W3  =  0  successive  nach  x^ ,  x^  und  x^ ,  die  fortwfihrend  als 
unabhängige  Veränderliche  betrachtet  wurden,  differentiiren. 
Gingen  wir  aber  in  dieser  Weise  vor,  so  könnten  wir  nicht 
unmittelbar  übersehen,  wie  vieUunabhängige  Relationen  zwischen 
den  y",  z"  wirklich  vorhanden  sind.  Wir  finden  es  daher  zweck- 
mässig neue  unabhängige  Veränderliche  einzuführen,  und  zwar 
wollen  wir  bis  auf  weiteres  die  drei  Grössen  jt,,  x^  und  x^  als 
solche  auffassen ,  was  offenbar  gestattet  ist.  Differentiiren  wir 
bei  Zugrundelegung  dieser  Auffassung  die  Gleichung  Tf^^  =  0 
nach  x^ ,  so  erhalten  wir  eine  Relation  von  der  Form : 

bW,   .    bW.    ,   ,   bW.     ,    ,  %rr!/^W'i    .    bW. 


(5) 


bWi  ,    bW.    ,   ,   bW.     ,    ,  %rr!/"r^i    .    "^1  /    , 


und  aus  ihr  schaffen  wir  die  Ableitungen 

(6)                               If        (^  =  2,3,6 

weg,  indem  wir  die  drei  Gleichungen 

ac,     y^     z,     < 

X,    y,     a«     4 

ap,    y,    «.    < 

Xf     yt     Zi     < 

=  0        (1  =  8,3,6) 
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nach  x^  differentiireD,  und  die  hervorgehenden  Werthe  der  Ab- 
leiiangen  (6)  in  die  Gleichung  (5)  eintragen. 

Es  ergiebi  sich  hierbei,  dass  die  vier  Differentialquotienten 
zweiter  Ordnung  ^',  z%  t/i,  z'i  durch  eine  lineare  Relation 

KiTi  +  fuK  +  Ki/i  +  f^.^'i  +  ^'^^o 

gebunden  sind,  deren  Coefficienten  nur  von  den  oc^,  y^,  a^-,  yy,  ä/ 
abhängen. 

In  entsprechender  Weise  erkennen  wir,  dass  die  zwölf 
Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  y^',  zj"  durch  fünf 
lineare  Gleichungen 

'7)      (^-=^ctj,i/i  +  ßj,zi  +  yj,y'i  +  dkZ';+e,        (Ä=4,2...5, 

gebunden  sind,  deren  Coefficienten  nur  von  den  x^^  y^,  2^,  y/,  z^] 
abhängen. 

Hiermit  sind  fünf  lineare  und  unabhängige  Relationen 
zwischen  den  zwölf  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung 
yf^zj"  gefunden;  wir  können  nachweisen,  dass  hiermit  alle 
derartige  Relationen  abgeleitet  sind. 

Nehmen  wir  nämlich  im  Räume  o?,  y,  z  irgend  eine  Fläche 
zweiten  Grades  und  greifen  wir  unter  allen  auf  ihr  gelegenen 
Cttrven  sechs  beliebige  heraus,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass 
diese  sechs  Gurven  jede  Ebene  des  Raumes  in  sechs  Punkten 
treffen,  die  auf  einem  Kegelschnitte  liegen. 

Wahlen  wir  andererseits  sechs  beliebige  Punkte  x^,  y^,  js,., 
die  auf  irgend  einem  Kegelschnitte  gelegen  sind,  ertheilen  wir 
femer  den  sechs  Grössen:  y^,  z^j  y^,  js'^,  y^,  js^',  sowie  den 
beiden  Grössen:  y^',  VJ  beliebige  Zahlenwerthe,  so  giebt  es 
immer  eine  ganz  bestimmte  Fläche  zweiten  Grades  j  die  unseren 
Kegelschnitt  enthält,  die  femer  in  jedem  unter  den  drei  Punkten 
-^4^4^4  9  ^B^i^B'  ^«^6^6  dicjeuige  hindurchgehende  Gerade  be- 
rOhrt,  deren  Richtungscosinus  mit  den  drei  entsprechenden 
Zahlen: 

i,x/,z/        0=4,5,6) 

proportional  sind,  die  endlich  im  Punkte  o;«,  y^,  z^  denjenigen 
Kreis  oscalirt,  der  durch  die  vier  Zahlen:  yi^z'^,  y^S  z'i  bestimmt 
wird. 


u* 


228  SorausLiE, 

Liegen  daher  im  Räume  xyz  sechs  Curveti  C^,  C, . .  C^  vor, 
die  jede  Ebene  in  sechs  Punkten  eines  Kegelschnittes  schneiden, 
so  giebt  es  immer  eine  und  nur  eine  Flfiche  zweiten  Grades, 
die  erstens  die  sechs  Schnittpunkte  der  Gurven  C^. ,  .C^  mit 
einer  bestimmten  Ebene  enthält,  die  ferner  C^  osculirt  und  über- 
dies C^  und  Cg  bertlhrl;  wir  behaupten,  dass  diese  Fläche  zweiten 
Grades  alle  sechs  Gurven  C^  osculirt. 

Dass  die  von  uns  construirte  Fläche  zweiten  Grades  alle 
Gurven  C^  berührt  j  ist  eine  directe  Folge  der  drei  frtther  abge- 
leiteten Gleichungen : 

4')  Xjy/+  fijzj'+vj  =  0        0  =  <,  2,  3), 

deren  Goefficienten  Ay,  fij,  Vj  nur  von  den  Grossen  a?j,  y^,  2,-; 
yi»  ^4>  Vif  ^6J  yi}  ^6  abhängen.  Setzen  wir  zum  Beispiel j'  =  I, 
so  giebt  es  cx>*  Wertbsysteme  1/^ ,  z\ ,  die  unsere  letzte  Gleichung 
erfüllen,  und  jedes  derartiges  Werthsystem  bestimmt  eine  durch 
den  Punkt  x^,  y^^  z^  gehende  Gerade,  die  unsere  Fläche  zweiten 
Grades  berührt. 

Eine  ganz  analoge  Ueberlegung  zeigt,  dass  die  früher  (p.  227) 
abgeleitete  Gleichung: 

7)     «*!/i'  +  /?S^i'+ytyS  +  «J*^  +  «fc=0     (A  =  <,2,..5) 
nach  sich  zieht ,  dass  unsere  Fläche  zweiten  Grades  eben ,  weil 
sie  Cg  osculirt,  zugleich  jede  Curve  Cj^  osculiren  muss. 

Nun  können  wir  leicht  weiter  gehen.  Fassen  wir  zum  Bei- 
spiel in  der  Gleichung: 

die  Grössen  07^ ,  x,,  0:3  .als  unabhängige  Veränderliche  auf,  so 
erhalten  wir  durch  Differentiation  nach  x^  eine  Gleichung: 

die  in  yl'  und  z"^  linear  ist,  während  die  drei  Goefficienten  nur 
von  den  x,-,  y,-,  s,-,  y/V>  y/'V  abhängen.  Diese  Gleichung 
zeigt,  dass  die  Gurve  C^  mit  der  von  uns  construirten  Fläche 
zweiten  Grades  eine  Berührung  dritter  Ordnung  besitzt.  Und  in 
entsprechender  Weise  ergiebt  sich  zunächst,  dass  jede  Gurve  C^ 
mit  der  Fläche  zweiten  Grades  eine  Berührung  dritter  Ordnung 
hat,  sodann  dass  jede  C^  mit  der  Fläche  eine  Berührung  von 
vierter,  ja  von  beliebig  hoher  Ordnung  haben  muss. 
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Hiermit  ist  das  folgende  Theorem  bewiesen: 
Theorem  ▼!,  Wenn  im  Räume  x,  y,  %  sechs  Curven 
vorliegen^  die  jede  Ebene  allgemeiner  Lage  in  sechs 
Punkten  treffen^  die  einem  irreduciblen  Kegelschnitte 
gekoren^  dann  liegen  diese  sechs  Curven  immer  auf 
einer  gewissen  Fläche  zweiten  Grades. 

Es  lässt  sich  beweisen,  dass  dieses  Theorem  nur  ein  ganz  specieiler 
Fall  eines  viel  allgemeineren  Theorems  ist,  das  sich  auf  9-fach  ausgedehnte 
MaDoigfaltigkeiten  des  n-fachen  Raumes  bezieht  Hier  begnügen  wir  uns 
mit  dieser  Andeutung,  indem  wir  zur  Illustration  nur  noch  das  folgende 
Beispiel  formuliren:  Liege^i  im  Räume  Xj  y,  2  zehn  Curven  vor,  die  jede 
Ebene  in  zehn  Punkten  treffen ,  die  auf  einer  und  nur  auf  einer  irreduciblen 
Curve  dritter  Ordnung  liegen,  dann  giebt  es  immer  eine  Fläche  dritter  Ord» 
wng^  die  unsere  zehn  Curven  enthält. 

Jetzt  kehren  wir  zu  unserem  allgemeinen  Probleme  zurück. 
die  sechs  Curven  K^  AT,  AT,  K,  K,K,  der  dreidimensionalen  unend-^ 
lichfemen  Mannigfaltigkeit  U^  schneiden  nach  unseren  früheren 
Ergebnissen  jede  zweidimensionale  Ebene  des  Raumes  U^  in 
sechs  Punkten  eines  Kegelschnittes;  nach  dem  eben  abgeleiteten 
Theorem  VI  sind  daher  unsere  Curven  AT,,  und  Kj  sämmtlich  auf 
mer  gewissen  Fläche  zweiten  Grades  des  Raumes  U^  gelegen^ 
Qod  diese  Fläche  zweiten  Grades  kann  zwar  in  einen  Kegel, 
nicht  aber  in  ein  Ebenenpaar  ausarten. 

Wir  können  daher  das  folgende  Theorem  aufstellen. 

Theorem Vll.  Können  die  Gleichungen  einer  nicht-de^ 
veloppablen  M^  desRaumes  z,  x^,  x^,  x^  sowohl  die  Form: 

^k = 4i  (^) + AkM  +  Af,,{t,) ,     (A = i ,  2, 3) , 

^  =  CM  +CM  +c,{t,), 

wie  die  Form: 

a^t  =  A*,{ir,)  +  Aj.(r,)  +  Afc,(i:,),         (k=i,i,  3), 
'  =  -r.(r,)+r.{r.)+r,(r,) 
erhalten,  und  lässt  sich  dabei  aus  den  Gleichungen: 

U  =  V>i{hhh)        {»  =  ^2,3), 

iie  den  Uebergang  von  den  alten  zu  den  neuen  Para- 
metern vermitteln,  keine  Relation  herleiten,  die  weniger 
ili  vier  unter  den  sechs  Parametern  t  und  t  enthält, 
dann  giebt  es  immer  eine  gewisse  irreducible,    qua- 
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dratische  und  homogene  Relation  in  drei  Veränderlichen 

o=«iiy?  +  o„yi  +  «13^1  +«04iy.y»  +  2o„y,y,  +  ««„y«»! 

(a,fc  =  Con8t.), 
die  bei  jeder  einielnen  unter  den  drei  Substitutionen 

y.  =  ^Kiih),  y,  =  KCi),  y»  =  ^ui'd      ('"  =  <. «,  3) 

und  zugleich  bei  jeder  einzelnen  unter  den  drei  Sub- 
stitutionen 

identisch  befriedigt  wird. 

Wir  können  diesen  Satz  als  eine  Integrabilitätsbedingung 
betrachten,  die  unsere  sechs  linearen  partiellen  Differentialglei- 
chungen  (3)  und  (4)  erfüllen  mttssen.  Dabei  ist  nun  zunächst 
zu  bemerken,  dass  wir  keineswegs  wissen,  ob  diese  nothwendige 
Integrabilitatsbedingung  auch  hinreichend  ist,  und  es  stellt  sich 
daher  die  Frage,  ob  noch  weitere  Integrabilitätsbedingungen 
vorhanden  sind.  Zu  bemerken  ist  ferner,  dass  unsere  sechs 
partiellen  Differentialgleichungen  (3)  und  (4j  (S.220  u.  224}  sich, 
sobald  die  gefundene  Integrabilitatsbedingung  erfüllt  ist,  auf 
fünf  Gleichungen  reduciren. 

Es  ist  nun  leicht  zu  beweisen,  dass  diese  fünf  partiellen 
Differentialgleichungen,  die  in  den  sechs  Differentialquotienten 
r^j^  linear  und  homogen  sind,  unter  den  von  uns  gemachten 
Voraussetzungen  immer  von  einander  unabhängig  sind,  und  dass 
sie  daher  die  Verhältnisse  der  r,-^  vollständig  bestimmen.  Unsere 
partiellen  Differentialgleichungen  sagen  ja  eben,  dass  der  Haupl- 
tangentenkegel  der  gesuchten  Af,  zu  zwei  gegebenen  Triedern 
(deren  sechs  Kanten  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades  liegen) 
conjugirt  sein  soll.  Und  da  diese  beiden  Trieder  eine  allge- 
meine gegenseitige  Lage  haben  sollen,  giebt  es,  sobald  die 
Grössen  «,  ir^,  er,,  Xj,  p^,  />,,  p,  gegeben  sind,  einen  und  nur 
einen  Kegel,  der  zu  diesen  beiden  Triedern  conjugirt  ist.  Die  Glei- 
chung der  Haupttangenten : 

0  =  r^^dx*+r^^dxl  +  ^it^^l  +  'ir^^dx^ dx^  +  ^r^^dx^  da\^ 

4-2r„da;,cte3 
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ist  also  durch  die  partiellen  Differentialgleichungen  vollständig 
bestimmt,  und  somit  giebt  es  unter  unseren  sechs  partiellen 
Differentialgleichungen  fünf  unabhängige^  aus  denen  sich  die  Ver^ 
häUnisse  der  r^j^  bestimmen  lassen. 

Wir  behaupten,  dass  wir  immer  annehmen  können,  dass 
nicht  drei  unter  diesen  partiellen  Differentialgleichungen  die 
Form: 

'•ti  =  0,r„  =  0,r„  =  0 

besitzen.  Ware  das  nämlich  der  Fall,  so  besässen  die  Gleichungen 
der  lugehörigen  Integral-if,  jedenfalls  die  Form : 

+  d^x^+  d^x^  +  d^x^  +  6, 

and  da  wir  von  den  ebenen  M^  absehen,  mttsste  jedenfalls  einer 
unter  den  vier  Coefßcienten  c^^,  c^,,  c„,  c^j  von  Null  ver- 
schieden sein.  Daher  können  wir  immer,  jedenfalls  durch  eine 
passende  Yertauschung  der  vier  gleichberechtigten  Grössen 
ij  x^y  07,,  a?3,  erreichen,  dass  mindestens  eine  unter  den  drei 
Ableitungen  r^^,  r,,,  r^^  von  Null  verschieden  wird. 

Wir  können  daher  annehmen,  dass  unsere  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen von  vornherein  in  einer  solchen  Form  vor- 
liegen, dass  sie  nicht  die  Gleichung  r,,  =  0  nach  sich  ziehen, 
and  dass  sie  somit  durch  Auflösung  auf  die  Form : 

^-   '•ii  =  0^33»  ^i  =  f>r,,,  r„  =  er,,,  r,,  =  dr,,,  r„  =  er,, 
gebracht  werden  können.    Und  in  diesen  Gleichungen  sind  die 
Goefficienten  a,  b  ...  e  Functionen  von  V^iP^jP^- 

Indem  wir  jetzt  die  Aufgabe  in  Angriff  nehmen ,  die  Inte- 
grabilitätsbedingungen  eines  solchen  Systems  von  Differentialglei- 
cbangen  abzuleiten,  können  und  wollen  wir  davon  absehen,  dass 
die  Form  der  Goefficienten  a,  6  ...  als  Functionen  von  p^,  p^,  p, 
dorch  die  Beschaffenheit  unseres  allgemeinen  Problems  von 
vorneherein  in  hohem  Haasse  particularisirt  ist.  Wir  wollen  uns 
vielmehr  die  ungleich  allgemeinere  und  unter  mehreren  Gesichts- 
punkten wichtige  Aufgabe  stellen : 

Ein  System  partieller  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung 

^i%  =  Ö'-33»   ^t  =  ^^ity  ^«  =  C^3S  J  ^3  =  rf^33)  *'l3  =  «^33 

ist  vorgelegt y  deren  Goefficienten  a,  b  ...  beliebig  gegebene  Func- 
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Honen  von  p^ ,  p,  und  p^  darstellen.    Es  sollen  die  IntegrabäüiUs- 
bedingungen  dieses  Gleichungssystems  abgeleitet  werden. 

Wir  differentiiren  unsere  fdnf  Gleichungen  zunächst  nach 
X3  und  erhalten  so,  wenn  wir  zur  Abkürzung 


setzen,  und  überdies  in  den  hervorgehenden  Relationen  nur 
die  Glieder  mitnehmen,  die  eine  Ableitung  dritter  Ordnung  ent- 
halten, die  fttnf  folgenden  Gleichungen 


r,,,=ar. 


+ 


*'i3S  ^^3iZ 


418  ~ 

+ 


=  ^»•333  + 


'tts 


=  cr3„  + 


^«33  —  ^''333  + 


Wir  finden  femer  durch  Differentiation  nach  x^ ,  bez.  x^ 
und  durch  Yerwerthung  der  soeben  erhaltenen  Gleichungen 
dritter  Ordnung  die  folgenden  Relationen 


nH=«'-331  +  "- 

=  arfr„3  + 

riit  =  ar„^  +  -- 

•=aer,„  + 

'•.«  =  ^'•3«  +  •  • 

■=6dr,„  + 

'•|M  =  '"m+- 

•  =  6er„,+ 

'•«i  =  c»«. +  •• 

•=cdr„,+ 

'tM  ^  '^  ''sSt  "T"  ■  ' 

=  cer,,,+ 

»•iS.  =d'-33.+      - 

=  d*r,,,  + 

»•isi  =  '^'•331  +  •  ■ 

=  der,,,+ 

'•«i=«''33l+-- 

=  rfer,„  + 

'■»3»  =  *  '*33»  +  •  • 

=  «*'-33,  + 

Hiermit  sind  nun  alle  Ableitungen  dritter  Ordnung  r.j^  aus- 
gedrückt durch  r333  und  die  Ableitungen  erster  und  zweiter 
Ordnung.  Im  Allgemeinen  gelingt  es  auch,  r^^^  durch  Ableitun- 
gen erster  und  zweiter  Ordnung  auszudrücken.  Eine  solche  Be- 
stimmung geben  z.  B.  die  beiden  Gleichungen: 


r,,,  =  aer333  + 


^fl  =  ^^^333  + 


wenn  nicht  zufälligerweise  die  Relation  besteht: 

a6  —  6d  =  0. 

Durch  Betrachtungen  von  dieser  Art  erkennt  man,  dass  alle 
r^jfj  sich  als  Functionen  der  p,  und  7^,3  ausdrücken  lassen,  wenn 


Das  Abbl'sghb  Thborsm  btg.  233 

nicht  zufälb'gerweise  die  fttnf  Goeffioienten  a,  6  ...  6  durch  die 
drei  Relationen: 

gebunden  sind.  In  diesem  Falle  zeigt  aber  die  Differential- 
gleichung der  Haupttangenten: 

0  =  rj^dajj  +  r„dac}  +  r^^^dx]  +  ir^^dx^dx^  +  it\^dx^  dx^ 

+  2r„dir,da?, 

die  jetzt  die  Form : 

0  =  d^dx\  +  e'^dxX  +  dx\  +  %de.  dx^  dar,  +  id .  dx^dx^ 

+  2e .  da?,  .  dx^ 

oder  aber  die  Form: 

0  =  (d .  dx^  +  c .  dx,  +  dx,)* 

aunimmt,  dass  der  Haupttangentenkegel  aus  einer  doppeltzählen- 
den Ebene  besteht. 

Das  hiermit  gefundene  Resultat  kann  nach  mehreren  Rich- 
tungen verallgemeinert  werden.  Hier  beschränken  wir  uns  auf 
die  Bemerkung,  dass  unsere  Betrachtungen  auch  dann  gültig 
bleiben,  wenn  die  Goef6cienten  ah  ...  nicht  allein  von  den  p, 
sondern  auch  von  ZyX^^x^^x^  abhängen.  Wir  können  daher 
den  folgenden  Satz  aufstellen: 

Satz.  Liegen  in  den  Veränderlicheti  z,  x^,  x^,  x^  fünf  par- 
tielle Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  vor^  aus  denen  sich 
die  Verhältnisse  der  r^j^  bestimmen  lassen,  so  hängt  die  Gleichung: 
3  —  y  (a?! ,  X, ,  Xj)  =  0  der  allgemeinsten  gemeinsamen  Integral- 
Jf,,  die  sich  nicht  als  Umhüllungsfigur  von  c»*  dreidimensionalen 
Ebenen  auffassen  lässt,  höchstens  von  fünf  willkürlichen  Constanten 
ab.  Enthalten  die  vorgelegten  Differentialgleichungen  nicht  die 
Veränderlichen  sr,  x^J  a?,,  a?,,  sondern  nur  die  Ableitungen 
erster  und  zweiter  Ordnung,  so  lässt  sich  aus  jeder  Lösung 
5  —  qpfa;^ ,  a;,,  a?,)  =  0  eine  allgemeinere: 

3  +  A-  —  q>{mx^  4-  a^ ,  mx^  +  o,,  mx^  +  a,)  =  0 

herleiten ,  die  fünf  im  Allgemeinen  wesentliche  Constanten  enthält. 
Definiren  unsere  fünf  partiellen  Differentialgleichungen  ins- 
besondere nicht -cylindrische  M^y  die  in  zwei  verschiedenen 
Weisen  als  Translations-if,  aufgefasst  werden  können,  so  giebt 
es  immer  oo'  und  auch  nicht  mehr  gemeinsame,  nicht-deve- 
loppable  Integral-ifg . 
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Wir  wenden  uns  nun  wieder  zur  Betrachtung  eines  be- 
liebigen integrablen  Systems  von  fünf  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

^u  =  »»"as»  ^it  =  br,,,  r„  =  er,,,  r„  =  dr,,,  r^,  =  er,, , 

deren  Coefficienten  a6  ...  e  nur  von  p^,  p^  und  p,  abhängen. 
Ehe  wir  in  der  Discussion  der  lotegrabilitatsbedingungen  weiter 
gehen,  finden  wir  es  zweckmässig,  auf  unser  Gleichungssystem 
die  Berührungstransformation 

(9)    ä'==ä— p^Xj  — P,^i— Pja?3,  a?jk  =  pjfe,  p'j,  =  ^Xk 

auszuführen,  deren  Ursprung  bis  auf  Lagrangb,  Eulbr  und  Le- 
GBNDRE  zurttckgeftthrt  werden  kann.  Dass  diese  Transformation 
wirklich  eine  Berührungstransformation  ist,  folgt,  nach  meiner 
allgemeinen  Theorie,  unmittelbar  daraus,  dass  die  Gleichung : 

d{z  -'P^x^  —  p,a?,  —  p,x,)  +  x,dp,  +  x^dp^  +  x,dp, 

=  dz  — Pidx^  —  p^dx^  —  p,dx, 

identisch  besteht. 

Die  entsprechenden  Werthe  der  r^  werden  aus  den  Glei- 
chungen : 

dPk  -  n[dx[  ^  rjfcid(r;  -  vj^^dx',  =  0     (*  =  4 ,  2,  3) 

gefunden ,  die  durch  die  Substitution :  p^'  =  —  iz?^ ,  x^'  =  p^ 
die  Form: 

dxj,  +  r^[dp,  +  ri^dp^  +  r^^^dp,  =  0 
oder,  durch  Ausführung,  die  Form : 

0  =  dx^  +  rj^[[i\^dx^  +  r^^dx^  +  r^dx,) 

+  ^kzi^zi  doo,  +  r„rfx,  +  r„ dx,)         (fc  =  1 ,  2,  3) 

annehmen,  in  dieser  Weise  findet  man  neun  Gleichungen,  unter 
denen  die  drei  ersten: 

0  =  <  +  »^u'^'u  +  ^s'^4  +  ^^,1  I 

durch  Auflösung  die  Werthe  von  r,|,  r,^  und  r^,  liefern.  Setzen 
wir  zur  Abkürzung: 
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r. 


li 


r^t     r^ 


=  J{r) 


und  bezeichnen  die  Unterdeterminanten  nach  den  r^j^  mit  ^,;k(r), 
so  erhalten  wir  die  Formeln : 

and  dementsprechend  die  allgemeine  Formel: 

Wollen  wjir  nun  diese  Berührungstransformation  auf  das 
vorliegende  System  (8)  partieller  Differentialgleichungen  an- 
wenden, so  haben  wir  zu  berücksichtigen,  dass  die  Verhältnisse 
der  r^j^  und  gleichseitig  auch  die  Verhältnisse  der  J^idr)  gege- 
bene Functionen  von  p^ ,  p,  und  p,  sind.  Da  nun  andererseits 
die  Determinante  z/(r)  von  Null  verschieden  ist,  erkennen  wir, 
dass  auch  die  Verhältnisse  der  r,/^'  sich  als  bekannte  Functionen 
von  PijP^iP^y  und  gleichzeitig  als  bekannte  Functionen  von 
x\f  x^j  X3  ausdrücken  lassen.  Wir  können  hinzufügen,  dass  die 
Determinante  |r,jt1  ^^^  ^^1^  verschieden  sein  muss,  indem  die 
gemeinsamen  Integral-l/3  der  gegebenen  Gleichungen  (8)  drei- 
dimensionale Mannigfaltigkeiten  des  Raumes  z,  x^,  x^^  x,  sind; 
hieraus  folgt  ja,  dass  die  transformirten  Gebilde  des  Raumes 
i\x\f  x^f  x^  00'  verschiedene  dreidimensionale  Tangential- 
ebenen besitzen,  und  das  heisst  ja  eben,  dass  die  Determinante 
r^l^'  I  von  Null  verschieden  ist. 

Wir  erkennen  femer  durch  Betrachtungen,  die  mit  früher 
S.  234)  angestellten  Ueberlegungen  identisch  sind,  dass  wir  an- 
Dehmen  können,  dass  r,,  von  Null  verschieden  ist,  und  dass  so- 
mit alle  r,jt'  Gleichungen  von  der  Form  r«  =  ccijc{xlxix^)r^^  er- 
fflllen.  Da  die  Determinante  der  r,/^  nicht  identisch  verschwindet, 
können  wir  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  durch 
passende  Goordinatenwahl  erreichen,  dass  in  der  quadratischen 
Form: 

2ail^(xlxix^)dxidXk 

die  Coefficienten  a^j^  für  allgemeine  Werthe  der  x'  keine  spe- 
ciellen  endlichen  Relationen  erfüllen. 
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Wir  können  also  annehmen,  dass  unser  System  partieller 
Differentialgleichungen  auf  die  Form: 

^11  =  «^33 j  ^t  =  /*^33»  ^ff  =  ^^33,  r„  =  drg,,  r,3  =  €r33 
gebracht  ist,  und  dass  die  Goefficienten  aß  ...  e  gegebene  Func- 
tionen der  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  x^^  x^  darstellen. 
Wir  wollen  die  Integrabilitätsbedingungen  dieses  Gleichungs- 
systeros aufsuchen. 

Wir  wissen,  dass  wir  durch  einmalige  Differentiation  ftlnf- 
zehn  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  erhalten,  aus  denen 
sich  die  zehn  Ableitungen  dritter  Ordnung  7\jfj  als  Functionen 
von  CC4 ,  flc, ,  x^  und  r^^  berechnen  lassen ,  die  in  r33  linear  und 
homogen  sind: 

^ikj  =  Kyj '  ''33  • 

Eliminirt  man  daher  die  r^j^j  und  die  ftlnf  Ableitungen  7\^,  r^,, 
r,„  r,3  undr^j  zwischen  diesen  fünfzehn  Differentialgleichungen 
dritter  Ordnung,  so  findet  man  fttnf  Gleichungen  von  der  Form 

die  als  Integrabilitätsbedingungen  aufzufassen  sind.  Wir  wollen 
jetzt  zeigen j  dass  diese  fünf  Gleichungen  ^  die  wir  sogleich  aufstellen 
werden,  die  vollständigen  Integrabilitätsbedingungen  des  Glei- 
chungssystems: r^^  =ar^y  •••  ^i3  =  *^33  liefern.  Von  vorne- 
herein ist  das  keineswegs  evident;  denn  nach  der  allgemeinen 
Theorie  der  Differentialgleichungen  wäre  es  eigentlich  noth- 
wendig  die  Gleichungen  dritter  Ordnung 

n/y  =  ^iV(«»  «4>  «t»  •••  «>  ^4J  «J  •  r^3 
einmal  nach  x^ ,  x^  und  x^  zu  differentiiren  und  zu  constaiiren, 
dass  sich  in  dieser  Weise  kein  Widerspruch  ergiebt;  dass  also 
die  Gleichung 

und  alle  damit  analogen  Gleichungen  identisch  erfttUt  sind. 

Wir  fahren  den  angekündigten  Nachweis ,  indem  wir  die 
folgenden  Betrachtungen  anstellen. 

Differentiiren  wir  eine  jede  unter  den  fünf  Gleichungen 
r,,  =ar33  ...  r,3  =  «^33  einmal  nach  cc,,  x^  oder  x^,  so  er- 
halten wir,  wie  schon  bemerkt,  fünfzehn  Differentialgleichungen 
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dritter  Ordnung.  Differentiiren  wir  noch  einmal,  so  finden  wir 
dreissig  Differentialgleichungen  vierter  Ordnung,  die  wir  wie- 
derum auf  die  Form: 

bringen  können. 

Nun  aber  giebt  es  zehn  Ableitungen  r^]^  und  fünfzehn  Ab- 
leitungen r^ifjy.   Durch  Elimination  finden  wir  daher 

45  +  30  — (40 +  45)  =  20 

unabhängige  Relationen  zwischen  den  Goefficienten:  a,  /?,...  €, 
ihren  zehn  Ableitungen  erster  Ordnung:  a^y  a^  ...  6^y  e^  und 
den  Ableitungen  zweiter  Ordnung  a^^y  a^^  ...  e^^,  e,, .  Unter 
diesen  zwanzig  Gleichungen ,  die  uns  die  vollständigen  Integra- 
bilitatsbedingungen  liefern,  giebt  es  fünf  von  erster  Ordnung, 
nftmlich  die  früher  besprochenen  Gleichungen 

hierzu  kommen  nun  fünfzehn  Gleichungen  zweiter  Ordnung 

Ö>fc(o...  e,  «4,  of, ...  6„  a4«,...€„)  =  0. 

Wollen  wir  nun  beweisen,  dass  die  Gleichungen  W^  =  0... 
TV,  =  0  die  vollständigen  Integrabilitätsbedingungen  liefern, 
dass  also  die  fünfzehn  Gleichungen  <Z>^  =  0  nichts  weiteres  aus- 
sagen, als  die  vereinigten  Gleichungen 

'"'  ^*  =  «'     \^=»         (*,.  =  4,2,3), 

SO  brauchen  wir  nur  nachzuweisen,  dass  die  zwanzig  Gleichun- 
gen (11)  von  einander  unabhängig  sind. 

Diesen  Nachweis,  der  ziemlich  weitläufige  Rechnungen  ver- 
langt, wollen  wir  jetzt  führen. 

Um  die  fünf  Gleichungen:  Wj^  =  0  in  einfachster  Weise  zu 
finden,  nehmen  wir  unseren  Ausgangspunkt  in  den  Gleichungen 

dPk  =  rki dx,  +  n^dx^  +  rk,dx, , 

die  ans  zeigen,  dass  die  drei  Differenlialausdrücke 

{adx^  +  ßdx^  +  edx^ 
ßdx^  +  ydx^  +  ddx^ 
edx^-\'  6dx^+    dx^ 
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integrabel  sind,  und  überdies  einen  gemeinsamen  Integrabilitäts- 
factor 

besitzen.  In  dieser  Weise  erhalten  wir  zunSchst  drei  Rela- 
tionen : 

I «(/»,  -  «t)  +  /»(«,  -  «,)  +  ö(e.  -  A)  =  0  , 

m     \  <J(y.  -  ß,)  +  Yiß.  -  <J.)  +  ß{\  -  y,)  =  0 , 

die  nur  aussagen,  dass  die  drei  DiSerentialausdrflcke  (42)  inte- 
grabel sind;  wir  finden  ferner  die  beiden  Gleichungen 

^     q(«Je-/?)(6.-a,)+(a-e«)(<J,-/J,)  +  (a.J-«/?)£,  =  0 

die  daher  stammen,  dass  die  drei  Differentialausdrücke  den- 
selben In tegrabilitäts factor  besitzen.  Hiermit  sind,  wie  man  leicht 
verificirt,  fünf  unabhängige  Gleichungen  zwischen  den  Goeffi- 
cienten  er ...  £  und  ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  gefunden. 
Daher  können  wir  die  vereinigten  Gleichungen  (43]  und  (4  4)  als 
eine  Form  des  Gleichungssystems  W}.  =  0  auffassen. 

Unter  den  fünf  Gleichungen  (43)  und  (4  4)  giebt  es   eine; 
nfimlich : 

(45)     (ye  -  ßd)[ß,  -  er.)  +  [a5-ße)[Y,  -  ß,) 

+  {/i^-«y)(cJ|-«t)  =  0, 

die  nur  Differentialquotienten  nach  x^  und  x^  enthält.  Die  vier 
übrigen  können,  da  wir  annehmen  dürfen,  dass  ß*  —  ay  von  Null 
verschieden  ist,  nach  /Jj,  y„  d^  und  £,  aufgelöst  werden,  und  wir 
ersetzen  sie  daher  durch  die  äquivalenten  Gleichungen: 

+  a(eß-ad){y,-ß;i  =  0 
{ß*  -  ay)  {ae,  +  e(e,  -  «,)}  +  ß(a  -  e»)(/?.  -  o.) 

+  o{e*-ö)(y,-/?.)  =  0 
(ß*-ay)  {a(y,-<J,)  +  y(8.  -a,))  +  y(ad-ße)(ß,  —  a,) 

+  a(ye-/S<J){7,-/J.)  =  0 
(ß*  -  ay){ad,  +  d{e,  -  o,)}  +  («y  -  ßeS)lß,  -  o.) 

+  «(€«J-/J){y, -/»,)==  0. 


(46) 
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IMfferentiirt  man  nun  die  Gleichung  (45)  nach  x^  und  a?,, 
ferner  die  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen  nach  x^ ,  x^  und 
X3  j  so  ttbersieht  man  leicht,  dass  die  vierzehn  in  dieser  Weise 
gefandenen  Gleichungen  unabhängig  sind,  indem  sie  nach  den 
Grössen 

yi3  7   y«3  7   ^33?        "43»    "f3  7    ^33 

aufgelöst  werden  können.  Wir  haben  also  nur  noch  zu  zeigen, 
dass  die  Differentiation  der  Gleichung  (15)  nach  x^  eine  Relation 
liefert,  die  hinsichtlich  der  Ableitungen  zweiter  Ordnung  von 
den  soeben  besprochenen  vierzehn  Gleichungen  unabhängig  ist. 
Durdi  Differentiation  von  (45)  nach  x^  und  Hultiplication 
mit  a(ay  —  /?*)  erhalten  wir,  wenn  wir  nur  solche  Glieder 
mitnehmen,  die  eine  Ableitung  zweiter  Ordnung  enthalten,  die 
Gleichung: 
a(ay  -  /S«){(y€  -  ßd}(ß,,  -  o«)  +  («d  -  /Se){y„  -  /9„) 

+  (iS'-ay)(d„-eJ+.-.}  =  0. 
Ans  dieser  Gleichung  können  wir  die  Ableitungen 

fts»   ^43)   ri3>   ^43  7   *«3 

wegschaffen,  indem  wir  die  vier  Gleichungen  (16)  nach  x^  und 
X,  differentiiren,  und  sodann  ihre  linken  Seiten,  mit  passenden 
Factoren  multiplicirt: 

(7«  -  ß5)({ß*  -  ay)o(/?„  -  d,.)  +  /?(/?•  -  ayjf«..  -  a„) 

+  /J[ad -«/*)(/?,,  -  a„) +  «(«/?_  ad) (y,,  -  /?,,)+  •••}  =  0 

«d  -  ße)  {(/?•  -  cy)a(y„  -  d„)  +  yf/S«  -  oy){e.,  -  a„) 

+  y(ad  -  /?«)(/»„  -  a„)  +  a(y6  -  ßd)[Y,,  -  ßj  +  ...}  =  0 

'.ße  -  ad){(ß*  -  «y) «(/?„  -  d,  J  +  ßiß"  -  ay) (e.,  -  o„) 

+  /?(ad-e/?)0»,, -«„)  +  «(«/?- ad)  (y,,-/S„)  +  --}  =  0 

:/«'  -  ay){a(/?»  -  «y)d„  +  <J(/»*  -  «y)K.  -  «„) 
+  (ay  -  ßed){ß,,-a,,)  +  a{eö-ß)(y,,  _  ^„)  +  ...}  =  0 
(«y-/J«){a(/?«-  ay)6„  +  6(/J«  -  ay)(e,,  -  aj 

+  /?(a  -  «»)(/?„  -  «„)  +  a[e*  -  a){y,,  -  ß„)  +  ..•}  =  0 

za  der  vorhei^ehenden  Gleichung  addiren.  Gleichseitig  fallen 
a„  and  a„  weg,  und  die  resuhirende  Gleichung  enthalt  daher 
kdne  anderen  Ableitungen  zweiter  Ordnung,  als  solche,  die  nach 
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x^  und  x^  genommen  sind.  Durch  Ausführung  gelingt  es,  diese 
Gleichung  auf  die  Form: 

a{ß^  -  ay) .  {(y  -  3^){ß,,  -  «,.)  +  [ed  -  /?).(y,,  -  ft.) 

XU  bringen. 

Wäre  nun  diese  Gleichung  eine  Folge  der  früher  aufgestell- 
ten Gleichungen,  oder  aber  reducirte  sie  sich  vermöge  dieser 
alteren  Gleichungen  auf  eine  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung ,  so  könnte  eine  solche  Reduction  jedenfalls  nur  von  den 
beiden  Gleichungen 

+  (/^-«y)(*u-«.t)+- 

0  =  (y.  -  ßd){ß,,  -  a„)  +  (acJ  -  ße){y,,  -  /?„) 

herrühren,  die  sich  durch  Differentiation  von  (15)  nach  x^  und  x^ 
ergeben.  Es  ist  aber  nicht  schwer  zu  erkennen,  dass  eine  solche 
Reduction  nicht  eintreten  kann. 

Also  ist  es  uns  gelungen,  aus  den  fünf  IntegTabilittttsbedin- 
gungen ,  die  durch  die  fünf  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung (1 3, 4  4)  repräsentirt  werden,  durch  Differentiation  fünfseho 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  abzuleiten,  die  unter 
einander  und  von  den  fünf  Gleichungen  erster  Ordnung  unab- 
hängig sind. 

Hiermit  ist  es  uns  gelungen  zu  beweisen,  dass  die  voll- 
ständigen Intgrabiiitätsbedingungen  der  fünf  partiellen  Differen- 
tialgleichungen 

deren  Goefßcienten  a,  ß ,,,  €  gegebene  Functionen  von  x^ ,  x^j  x^ 
bezeichnen,  durch  fünf  Relationen  zwischen  diesen  Coefficienten 
und  ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  x^ ,  x^  und  o?,  dar- 
gestellt werden. 
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Um  diesem  an  sich  wichtigen  Resultat  eine  prücise  Form 
zu  geben,  stellen  wir  das  folgende  Theorem  auf. 

Theorem  Vm.  Besitzt  ein  System  von  fünf  partiellen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

fii(^i,  ^tf^^r^,,  r^^,r^^,  ^s,»"«,  r,,)  =  Q  (k  =  \,i  .  ..5) 

in  denen  die  unbekannte  Function  z  und  ihre  Ableitungen 
erster  Ordnung  nicht  explicite  vorkommen,  während 
die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  homogen  auftreten, 
auchnur  eine  einzige  nichi-developpablelntegral-M^,  so 
ist  das  System:  0]^  =  0  unbeschränkt  integrabel,  und  es 
existiren  oo'  nicht-developpable  Integral-M^.  Bringt 
man  das  Gleichungssytem  Ö)jt  =  0  durch  passende  Co- 
ordinatenwahl,  wie  immer  möglich  ist,  auf  die  Form 

10  werden  die  vollständigen  Integrabilitätshedingungen 
durch  fünf  Gleichungen  geliefert,  dieneben  den  Coef- 
ficienten  a  .  ,  ,  e  nur  ihre  Ableitungen  erster  Ordnung 
nach  x^,  x^  und  x^  enthalten. 

Wenden  wir  auf  dieses  Theorem  das  Princip  der  Dualität 
(anders  ausgesprochen  die  Berührungstransformation  (9))  an, 
und  beachten  wir  dabei,  dass  developpable  if,  den  Punkten, 
Caryan  und  zweidimensionalen  Mannigfaltigkeiten  dualistisch 
gegenttberstehen,  so  erhalten  wir  unmittelbar  das  folgende 
Theorem ,  das  fttr  unsere  Untersuchungen  eine  hervorragende 
Wichtigkeit  besitzt. 

Theorem  IX.  Besitzt  ein  System  von  fünf  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung. 

^i(P4i  Pi,  Ps>  ^1 7  ^41,  ^t>  ^3 7  ^5»  ^»)  =  Ö»  (*  =  <  ...  5) 
dieinden  r^j^  unabhängig  und  homogen  sind,  während 
die  Veränderlichen  z,  x^,  x^,  x^  nicht  explicite  vor- 
kommmenj  auch  nur  eine  einzige  nicht-developpable 
hiegral-M^,  so  ist  das  System  unbeschränkt  integrabel 
undbesitztcx)^  ähnliche,  gleichgestellteundnicht-deve- 
hppable  Integral-My  Bei  passender  Coordinatenwahl 
l(lsst  sich  das  System:  W=0  auf  die  Form 

'•li  =«'m> ^11  =  *»*3s,  ^1  =  cr„,  r„  =  dr,,,  r^,  =  er,, 

lffttk.-pkjB.  ClMs«.  1897.  16 
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bringen,  und  die  vollständigen  Integrabilitätsbe- 
dingungen  finden  ihren  Ausdruck  in  fünf  Gleichungen 
zwischen  den  Coefficienten  a,  ft  .  .  .  e  und  ihren  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  nachp^,  p,  undp^. 


Kapitel  VI. 
Erledigung  des  redneirten  Problems. 

Wir  zeigen  jetzt,  dass  wir  durch  passende  Verwerthung 
des  ÄBBL'schen  Theorems  Lösungen  unseres  reducirten  Problems 
finden.  Indem  wir  sodann  die  Entwickelungen  des  vorigen 
Kapitels  weiter  fortführen,  gelingt  es  uns  nachzuweisen,  dass 
wir  durch  diese  Deutung  des  ABBL^schen  Theorems  alle  Lösungen 
des  reducirten  Problems  gefunden  haben. 

Im  Folgenden  knüpfen  wir  direct  an  Abbl^s  berühmte  Ab- 
handlung: *  Memoire  sur  une  propriM  gSnSrcUe  dune  classe  trh 
etendue  de  fonctions  transcendantes^^  an^). 

Nach  Clbbsch  s  Beispiel  werden  wir  die  Sprache  der  Geo- 
metrie benutzen,  und  dementsprechend  die  in  A^el's  Abhand- 
lung auftretenden  Grössen  x  und  y  als  Gartesische  Goordinaten 
eines  Punktes  in  der  Ebene  auffassen.  Nach  unserer  Ansiebt 
deutet  vielleicht  Abel's  Wahl  dieser  Buchstaben  darauf,  dass 
ihm  die  geometrische  Deutung  nicht  fern  lag.  Dass  diese  jeden- 
falls so  naheliegende  und  so  ausserordenthch  fruchtbare  Deu- 


4)  Dass  die  Acadömie  des  Sciences  sich  seinerzeit  gegenüber  Galois 
bahnbrechenden  Ideen  ablehnend  verhielt,  findet  seine  Erklärung  und  Eni. 
schuldigung  in  vielen  Umständen.  Dagegen  ist  es  mir  immer  ein  Räthsel 
geblieben,  wie  die  Acadimie  des  Sciences  die  bahnbrechende  Arbeit  des 
schon  hoch  berühmten  gestorbenen  Abel  trotz  Jacobi's  ernsten  und  hoch- 
berechtigten Mahnungen  so  lange  zurückhalten  konnte.  In  dieser  Verbin- 
bindung  erlaube  ich  mir  als  meine  Auffassung  geltend  zu  machen,  dass 
Abel's  epochemachende  Arbeiten  für  Galois'  Ideen  in  mehr  als  einem 
Sinne  des  Wortes  die  Bahn  gebrochen  haben.  Sehen  wir  auch  davon  ab, 
dass  Galois  von  Abel  inspirirt  war,  so  dürfte  es  doch  am  Platze  sein,  ein- 
mal daran  zu  erinnern,  dass  die  Mathematiker  unserer  Zeit  erst  durch  das 
Studium  von  Abel's  durchsichtigen  und  tiefen  Untersuchungen  dazu  in  den 
Stand  gesetzt  wurden ,  Galois'  ebenso  schwer  zugängliche  als  tiefe  Ideen 
zu  verstehen. 

Nach  meiner  Ansicht  kann  man  den  Mathematikern  noch  beute  keinen 
besseren  Rath  geben,  als  Abel's  Werke  im  Original  zu  lesen. 
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taug  erst  so  spät  explicite  gegeben  und  verwertbet  wurde,  kann 
gewiss  nur  darin  seine  Erklärung  finden,  dass  die  älteren  Geo- 
meter  unseres  Jahrhunderts  sich  grOsstentheils  wenig  mit  der 
Änalysis  beschäftigt  haben.  In  dieser  Verbindung  kann  ich  nicht 
unteriassen  nochmals  zu  beklagen ,  dass  der  grösste  analytische 
Geometer  jener  Zeit:  Julius  Plugkbr,  so  früh  von  der  Geometrie 
weggezogen  wurde. 

In  der  xy-Ehene   nehmen  wir  eine  algebraische  Gurve 
fünfter  Ordnung 

X(xy)  =  0, 

die  zwei  Doppelpunkte  erster  Ordnung  d  und  d  besitzt.  Dabei 
wollen  wir  keineswegs  die  Möglichkeit  ausschliessen,  dass  diese 
Gurve  noch  weitere  singulare  Punkte  enthält,  oder  dass  sie  so- 
gar in  einfachere  Gurven  zerfällt. 

Die  Curve  x(^y)  =  ^y  die  gegeben  sein  soll,  schneiden  wir 
mit  einem  veränderlichen  Kegelschnitt 

l^)  Oo  +  «lic  +  a%y  +  Oja;*  +  a^xy+a^y*  =  0, 

der  durch  die  Doppelpunkte  d  und  5  hindurchgeht,  und  somit 
die  Curve  x  =  0  in  sechs  veränderlichen  Punkten 

•^1  >  J/i »  ^*f  >  y« !  •  •  •  ^6  >  2^6 

iriffl.  Bilden  wir  dann  nach  Abel^s  Vorschrift  (vgl.  die  von  Sylow 
and  mir  besorgte  neue  Ausgabe  von  Abel^s  Werken,  Bd.  I,  p.  167) 
das  Integral 

fttr  jeden  unter  den  sechs  veränderlichen  Schnittpunkten  x^y^,. , 
x^y^,  so  hat  die  Summe  dieser  sechs  Integrale: 

12...6 
^  J  Xy\  * 

immer  einen  constanten  Werth. 

Es  ist  hierbei  unsere  Voraussetzung,  dass  auch  der  Ausdruck 
öj  +  ö,  X  +  ä^y  +  ä,x'  +  ä^xy  +  ä^  y« , 

46* 
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dessen  Goefticienten  ä^  . . .  ä^  gegebene  Constanie  bezeichnen,  in 
den  beiden  Doppelpunkten  d  und  ö  verschwindet. 

Die  sechs  veränderlichen  Parameter  a^  .  .  ,  a^  sind  durch 
zwei  lineare  und  homogene  Relationen  gebunden,  die  davon 
herrOhren,  dass  der  veränderliche  Kegelschnitt  durch  die  beiden 
Doppelpunkte  d  und  3  gehen  soll.  Greifen  wir  daher  unter 
allen  Kegelschnitten  (1),  die  unsere  Bedingung  erfällen,  vier 
heraus* 

/;(^y)  =  o,  /;  =  o,  /;  =  o,  /;  =  o, 

die  keine  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten: 

befriedigen,  so  ist 

CiA  +  cj,  +  cj,  +  cj,  =  0 

die  allgemeine  Gleichung  aller  Kegelschnitte,  die  durch  d  und  d 
gehen. 

Setzen  wir  nun: 

Cfi(xy)dx 


f" 


bilden  wir  ferner,  indem  wir  unter 

die  sechs  veränderlichen  Schnittpunkte  der  festen  Curve  x=  ^ 
mit  einem  veränderlichen  Kegelschnitte  der  Schaar : 

verstehen,  für  jedes  i  die  Summe 


1...U  .. 


so  ist  diese  Summe  fttr  jedes  (  gleich  einer  Constanten,  die  wir 
ohne  Beschränkung  gleich  Null  setsen  können.  Wir  erhalten 
also  vier  linear-unabhängige  Gleichungen  von  der  Form: 

Vi  i-T-'t)  +  fpi  K)  H h  9»  K)  =  0 , 

(p^{^i)  +  flc^K)  H h  %K)  =  0  , 
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Dass  diese  Gleichnngen  eine  Lösung  unseres  allgemeinen  Pro- 
blems liefern,  folgt  daraus,  dass  die  sechs  Goordinaten  x^  ...  x^ 
dorch  drei  und  nur  drei  Relationen  gebunden  sind,  indem  durch 
die  beiden  Doppelpunkte  d,  d  und  drei  auf  x  =  ^  beliebig  ge- 
wählte Punkte  x^fy^\x^^  y^\  x,,  ^3  immer  ein  ganx bestimmter 
Kegelschnitt  hindurchgeht,  der  x  =  0  in  drei  weiteren  Punkten 
schneidet.  Wir  fügen  hinzu,  dass  die  hiermit  gefundene  Lösung 
unseres  allgemeinen  Problems  insbesondere  eine  Lösung  des 
spedelleren  Problems  darstellt ,  das  wir  als  das  reducirte  Pro- 
blem bezeichnet  haben.  Wsire  nämlich  z.  B.  die  Grösse  x^  eine 
Function  yon  x^  und  x,  allein,  so  würden  alle  00^  Kegelschnitte, 
die  mit  der  festen  Gurve  x  =  0  die  vier  Punkte 

d,  d;  x,y^;  x^y^ 

gemein  haben,  diese  Gurve  in  noch  einem  festen  Punkte,  näm- 
lich x^y^  schneiden. 

Wir  können  daher  das  folgende  Theorem  aufstellen: 
Theorem  X.  Wir  finden  eine  Lösung  unseres  redu- 
cirien  Problems  in  der  folgenden  Weise.  Wir  nehmen 
eine  irreducible  oder  zerfallene  Curve  fünfter  Ord- 
nung ;f(acy)  =  0  mit  zwei  Doppelpunkten^  d,  d  und  6c- 
itimmen  den  allgemeinen  Kegelschnitt: 

cJi  (xy)  +  cj^  +  cj,  +  cj,  =  0 , 

der  durch  d  und  ö  hindurchgeht.  Bezeichnen  wir  nun 
die  sechs  veränderlichen  Schnittpunkte  eines  solchen 
Kegelschnitts  mit  der  Curve  x  =  ö  durch 


^lyM^tVi^'-^eJ/s 


und  setzen 


f 


\vcobei  zu  beachten  ist,  dass  die  sechs  Integrale  ?)<(a;J, 
ffi.xj, ...  y,.(xj,  sobald  die  Curve  x  —  ^  zerfällt,  ver- 
^'-hiedene  Formen  haben  werden),  so  bestehen  vier 
(Gleichungen  von  der  Form 
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Es  stellen  daher  die  vier  Gleichungen: 

h  =  Vi  M  +  <pM  +  (PM        a'  =  ^  2,  3,  4) 

eine  Translations-M^  dar,  die  auch  durch  die  Glei- 
chungen: 

h  =-<Pi  iQ  -  Vi  (0  -  Vi  iU)        ('  =  ^  2,  3,  4) 

definirt  wird.  Die  Parameter  t^y  t^  und  t^  drücken 
sich  als  algebraische  Functionen  von  t^J  t^  und  t^  aus, 
und  zwar  sind  die  neun  Ableitungen  von  t^,  t^  und  t^ 
nach  t^y  t^  und  t^  sämmtlich  von  Null  verschieden. 

In  der  cc^Ebene  giebt  es  od^^  yerschiedene  Gurven  fünfter 
Ordnung.  Unter  ihnen  giebt  es  cx>**,  die  zwei  Doppelpunkte 
erster  Ordnung  besitzen.  Jede  derartige  Gurve  liefert  eine 
Translations-if,,  die  unsere  Forderungen  erfüllt.  Das  ÄBBL^sche 
Theorem  giebt  uns  daher,  wie  eine  Abzahlung  zeigt,  po^*  ver- 
schiedene M^ ,  die  Losungen  des  reducirten  Problems  darstellen. 
Auf  der  anderen  Seite  erkennen  wir  durch  Betrachtungen,  die 
mit  den  in  meiner  Abhandlung  über  »Translationsflächen  und 
das  AfiEL'sche  Theorem«  durchgeführten  Entwickelungen  grosse 
Aehnlichkeit  darbieten,  dass  unser  reducirtes  Problem  gerade 
cx>^^  Lösungen  besitzt,  die  sich  überdies  durch  Anfangs- 
bedingungen eindeutig  bestimmen  lassen. 

Wir  können  daher  das  folgende  Theorem  aufstellen : 
Theorem  XI.  Alle  M^  des  Raumes:  x^x^x^x^,  die  in 
mehrfacher  Weise  als  Translations-M^  aufgefasst  wer- 
den  können,  zerfallen  in  drei  Hauptkategorien,  deren 
jede  mehrere  Unterklassen  umfasst.  Die  M^  der  er- 
sten Kategorie  werden  erhalten,  wenn  man  das 
AbeVsche  Theorem  in  der  früher  angegebenen  Weise 
auf  eine  ebene  Curve  fünfter  Ordnung  mit  zwei  oder 
noch  mehr  Doppelpunkten  anwendet;  da  diese  Curt:e 
rreducibel  oder  reducibel  sein  kann,  erhält  man 
mehrere  Unterklassen,  die  wir  hier  nicht  aufzählen. 
Die  jtf,  der  zweiten  Kategorie  worden  erhalten j 
wenn  auf  eine  nicht-developpable  Fläche  des  Rati-- 
mes  x^  . , ,  x^,  die  in  zweifacher  Weise  als  Trans  — 
alionsfläche   aufgefasst    werden   kann,    einfach    un- 
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endlich  viele  Translationen  des  Raumes  x^  ,..  x^  aus* 
geführt  werden j  die  keine  continuirliche  Gruppe 
bilden.  Die  M^  der  dritten  Kategorie  sind  develop- 
pabel  und  zwar  entweder  cylindrisch  oder  eben;  in 
einem  früheren  Theorem  wurden  alle  M^  dieser  dritten 
Kategorie  aufgezählt. 

Da  die  letzten  EntwickeluDgen  dieser  Abhandlung  in  sehr 
knapper  Form  dargestellt  worden  sind,  werden  wir  bei  einer 
anderen  Gelegenheit  diesen  Gegenstand  ausführlicher  behan- 
deln. Gleichzeitig  werden  wir  die  wichtigeren  Unterklassen 
QQserer  drei  If^-Eategorien  genauer  discutiren.  Zu  diesem 
Zwecke  dehnen  wir  u.  a.  unsere  alten  Untersuchungen  ttber 
die  logarithmische  Transformation  und  den  tetraädralen  Linien- 
complex  auf  n  Dimensionen  aus.  Indem  wir  dabei  u.  a.  die 
Formel: 

aufstellen  und  zunächst  dem  Index  k  die  Werthe  4,  S,  3  er- 
theilen,  erhalten  wir  im  Räume  cc, ,  cc, ,  x^  drei  Flächenschaaren ! 
jede  Flache  einer  Schaar  wird  von  allen  Flächen  der  beiden 
anderen  Schaaren  nach  Gurven  geschnitten ,  die  im  Dtpiii'schen 
Sinae  conjugirt  sind.  Ertheilen  wir  dagegen  k  die  Werthe  \ ,  S, 
3,  4,  so  erhalten  wir  im  Räume  x^  ...  x^  eine  Mannigfaltigkeit: 
^^  =  q>{x^x^x^)  oder  sagen  wir:  z  =  q)(x^x^x^),  deren  zuge- 
börige  MoNGi'sche  Gleichung 

sowie  die  entsprechende  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  integrirt  werden  können.  Diese  beiden  Sätze  werden 
auf  n-Dimensionen  ausgedehnt.  In  dieser  Weise  ergeben  sich 
viele  Resultate,  die  unter  functionentheoretischem  wie  geome- 
trischem Gesichtspunkte  bedeutendes  Interesse  darbieten  ^). 


4)  Hier  mögeo  noch  die  beiden  folgenden  Bemerkungen  ihren  Platz 
Meo. 

Das  Problem,  alle  Transformationen  einer  nichtintegrablen  PPAFF'schen 
Gleichung  Adx  +  Bdy  -f-  Cdi  =  0  zu  finden,  die  Integralcurven,  die  sich 
berühren,  in  ebensolche  überführen,  deckt  sich,  wie  ich  schon  im  Jahre 
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4871  angedeutet  habe,  mit  der  Bestimmung  alier  Oscalationstransformatio- 
Den  der  Ebene,  die  implicite  in  meiner  Arbeit  »lieber  Complexe  etcc  ge- 
leistet wurde  (Math.  Ann.  Bd.V). 

Enthält  eine  gemischte  Gruppe  m  Schaaren,  deren  Transformationen 
7j,  r,  ...  Tn  heissen,  so  besteht  immer  eine  symbolische  Gleichung  TiT^ 
sss  Tj,  Hiermit  ist  eine  SübsUtutionsgruppe  S  bestimmt.  Wird  ein  Inte- 
grationsproblem von  dieser  gemischten  Gruppe  beherrscht,  so  beruht  alles 
auf  der  Zusammensetzung  der  Substitutionsgruppe  S  und  der  Zusammen- 
setzung einer  continuirlichen  Grappe  T^ .  Man  integrirt  zuerst  eine  Diffe- 
rentialgleichung oder  ein  System  von  Differentialgleichungen,  deren  Be- 
schaffenheit nur  von  der  Zusammensetzung  der  betreffenden  continuirlicheo 
(endlichen  oder  unendlichen)  Gruppe  T]^  abhängt.  Sodann  bat  man  ein 
functionentheorelisches  Problem  zu  erledigen,  dessen  Beschaffenheit  vod 
der  Zusammensetzung  der  continuirlichen  Gruppe  S  abhängt.  Diese 
Gruppe  S  kann  nur  dann  eine  unendliche  sein,  wenn  die  Zahl  m  unendlicii 
gross  ist. 
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Friedrieh  Engel,  Ueber  linear&JKmogene  Tramformationen. 
Jede  infinitesimale  lineare  homogene  Transformation: 

rfc 

erzeugt  nach  Lie  eine  eingliedrige  Gruppe,  deren  allgemeine 
endb'che  Transformation  durch  Integration  des  simultanen 
Systems 

!l)  #=^a.ka/»    (v  =  l,...n) 

milden  Anfangsbedingungen:  {x'y)t^Q=^Xy  gefunden  wird; 
wir  denken  uns  diese  allgemeine  endliche  Transformation  in 
der  Form 

1...M 

.2)  <^r=2ccvk^k    (v  =  ^,...n) 

k 

geschrieben,  wo  die  a,,^  gewisse  Functionen  der  a^^j^  upd  von 
t  sind. 

Zu  der  infinitesimalen  Transformation  Xf  gehört  nun  eine 
gewisse  algebraische  Gleichung,  ihre  charakteristische  Gleichung: 

.3)  I  a^n  -  e^j^Q  1=0, 

vo  Bf,]^  gleich  Null  oder  Eins  ist,  je  nachdem  v  und  k  von  ein- 
ander verschieden  oder  einander  gleich  sind,  und  wo  der  Aus- 
druck: I  Qyj^  —  €f,j^Q  I  die  n-reihige  Determinante  bezeichnet, 
deren  allgemeines  Element  die  Gestalt:  ap^  —  e^j^Q  besitzt. 
Ebenso  gehört  zu  der  endlichen  Transformation  (2)  die  charakte- 
ristische Gleichung: 

W  \a,j,^Byi,a\  =0. 

M«th.-p1iyg.  CUsie.    1897.  4  7 
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Zwischen  diesen  beiden  charaklerisiischen  Gleichungen  besteht 
eine  eigenthttmliche  Beziehung,  die  sich  unmittelbar  darbietet, 
wenn  man  sich  die  infinitesimale  Transformation  Xf  nach  dem 
Vorgange  von  Lie  auf  die  Form : 


l..nl...v 


xf=^2!^ykyk 


IL 


gebracht  denkt,  wobei  dann  auch  die  endliche  Transformation 

(2)  eine  entsprechende  Form  erhält.  Es  stellt  sich  nämlich 
heraus,  dass,  wenn  Q^J^^»Qn  ^^^  Wurzeln  von  (3)  sind,  dann 
jedesmal:  e^»^,  ...  e^"^  die  Wurzeln  von  (4)  sind.  Diese  Be- 
ziehung zwischen  den  beiden  charakteristischen  Gleichungen 

(3)  und  (4)  hat  wohl  jeder  bemerkt,  der  sich  mit  der  Erzeugung 
endlicher  linearer  homogener  Transformationen  durch  infinitesi* 
male  Transformationen  dieser  Art  beschäftigt  hat^),  sie  ist  also 
nichts  Neues.  Dagegen  ist  mir  nicht  bekannt,  dass  schon  jenaand 
für  diese  Beziehung  einen  Beweis  geliefert  hätte,  der  nicht  von 
der  Zurtickführung  der  infinitesimalen  Transformation  Xf  auf 
irgend  eine  Normalform  Gebrauch  machte.  Ich  werde  daher 
jetzt  einen  solchen  Beweis  liefern ;  daran  schliesse  ich  eine  An- 
wendung des  gewonnenen  Satzes  auf  beliebige  Gleichungen. 


Die  Functionen  a^j  in  den  Gleichungen  (2)  erfüllen  augen- 
scheinlich das  simultane  System: 

da    '  *   •'* 

(^)  "if-  =2 ^vk^kj  («',y = ^  •  •  •  w) 

sowie  die  Anfangsbedingungen:  [(^yj\t=^  =  £,;/  und  sind  hier- 
durch vollständig  bestimmt.  Nach  dem  Vorgänge  von  Scbur 
(Math.  Ann.  38,  S.  S63  f.)  stellen  wir  die  or^y  durch  gewisse  be- 
ständig convergente  Potenzreihen  dar,  indem  wir  setzen: 


4)  Man  vergl.  z.  B.  die  Betrachtungen  von  Study,  diese  Berichte  4893, 
S.  680  ff. 
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and  unter  den  A^^^  ganie  homogene  Functionen  ^-ten  Grades 
der  Qyjt  verstehen,  die  auf  Grund  der  Recursionsformel: 

,7)     ^r''=2'V*^l5'    K;  =  1,...n;iu  =  0,1,2...) 

k 

ZU  berechnen  sind,  wahrend  A!^^  =  Byj  ist. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  zu  beweisen,  dass  die  Gleichung : 

(8)  |«^k-«,.ikeP«|=0 

von  den  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  befriedigt  wird.     Um  das 
ZQ  erreichen,  betrachten  wir  den  Ausdruck: 

(9)  I  a,j, .  e-9'  -  «^fc  I  =  e-"(«  |  a,^  -  e,j,  e(«  |  . 

Da  die  Oyj  den  Differentialgleichungen  (5)  gentigen,  so  befriedi- 
gen die  Ausdrücke: 

(10)  ß^^a^.e-9t    (^,j  =  i,...„), 

wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Differentialgleichungen: 

(•<)       ^=J'(o.k-^k?)/»i^-    (v,j  =  4...n) 

und  überdies  die  Anfangsbedingungen:  \ßpj\t=^  ^=^vj'     ^^'' 
nach  ist: 


«..e-<«=2'S^'. 


WO  fi^^  aus  A^^  dadurch  hervorgeht,  dass  man  jedes  a^-j^  durch 
a,fc  —  «Tjfc  Q  ersetzt. 

Nunmehr  ergiebt  sich: 

1... 


i   «yi«"*"'  —  «Fik    I    = 


i^p(Af) 


^^.^^ 


t[a^j  —  e,jQ) 


0...00 


wobei  die  Recursionsformeln  (7)   und  der  Multiplicationssatz 
der  Determinanten  benutzt  worden  sind.  Wir  bekommen  also: 


M* 
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Damit  ist  unser  Ziel  schon  erreicht,  denn  aus  (IS)  geht  her- 
vor, dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  auch  der  Gleichung  (8) 
genügen.  Wir  wollen  aber  noch  einen  Schritt  weiter  gehen 
und  auch  noch  die  übrigen  Wurzeln  von  (8)  bestimmen.  Dazu 
hilft  uns  der  Umstand,  dass  sich  die  Determinante: 

10.. .00  I 

"ST       <^      jM 

in  ein  bestandig  convergentes  Product  von  Determinanten  ent- 
wickeln lasst,  wie  ich  in  diesen  Berichten  K  898,  S.  50  gezeigt 
habe.  Vermöge  dieser  Productentwiokelung  ergiebt  sich  näm- 
lich aus  (12): 


(13) 


Wenn  daher  p^ ,  . . .  p„  die  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  sind,  so 
werden  alle  Wurzeln  der  Gleichung  (8)  durch  die  Ausdrücke : 

?.+^',.-..?»  +  -^'    (iu  =  0,±1,...) 
dargestellt. 

§2. 

Lässt  man  in  (3)  die  Grössen  ay^  alle  möglichen  Werlhe 
annehmen,  so  erhslt  man,  wie  schon  verschiedentlich  bemerkt 
worden  ist,  alle  möglichen  Gleichungen  n-ten  Grades,  in  denen 
der  Goefficient  der  höchsten  Potenz  der  Unbekannten  gleich 
Eins  ist.  Demnach  lassen  sich  die  Betrachtungen  des  vorigen 
Paragraphen  für  beliebige  algebraische  Gleichungen  verwerthen. 

Wir  setzen 

(<*)       I  e„K  -  <^yH  I  =?»  +  ?,?"-'  +  -  +  J»  =  G(9) 
und  ertheilen  in  der  Gleichung  (43)  der  Grösse  t  den  Werlh 
Eins.    Dann  gehl  aus  (13)  hervor,  dass  das  Product: 

in  der  Form : 
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darstellbar  ist,  wo  die  y  von  q  unabhängig  sind.    Nun  aber  ist: 


WO  A, , .. .  A^  ganze  Functionen  von  9| ,  . . .  9»  und  ^  sind.  Folg- 
lich wird: 

woti^  die  Form  hat: 

unter  H^,  ...  H^  wieder  ganze  Functionen  von  q  und  Qu  -"  9n 
verstanden.     Demnach  convergirt  die  Reihe : 

l...oe 

für  alle  endlichen  Werthe  von  p ,  ff* ,  . . .  ^n  unbedingt  und  dar- 
aus können  wir  schliessen,  dass  das  Product  (45)  in  eine  be- 
ständig convergente  Potenzreihe  von  q^  g^,  »»'9n  entwickelt 
werden  kann.  Darin  aber  liegt,  dass  y^  »^  yn  beständig  con- 
vergente Reihen  von  g^^  *>-  Qn  ^lud. 

Wir  können  somit  den  Satz  aussprechen : 

Hat  man  die  Gleichung:  q^  +  g^  p**"*  + \-  g^  =  0  und 

definirt  man  a  durch  die  Gleichung:  a  =  e9,  so  genügt  a  einer 
Gieichung  n-ten  Grades  von  der  Form  a^  +  y^  a""*  +  •  •  •  +  y» 
=  0,  wo  y^,  ...  y^  beständig  convergente  Potenzreihen  von 
Su'"9nSind. 

Dasselbe  können  wir  aber  auch  so  ausdrtlcken: 

Die  elementaren  symmetrischen  Functionen  von  c^ ,  . . .  e^n 
iind  als  beständig  convergente  Potenzreihen  der  elementaren  sym- 
metrischen  Functionen  von  a?^ ,  . . .  a?,i  darstellbar'. 

Dieser  Satz  ist  allerdings  nur  ein  ganz  besonderer  Fall 
eines  allgemeinen  Satzes  derselben  Art,  es  ist  aber  bemerkens- 
werth,  dass  er  sich  hier  ergeben  hat,  ohne  dass  wir  auf  den 
Fondamentalsatz  der  Algebra  zurückgegangen  sind. 


W.  Ostwald»  Studien  über  die  Bildung  und  Umwandlung 
fester  Körper.    (Mit  6  Textfiguren.) 

1.  Äbhandlmig.  Uebersättigung  und  Ueberkaltung. 

In  Veranlassung  der  Abfassung  einiger  Kapitel  meines  Lehr- 
buches der  allgemeinen  Chemie  habe  ich  mehrere  bereits  be- 
kannte Versuche  bezüglich  der  Bildung  fester  Körper  aas  Lö- 
sungen und  Schmelzen^  sowie  ihrer  polymorphen  Umwandlungen 
wiederholt,  um  die  Erscheinungen  aus  eigener  Anschauung 
kennen  zu  lernen.  Dabei  ergab  sich  alsbald  eine  Anzahl  von 
Fragen  und  Problemen,  deren  Verfolgung  mich  in  eine  ziemlich 
verzweigte  experimentelle  Untersuchung  führte.  Von  den  Er- 
gebnissen dieser  Arbeiten,  die  ich  aus  naheliegenden  Gründen 
nur  langsam  fördern  kann,  beabsichtige  ich  fortlaufend  das  mit- 
zutheilen,  was  sich  in  einiger  Abrundung  darstellen  Iflsst,  wenn 
es  auch  in  der  Natur  solcher  Arbeiten  liegt,  dass  sie  schliesslich 
immer  mehr  ungelöste,  als  gelöste  Probleme  ergeben.  Doch 
scheint  mir  die  Veröffentlichung  gegenwärtig  nicht  ohne  Nutzen 
zu  sein,  nachdem  durch  den  grossen  Erfolg,  den  einige  Rich- 
tungen der  allgemeinen  Chemie  in  den  letzten  Jahren  erlangt 
haben,  die  Arbeit  in  diesem  Gebiete  einer  gewissen  Einseitigkeit 
zu  verfallen  droht. 

1 .  Es  ist  eine  wohlbekannte  Thatsache,  dass  die  Erstarrung 
einer  ttberkalteten  Flüssigkeit,  die  unter  gegebenen  Umständen 
freiwillig  nicht  erfolgt,  völlig  sicher  durch  eine  Spur  des  frag- 
lichen Stoffes  im  festen  Zustande  (oder  eines  in  strengem  Sinne 
isomorphen  Körpers)  hervorgebracht  wird.  Doch  ist  es  mir  nicht 
bekannt,  ob  ein  Versuch  vorliegt,  die  Menge  des  festen  Körpers 
zu  bestimmen,  die  mindestens  vorhanden  sein  muss,  damit  der 
Versuch  gelingt.  Dass  sie  sehr  gering  sein  kann,  ist  namentlich 
durch  die  zahlreichen  Untersuchungen  an  übersättigter  Glauber- 
salzlösung zu  Tage  getreten,  wo  die  zufällig  im  Staube  vorhan- 
denen Theilchen  dieses  Salzes  bereits  fast  immer  hinreichen,  um 
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die  Ausscheidung  des  festen  Salzes  eintreten  zu  lassen.  Doch 
ist  offenbar  das  Arbeiten  gerade  mit  diesem  Stoffe  am  wenigsten 
geeignet,  ein  klares  Bild  der  Verhältnisse  zu  geben,  da  er  wegen 
seiner  grossen  Verbreitung  nur  sehr  schwer  aus  den  Versuchs- 
materialien femgehalten  werden  kann,  und  man  daher  niemals 
sicher  ist,  ob  man  es  mit  der  zum  Versuch  genommenen  oder 
einer  zufällig  dazugelangten  Stoffmenge  zu  thun  hat. 

2.  Viel  geeigneter  sind  solche  Stoffe,  die  erstens  keine  weite 
Verbreitung  in  der  Natur  haben,  zweitens  Eigenschaften,  wie 
Flüchtigkeit,  Zerfliesslichkeit  oder  dergleichen  besitzen,  durch 
welche  zufällige  Stflubchen  unter  vorhandenen  oder  leicht  her- 
zustellenden Bedingungen  nur  eine  begrenzte  Lebensdauer  als 
feste  Körper  haben.  Die  Zahl  solcher  Stoffe  ist  recht  gross,  ins- 
besondere liefert  uns  die  organische  Chemie  eine  fast  unbegrenzte 
Auswahl  geeigneter Versuchsobjecte.  Sucht  man  unter  den  mög- 
lichst indifferenten,  wenig  flüchtigen  organischen  Stoffen,  deren 
Schmelzpunkt  nicht  über  40^  oder  50^  liegt,  so  kann  man  fast 
sieher  sein,  alsbald  ein  geeignetes  Object  zu  finden,  das  sich, 
wastlas  erste  Erforderniss  ist,  auf  Zimmertemperatur  ttberkalten 
lässt,  ohne' in  noch  so  langer  Zeit  freiwillig  zu  erstarren. 

Ein  sehr  brauchbares  Material  ist  das  jetzt  zu  massigem 
Preise  in  grosser  Reinheit  für  medicinische  Zwecke  in  den  Handel 
gebrachte  Sa/ö/,  der  Salicylsäure-Phenylester.  Der  Stoff  schmilzt 
bei  39,5°  und  eine  geschmolzene  Probe  bleibt  unbegrenzt  lange 
flüssig,  wenn  sie  gegen  den  Zutritt  von  Stftubchen  des  festen 
Stoffes  geschützt  ist^  was  gar  keine  Schwierigkeit  macht.  Andere 
Stoffe  können  beliebig  mit  dem  überkalteten  Salol  in  Berührung 
gebracht  werden,  ohne  dass  Erstarrung  eintritt;  ebensowenig 
wirkt  heftige  Bewegung  oder  auch  Reiben  mit  scharfkantigen 
Gegenstanden,  das  man  so  oft  als  Mittel  gegen  Ueberkaltung  an- 
gegeben findet.  Auf  meinem  Schreibtische  befinden  sich  mehrere 
mit  flüssigem  Salol  gefüllte  einerseits  offene  Rohren,  die  seit  vier 
Wochen  ohne  jede  Vorsicht  gehandhabt  werden,  ohne  dass  ihr 
flOssiger  Inhalt  erstarrt  wäre.  Ebenso  halten  sich  offen  auf  einer 
Glasplatte  liegende  Tropfen  unbegrenzt  in  einem  Zimqaer,  in 
dem  nicht  mit  Salol  gearbeitet  wird.  Auf  dem  Arbeitstische 
meines  Laboratoriums,  der  seit  zwei  Monaten  zu  mannigfaltigen 
Arbeiten  mit  diesem  Stoff  gedient  hat,  sind  offene  Tropfen  nicht 
so  haltbar;  dort  erstarren  gewöhnlich  einige  nach  kurzer  Zeit. 
Indessen  habe  ich  doch,  ohne  besondere  Versuche  nach  dieser 
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Richtung  anzustellen,  nach  vier  bis  sechs  Tagen  einzelne  Tropfen 
noch  flüssig  gefunden.  Dass  sie  nicht  durch  irgendwelche  Ver- 
änderungen zu  erstarren  unfähig  geworden  waren,  konnte  leicht 
durch  Einsäen  eines  festen  Krystalls  erwiesen  werden. 

3.  Aehnlich  wie  dieser  Stoff  verhält  sich  Thymol,  auf  dessen 
Fähigkeit,  starke  Ueberkaltungen  auszuhalten,  inich  mein  College 
F.  Stohhanx  aufmerksam  machte.  Indessen  zieht  das  flüssige 
Thymol  merklich  Wasser  an  und  verliert  mit  der  Zeit  an  Er- 
starrungsfähigkeit, wobei  die  auf  Glas  gesetzten  Tropfen  ausein- 
anderfliessen. 

4.  Ganz  anders  ist  das  Yerhalten  des  gewöhnlichen  Kali- 
alauns in  übersättigter  Losung.  In  einem  Räume,  in  welchem  seit 
längerer  Zeit  nicht  mit  Alaun  gearbeitet  worden  ist,  verhalten 
sich  die  meisten  Gegenstände  indifferent  gegen  eine  übersättigte 
Alaunlosung,  und  man  kann  einen  Tropfen  einer  solchen,  den 
man  zweckmässig  unter  einem  schwach  (80-  bis  40  mal)  ver- 
grOssemden  Mikroskop  beobachtet,  mit  einem  Glasstabe,  einem 
Haar,  einem  Holzstäbchen  u.  dergl.  berühren,  oder  in  die  Flüssig- 
keit irgend  welche  Pulver  eintragen,  ohne  dass  die  Ausschei- 
dung der  schongeformten  oktaodrischen  Krystalle  dieses  Salzes 
erfolgt.  Dies  ändert  sich  aber  schnell,  sobald  in  dem  Räume 
etwas  mit  dem  Salze  gearbeitet  und  dadurch  der  Staub  alaun- 
haltig  gemacht  worden  ist.  Es  wird  dann  bald  unmöglich,  auf 
dem  Objectträger  einen  übersättigten  Tropfen  zu  haben,  der 
nicht  alsbald  an  einzelnen  Stellen  auszukrystallisiren  beginnt. 
Die  im  Laboratorium  vorhandenen  Gegenstände  rufen  fast  alle 
sofort  Krystallisation  im  Tropfen  hervor.  Eine  Reibschale  von 
Achat,  in  der  Alaun  gerieben  worden  war,  ertheilte  nach  dem 
Ausspülen  mit  Wasser  und  dem  Abtrocknen  mit  einem  Hand- 
tuche allen  Stoffen,  die  darin  verrieben  wurden,  die  Eigenschaft, 
in  der  übersättigten  LOsung  massenhafte  OktaOder  hervorzu- 
rufen, und  verlor  sie  erst  nach  sehr  energischer  Reinigung  durch 
Reiben  unter  einem  Wasserstrahl. 

5.  Zeigen  diese  Beobachtungen  bereits,  dass  überaus  kleine 
Mengen  fester  Substanz  genügen,  um  die  fragliche  Reaction  her- 
vorzurufen, so  wird  dieser  Eindruck  noch  durch  folgende  Ver- 
suche verstärkt. 

Ein  Menschenhaar  ist  ohne  Einwirkung  auf  überkaltetes 
Salol.  Streicht  man  mit  dem  Haar  über  einen  festen  Erystall 
des  Stoffes  und  bringt  es  dann  in  das  flüssige  Salol,  so  ruft  es 


Studun  über  bis  Bildung  ond  Uhwaxplung  pbstbh  Köhpbr.  257 

sofort  Erstarrong  hervor.  Man  braucht  zu  diesem  Zweck  nicht 
etwa  einen  besonderen  Druck  anzuwenden;  ein  leises  Ueber- 
streichen,  wobei  das  Haar  nur  wenig  gekrümmt  wird,  genügt  in 
den  meisten  Füllen.  Ist  man  sehr  vorsichtig,  so  gelingt  es  auch 
xQweilen,  das  Haar  keimfrei  abzuheben,  so  dass  es  nicht  auf  die 
Flfissigkeit  wirkt;  doch  trifiFt  dies  vielleicht  nur  einmal  unter 
zehnen  zu. 

6.  Da  ein  Haar  eine  unebene  Oberfläche  hat,  die  wie  eine 
Feile  auf  den  weichen  Salolkrystall  wirken  mag,  so  ersetzte  ich 
es  durch  ein  möglichst  fein  gezogenes  Glashaar.  Auch  hier  trat 
die  Wirkung  mit  grosser  Regelmassigkeit  ein.  Wurde  das  Haar 
Dach  der  Berührung  mit  dem  Krystall  zwischen  den  Fingern  ab- 
gestrichen, so  verlor  es  auch  nach  zwanzigmaligem  Durchziehen 
seine  Wirkung  nicht.  Zwischen  zwei  Blättern  von  weichem 
Kautschuk  konnte  indessen  das  Salol  ziemlich  leicht  abgewischt 
werden.  Hat  man  ein  abgebrochenes  Haar  genommen,  so  bleibt 
leicht  an  der  Basis  etwas  haften,  was  Krystallisation  hervorruft; 
man  kann  dies  vermeiden,  wenn  man  ein  ausgezogenes  Haar 
Dimmt^ 

7.  Ein  Glashaar  wurde  durch  Berührung  wirksam  gemacht, 
und  dann  in  feinem  Quarzpulver  abgespült.  Es  blieb  wirksam, 
und  auch  das  Quarzpulver  hatte  einen  Theil  der  Wirksamkeit 
angenommen,  indem  einige  Proben,  aber  nicht  alle,  Erstarrung 
hervorriefen. 

8.  Ein  Glasstreifen  von  3  mm  Breite  wurde  durch  Aus- 
breiten von  geschmolzenem  Salol  und  Erstarrenlassen  desselben 
mit  einer  festhaftenden  Schicht  überzogen,  deren  Oberfläche 
durch  kräftiges  Abreiben  von  allen  losen  Theilchen  befreit  wurde. 
Nahm  ich  mit  diesem  Glasstreifen  etwas  von  einem  zarten  Pulver 
auf  (ich  benutzte  feines  Quarzmehl)  und  schüttete  dieses  Pulver 
ohne  weitere  Reibung  in  den  überkalteten  Tropfen,  so  begann 
alsbald  die  Krystallisation. 

In  keinem  Falle  wurde  versäumt,  durch  einen  blinden  Par- 
allelversuch  die  Unwirksamkeit  der  benutzten  Materialien  und 
Gegenstände  zu  prüfen.  Eine  völlig  sichere  Methode  des  »Steri- 
lisirensc  ist  eine  Erwärmung  über  40^.  lieber  einen  entspre- 
chenden anschaulichen  Versuch  wird  etwas  später  berichtet 
werden. 

9.  Die  activ  gemachten  Stoffe  behalten  ihre  Wirksamkeit 
nicht  dauernd.    Ein  Glashaar,  das  mehrfach  über  festes  Salol 
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geführt  worden  war,  und  deshalb  in  seiner  ganzen  Länge  flberal] 
Wirksamkeit  zeigte,  verlor  sie  an  vielen  Stellen  bereits  nack 
fünf  Minuten  langem  Verweilen  an  der  Luft.  Eine  Anzahl  solcher 
präparirter  Haare  wurde  in  einen  leeren  Exsiccator  (um  dec 
Zutritt  von  Staub  zu  vermeiden)  gebracht;  nach  drei  Stondeo 
konnten  sie  ihrer  ganzen  Länge  nach  durch  Tropfen  von  flOssi- 
gern  Salol  gezogen  werden,  ohne  irgend  welche  Wirkungen  auf 
dieses  zu  äussern.  Zehn  oder  fünfzehn  Minuten  nach  dem  B^ 
streichen  findet  man  beim  Durchziehen  durch  den  flttssigpfi 
Tropfen  nur  einzelne  Stellen  wirksam.  Bei  einiger  Geschicklich- 
keit gelingt  es,  die  Erystallisation  des  ganzen  Tropfens  zu  Tpr- 
meiden,  wenn  auch  sich  Knoten  von  erstarrtem  Salol  am  Glas- 
haar bilden;  man  muss  zu  diesem  Zwecke  nur  verhindern,  dass 
die  Rrystalle  am  Glasfaden  mit  der  Glasplatte,  auf  welcher  der 
Tropfen  liegt,  in  unmittelbare  Berührung  kommen.  Dann  kano 
man  an  den  knopfartigen  Verdickungen,  die  sich  auf  dem  Fadeo 
ausbilden,  die  Zahl  der  Stellen  zählen,  an  welche  noch  Wirk- 
samkeit im  Augenblicke  des  Versuches  vorhanden  war. 

Wiederholt  man  den  Versuch  mit  Salzen,  wie  Alaon  oder 
Borax,  so  gelingt  er  nicht;  die  mit  solchen  Stoffen  behandelten 
Glashaare  behalten  ihre  Wirkung  dauernd  bei. 

40.  Die  Technik  dieser  Versuche  ist  sehr  einfach.  M 
schmilzt  das  Salol  in  einem  kleinen  Erlenmeyer,  saugt  es  in  ein 
ausgezogenes  Glasrohr,  das  als  Pipette  dient,  auf,  und  setzt  da- 
mit auf  eine  kleine  Glasplatte,  wie  sie  als  Träger  für  mikrosko- 
pische Objecto  benutzt  werden,  zwanzig  bis  dreissig  Tropfen. 
Diese  sind  in  wenigen  Augenblicken  abgekühlt  und  für  die  Ver- 
suche fertig.  Gewöhnlich  erstarrt  der  eine  oder  andere  Tropfen 
;» freiwillig«,  d.  h.  durch  ein  hineinfallendes  Stäubchen  festen 
Saids,  die  meisten  bleiben  tagelang  flüssig. 

Salzlösungen  werden  am  besten  in  einem  Kölbchen  mit  seit- 
lichem, schrägem  Stutzen  aufbewahrt,  nachdem  man  durch  eini- 
ges Probiren  die  geeignete  Concentration  aufgesucht  hat,  bei  der 
einerseits  die  Lösung  nicht  allzu  leicht  auskrystallisirt,  anderer- 
seits genügend  übersättigt  ist,  um  eine  schnelle  und  deutlicbf 
Reaction  zu  geben.  Auch  die  Salzlösungen  werden  in  Gestatt 
von  Tropfen  auf  Objectträger  gebracht.  Da  sich  aber  solche  viel 
weniger  lange  halten,  schon  der  Verdunstung  wegen,  sosetit 
man  nur  wenige  Tropfen  auf.  Deshalb  ist  es  bequem,  die  über- 
sättigte Salzlösung  längere  Zeit  bei  gewöhnlicher  Temperatur  in 
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Vorrath  aufbewahren  lu  kOnneo.  In  den  erwtthnten  KOlbchen 
mit  schrägem  Seitenstatzen,  durch  den  das  Hineinfallen  von 
Stanb  verhindert  wird,  gelingt  dies  leicht,  wenn  man  die  Vor- 
sicht beobachtet^  die  zum  Herausnehmen  dienenden  Pipetten 
immer  in  reinem  Wasser  aufzubewahren,  und  nur  nass  in  die 
Lösung  zu  bringen.  Etwa  darauffallende  Salzstäubchen  werden 
dann  durch  Auflösung  unwirksam.  Beim  Aufsetzen  der  Tropfen 
auf  den  Träger  muss  man  vermeiden,  die  Spitze  der  Pipette  mit 
der  Platte  in  Berührung  zu  bringen.  So  lange  kein  activer  Staub 
vorhanden  ist,  ist  dies  allerdings  gleichgültig;  kommt  aber  ein 
Krystallohen  vor,  so  verursacht  dessen  Bertlhrung  und  Verschie- 
bang  durch  die  Pipettenspitze  alsbald  die  Entstehung  unzähliger 
weiterer  Krystalle,  und  es  wird  unmöglich,  krystallfreie  Tropfen 
ZQ  erbalten.  Dann  muss  die  Pipette  wieder  in  Wasser  abge- 
waschen werden,  oder  besser,  man  nimmt  eine  andere,  die  in- 
zwischen im  Wasser  gestanden  hatte.  Die  Stutzen  der  Kolben 
werden  durch  ein  übergeschobenes  Glöckchen  locker  verschlossen. 

Die  Glasplatten  können  durch  Anhauchen,  wobei  die  vor- 
handenen Salzstäubchen  in  Lösung  gehen,  ziemlich  vollkommen 
isterilisirt«  werden. 

f  i .  Beim  Salol  lässt  sich  die  Erstarrung  durch  das  Milch- 
weisswerden  des  vorher  glasklaren  Tropfens  überaus  leicht  be- 
obachten. Schwieriger  ist  dies  bei  geschmolzenem  Natriumthio- 
sulfat;  doch  hilft  hier  der  Umstand,  dass  beim  Erstarren  die 
Oberfläche  uneben  wird,  und  die  kleinen  Spiegelbilder  der  Fen- 
sler oder  Lampen  verschwinden.  Salzlösangen  werden,  wie 
schon  erwähnt,  unter  einem  schwach  vergrössemden  Mikroskop 
oder  einer  starken  Lupe  beobachtet.  Durch  die  Benutzung  po- 
larisirten  Lichtes  kann  man  die  Beobachtung  häufig  nicht  nur 
erleichtem,  sondern  auch  zu  einem  überaus  anmuthigen  Farben- 
schauspiel gestalten. 

42.  Angesichts  der  aus  diesen  leicht  zu  wiederholenden 
Versuchen  hervorgehenden  enormen  Empfindlichkeit  der  Reaction 
schien  es  fast  aussichtslos,  die  Erscheinungen  messend  verfolgen 
zu  wollen.  Indessen  hielt  ich  es  doch  der  Mühe  werth,  einige 
Versuche  in  dieser  Richtung  zu  machen.  Mein  Plan  war,  den 
wirksamen  StoCf  nach  Art  der  Homöopathen  mit  einem  indiffe- 
renten Material  zu  verreiben,  und  durch  stufenweise  Verdünnung 
des  Ausgangsmaterials  seine  Concentration  in  messbarer  Weise 
«iuf  sehr  geringe  Beträge  zu  bringen.     Bekanntlich  erfolgt  die 
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Bereitung  der  homöopathischen  Heilmittel  derart,  dass  man  durch 
Verdünnung  des  Ausgangsstoffes  mit  seinem  neunfachen  Gewicht 
eines  indifferenten  Stoffes  (es  wird  bei  festen  Stoffen  ausschliess- 
lich Milchzucker  dazu  verwendet]  seine  Goncentration  auf  ein 
Zehntel  bringt;  ein  Theil  dieser  Yerreibung  giebt  mit  weiteren 
neun  Theilen  Milchzucker  die  zweite  Potenz  und  so  fort.  Die 
n-te  Yerreibung  enthalt  dann,  gleichmassige  Yertheilung  voraus- 
gesetzt, 4  O'**  g  des  wirksamen  Stoffes  im  Gramm,  und  man  ge- 
langt so  sehr  bald  auf  sehr  kleine  Mengen. 

Einige  Yorversuche  überzeugten  mich  bald,  dass  auf  diesem 
Wege  eine  Grenze  thatsächlich  erreichbar  ist;  während  die  ersten 
Yerreibungen  von  festem  Salol  noch  wirksam  waren,  gelangte 
ich  bald  zu  Yerdünnungen,  in  denen  das  Gemisch  vollkommen 
die  Wirkung  versagte.  Es  ergab  sich  auch  auf  diesem  Wege 
der  schon  von  früheren  Beobachtern  gezogene  Schluss,  dass  es 
sich  bei  diesen  Auslosungen  des  ttberkalteten  Zustandes  um 
materielle^  an  das  wirkliche  Vorhandensein  des  festen  Körpers 
gebundene  Wirkungen  handelt,  und  nicht  etwa,  wie  die  vor- 
beschriebenen Yersuche  fast  vermuthen  Hessen,  um  eine  Eigen- 
schaft, welche  die  Uebertrüger  der  Wirkung  durch  blosse  Be- 
rührung mit  der  festen  Substanz,  ohne  Transport  materiellei 
Theilchen,  annehmen. 

13.  Die  ersten  Yerreibungs versuche,  die  ich  mit  Salol  sowie 
mitThymol  anstellte,  ergaben  ein  ziemlich  unerwartetes  Resultat. 
Bezeichnen  wir  nach  Art  der  Homöopathen  die  aufeinander  fol- 
genden, nach  Zehnerpotenzen  fortschreitenden  Yerdünnungen 
mit  DI,  D2j  DZ  u.  s.  w.,  so  stellte  sich  heraus,  dass  Salol  in  der 
Yerreibung  /)3  noch  wirksam  war,  in  der  folgenden  Di  dagegen 
nicht.  Das  Ergebniss  war  ziemlich  dasselbe,  ob  ich  zum  Yer- 
reiben  Milchzucker  oder  Quarzpulver*)  benutzte^). 

Ueberlegt  man,  dass  zu  einem  Yersuche  etwa  0,4  mg  des 
Pulvers  genommen  wurde,  so  folgt,  dass  eine  Probe  Di  4  0"*  g 


i)  Das  sehr  reine  Quarzpulver,  das  auch  für  mancherlei  andere 
Zwecke  Dienste  leistet,  erhielt  ich  zu  sehr  massigem  Preise  aus  der  Kgl. 
Sächsischen  Porzellanmanufactur  in  Meissen. 

%)  Für  die  Herstellung  einer  grösseren  Anzahl  solcher  Verreibuogen 
mit  den  Mitteln  seiner  gut  eingerichteten  Anstalt,  sowie  für  mancherlei 
technische  Rathschläge  bin  ich  dem  Leiter  der  homöopathischen  Central- 
apotheke  in  Leipzig,  Herrn  Dr.  Willmar  Schwabe,  zu  lebhaftem  Danke  ver- 
pflichtet. 
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Salol  enthielt,  eine  Probe  Z>3  dagegen  40-^  g.  Da  der  Stoff  an- 
nähernd das  specifische  Gewicht  des  Wassers  hat,  so  folgt  daraus, 
dass  die  in  der  unwirksamen  Probe  enthaltene  Stoffmenge  einen 
Würfel  von  0,022  mm  darstellen  würde,  also  eine  mikroskopisch 
leicht  sichtbare  Grösse.  Der  wirksame  Würfel  hätte  die  Grösse 
0,045  mm. 

44.  Dieses  Ergebniss  steht  in  auffallendem  Widerspruch 
mit  den  früher  mitgetheilten  Versuchen,  welche  die  ausserordentr* 
liehe  Empfindlichkeit  der  Reaction  mit  kleinsten  Stoffmengen 
zar  Anschauung  gebracht  haben.  Die  Aufklärung  ergiebt  sich 
indessen  aus  den  Versuchen  über  die  Vergänglichkeit  der  In- 
fectionswirkung  (S.  258).  Denn  die  Deutung  jener  Versuche  ist 
offenbar  die,  dass  die  sehr  geringen  Salolmengen  in  der  ange- 
gebenen Zeit  verdampfen  und  den  inficirten  Glasfaden  rein  und 
wirkungslos  hinterlassen. 

Nun  kann  man  sich  allerdings  leicht  dagegen  schützen,  dass 
das  Salol  aus  dem  Gemisch  verdampft,  indem  man  dieses  in  ver- 
schlossenen Geissen  aufbewahrt.  Das  Ergebniss  ist  indessen 
das  gleiche:  die  verdünnteren  Gemische  zeigen  sich  unwirksam, 
auch  wenn  man  die  ganze  Herstellung  in  verschlossenen  Ge- 
Hlssen  vorgenommen  hat. 

45.  Für  diesen  Versuch  bediente  ich  mich  einer  kleinen 
improvisirten  Kollermühle,  indem  ich  an  einem  horizontal  ro- 
tirenden,  mittelst  eines  Heissluftmotors  kleinster  Form  ange- 
triebenen Träger  zwei  oder  vier  Flaschen  von  etwa  100  g  Inhalt 
mit  Gummiringen  befestigte,  in  denen  sich  das  abgewogene 
Gemisch  aus  Quarzpulver  und  Salol  nebst  einer  Anzahl  kurzer 
starker  Glasstäbe  befand.  Wird  das  Ganze  in  Drehung  versetzt, 
so  kollern  die  Glasstäbe  über  einander  und  bringen  eine  gute 
Vermischung  des  pulverförmigen  Inhaltes  zu  Wege.  Um  das 
ADseUen  des  Pulvers  an  den  Wänden  zu  vermeiden,  hängt  man 
ein  Stttck  Holz  mit  einer  Schnur  so  neben  der  Mühle  auf,  dass 
die  Flaschen  bei  jeder  Drehung  dagegen  schlagen;  die  dadurch 
bewirkte  Erschütterung  klopft  das  Pulver  von  den  Wänden  los. 
Den  leicht  eintretenden  Umstand,  dass  der  Inhalt  nur  gleitet, 
statt  zu  kollern,  beseitigt  man  dadurch,  dass  man  ausser  den 
Glassiäben  noch  einige  Streifen  flachen  Glases  hineingiebt.  Hier- 
dorchf  wie  durch  angemessene  Regelung  der  Geschwindigkeit, 
bewirkt  man  bald  einen  befriedigenden  Gang.  Jede  Füllung 
einer  Flasche  Hess  ich  gewöhnlich  zwei  bis  drei  Stunden  gehen. 
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doch  glaube  ich,  dass  auch  eine  geringere  Zeit  genügt  hätte. 
Wahrend  des  Versuches  waren  die  Flaschen  mit  ihren  Stopfen 
verschlossen. 

16.  Die  so  hergestellten  Gemische  zeigten  alle  folgendes 
eigenthümliche  Verhalten.  Gleich  nach  der  Herstellung  waren 
grössere  Verdünnungen  wirksam;  die  frischen  Verreibungen  Di 
und  Z>5  brachten  den  überkalteten  Tropfen  sicher,  Z>6  brachte 
ihn  oft  zum  Erstarren.  Diese  Eigenschaft  verlor  sich  aber  mit 
der  Zeit,  und  nach  einem  bis  zwei  Tagen  stellte  sich  dauernd 
der  früher  geschilderte  Zustand  ein,  dass  die  Wirkung  bereits 
bei  /)4  verschwunden  war. 

Auch  dieser  Vorgang  war  davon  unabhängig,  ob  das  Gemisch 
offen  oder  verschlossen  aufbewahrt  wurde;  ein  Wegdampfen 
des  Salols  konnte  also  nicht  die  Ursache  sein.  Ebensowenig  war 
es  ein  vollständiges  Verschwinden  des  Salols  aus  dem  Gemisch. 
Dagegen  spricht  zunächst,  dass  es  sowohl  beim  Milchzucker  wie 
beim  Quarz  stattgefunden  hatte;  bei  dem  letzteren  ist  eine  che- 
mische Einwirkung  ausgeschlossen. 

47.  Es  lag  mir  immerhin  daran,  das  Vorhandensein  des 
Salols  in  dem  Gemisch  Z)4  nachzuweisen.  Analytisch  ist  dies 
bereits  ein  einigermassen  heikles  Problem,  den  organischen 
Stoff,  der  zu  einem  hundertste!  Procent  vorhanden  war,  zu  iden- 
tificiren,  doch  gelang  Herrn  Dr.  Th.  Paul,  der  mir  freundlichst 
die  Arbeit  abnahm,  der  Nachweis.  Er  extrahirte  eine  Menge  von 
etwa  SOO  g  des  Gemisches  in  einem  grossen  Schütteltrichter  mit 
Petroleumflther  und  erhielt  beim  Verdunsten  einen  flüssigen 
Rückstand.  Dieser  konnte  dadurch  leicht  als  unverändertes  Said 
erkannt  werden,  dass  er  bei  der  Berührung  mit  einem  über 
festes  Salol  gezogenen  Platindraht  sofort  erstarrte.  Ich  habe 
nicht  versäumt,  meinerseits  die  Probe  unter  den  mir  bekannten 
Umständen  zu  wiederholen,  und  die  Reaction  war  ganz  unzwei- 
felhaft. Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Unwirksamkeit  der  Ver- 
reibung  Di  nicht  von  einer  Zerstörung  des  vorhandenen  Salols 
herrührt,  sondern  nur  davon,  dass  es  die  Eigenschaft  des  festen 
Stoffes  nicht  mehr  besitzt. 

48.  War  sonach  das  Salol  zwar  vorhanden,  doch  ohne  die 
Fähigkeit,  den  überkalteten  Tropfen  zum  Erstarren  zu  bringen, 
so  blieb  nur  der  Schluss  übrig,  dass  es  nicht  mehr  im  festen  Zu- 
stande vorhanden  war,  und  dieser  scheint  mir  nach  allem  am 
wahrscheinlichsten.  Wir  wissen,  dass  an  der  Grenzfläche  zwischen 


Studien  über  die  Bildung  und  Umwandlung  fester  Körper.  263 

festen  Stoffen  und  Dämpfen  immer  eine  Wechselwirkung  derart 
stattfindet,  dass  die  letzteren  sich  dort  verdichten,  und  aus  den 
Versachen  Bunsen's  ^)  ist  uns  bekannt,  mit  welcher  Zähigkeit  die 
letzten  Antheile  Wasser  an  Glasflächen  haften,  mit  weicher  Kraft 
abo  die  ersten  gebunden  werden.  Auch  die  Oberfläche  des  Ver- 
dünnungsmittels  Quarz  oder  Milchzucker  muss  den  Saloldämpfen 
gegenüber  eine  solche  Yerdichtungswirkung  ausüben,  und  da- 
bin streben,  sich  mit  diesen  zu  sflttigen.  Da  der  Dampfdruck 
des  Salols  bei  gewöhnlicher  Temperatur  sehr  klein  ist,  so  erfor- 
dert der  Vorgang  auch  bei  sehr  geringen  Stoffmengen  eine  ver- 
bältnissmässig  lange  Zeit. 

Dass  die  Annahme  eines  solchen  Zustandes  des  Salols  nichts 
den  bekannten  Thatsachen  Widersprechendes  hat,  ergiebt  eine 
kleine  Ueberschlagsrechnung.  Nehmen  wir  die  Feinheit  des 
Quarzpulvers  derart  an,  dass  es  aus  Wttrfelchen  von  0,004  mm 
Seite  besteht,  was  nach  mikroskopischen  Messungen  des  Mate- 
rials annähernd  zutrifil,  so  ist  die  Menge  von  0,0001  g  Salol,  die 
in  1  g  des  Gemisches  jD4  vorhanden  ist,  auf  die  Oberfläche  von 
M  X  40**  Würfelchen  vertheilt,  deren  jedes  die  Oberflache 
von  6  X  4  0'^  Quadratcentimeter  hat.  Dies  giebt  eine  Gesammt- 
oberflache  von  2,4X^  0*  cm*  und  damit  eine  Schicht  von  4  X^  0"®  g 
pro  Quadratcentimeter.  Dies  ist  weniger,  als  Magnus  ^)  für  die 
Adsorption  der  schwefligen  Säure  an  Glasoberflächen  gefunden 
batte,  denn  diese  betrug  0,0008  cc  oder  2,5  X  10~^  g  auf  ein 
cm',  war  also  etwa  600  mal  beträchtlicher.  Wenn  auch  die 
Grundlagen  dieser  Rechnung  auf  Genauigkeit  keinen  Anspruch 
machen  können,  so  ergiebt  sich  doch  wenigstens  sicher  die  Mög- 
lichkeit der  vorgeschlagenen  Erklärung. 

4  9.  Sehr  bemerkenswerth  ist  die  Thatsache,  dass,  in  wel- 
chem Zustande  das  Salol  auch  vorhanden  ist,  es  jedenfalls  nicht 
mehr  die  Eigenschaften  eines  festen  Körpers  hat.  An  den  später 
miUutheilenden  Versuchen  mit  Salzen,  die  nicht  flüchtig  sind, 
vtrd  sich  zeigen,  dass  solche  Stoffe  in  viel  weitgehenderem 
Maasse  gethetlt  werden  können,  ohne  ihre  Eigenschaften  als 
feste  Körper  zu  verlieren,  während  andererseits  Stoffe,  wie 
Thymol,  die  bei  gewöhnlicher  Temperatur  einen  wenn  auch 
cmngen  Dampfdruck  haben,  sich  ganz  dem  Salol  ähnlich  ver- 


1]  Wled.  Ann.  24,  324.  4885. 

t)  Pogg.  Ann.  89,  604.  4858.  — <  Lehrb.  d.  allg.  Chemie.  I,  4089. 
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halten  und  schon  bei  geringer  Verdünnung  als  feste  Körper  ver- 
schwinden. 

20.  Erwärmt  man  eine  Probe  Saiol  D3  auf  steigende  Tem- 
peraturen, so  bleibt  sie  bis  zum  Schmelzpunkt  dieses  Stoffes, 
39,5^  wirksam,  und  darüber  hinaus  verschwindet  die  Wirkung 
plötzlich.  Ich  habe  nicht  genauer  geprüft,  ob  beide  Punkte  voll- 
kommen zusammenfallen,  doch  ist,  falls  ein  Unterschied  vorhan- 
den ist,  dieser  nur  gering. 

Die  erhitzt  gewesene  Probe  bleibt  nach  dem  Erkalten  un- 
wirksam, und  verändert  diesen  Zustand  auch  bei  langem  Auf- 
bewahren nicht.  Auch  Schütteln  und  Reiben  ändert  nichts. 
Fügt  man  aber  die  kleinste  Spur  von  nicht  steriiistrtem  Salol- 
gemisch  Z>3  hinzu  und  verreibt  sie  mit  dem  sterilisirten,  so  wird 
in  ganz  kurzer  Zeit  wieder  die  ganze  Menge  wirksam.  Dies 
zeigt,  dass  die  Oberfläche  des  Gemisches  nicht  im  Stande  ist,  die 
Menge  von  0,001  g  auf  ein  Gramm  Verdünnungsmittel  derart 
aufzunehmen,  dass  das  Saiol  dauernd  die  Eigenschaften  des 
festen  Stoffes  verliert.  Vielmehr  bleibt  in  der  erhitzt  gewesenen 
Probe  das  Saiol  allerdings  so  lange  im  überkalteten  Zustande, 
als  keine  Berührung  mit  einem  Rrystall  des  festen  Stoffes  ein- 
tritt; wird  aber  eine  solche  Berührung  bewerkstelligt,  so  kry- 
stallisirt  sofort  ein  Theil  des  Salols  wieder  in  fester  Form  aus. 

Es  bedarf  wohl  kaum  eines  Hinweises,  dass  freiwillig  un- 
wirksam gewordenes  Gemisch  Z>4  durch  Verreiben  mit  einer 
Spur  von  wirksamem  D3  nicht  bezw.  nur  vorübergehend  wirk- 
sam wird. 

S1.  Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  beantworten,  ob  das  un- 
wirksam gewordene  Saiol  in  />4  sich  im  flüssigen  oder  im  gas- 
förmigen Zustande  an  der  Oberfläche  des  Pulvers  absorbirt  findet. 
Die  Antwort  scheint  mir  dahin  gehen  zu  müssen,  dass  es  gas- 
förmig vorhanden  ist,  soweit  bei  Schichten  von  dieser  geringen 
Dicke  noch  von  einer  Verschiedenheit  dieser  beiden  Aggregat- 
zustände die  Rede  sein  kann.  Denn  aus  den  später  mitzutheilen- 
den  Versuchen  geht  hervor,  dass  Salze  mit  den  Eigenschaften 
des  festen  Zustandes  in  Pulvern  bestehen  können,  die  an  Luft- 
feuchtigkeit viele  Tausend  und  Millionen  mal  mehr  Wasser 
enthalten,  als  zur  Auflösung  der  vorhandenen  Mengen  erforder- 
lich wäre.  Dieses  Wasser  hat  also  hier  sicher  nicht  die  Eigen- 
schaften des  gewöhnlichen  flüssigen  Wassers,  Salze  zu  Idsen, 
und  man  wird  den  richtigen  Ausdruck  der  Thatsachen  weniger 
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leicht  verfehlen,  wenn  man  unter  solchen  Umständen  den  ab- 
sorbirten  flüchtigen  Stoff  als  gasförmig  und  nicht  als  flüssig  an- 
sieht. Doch  verliert,  wie  wiederholt  gesagt  werden  mag,  bei 
Schichten  von  einer  Dicke,  die  mit  dem  Wirkungsbereich  der 
Oberflächenenergie  (den  sogenannten  molekularen  Dimensionen] 
TOD  gleicher  Ordnung  ist,  der  Begriff  der  Äggregatzustände  den 
grdssten  Theil  seines  bestimmten  Sinnes. 

22.  Den  Erscheinungen  am  Salol  ziemlich  ahnlich  verlaufen 
die  am  Natriumthiosulfat,  da  dessen  überkaltete  Schmelze  voll- 
ständig erstarrt,  statt  wie  bei  den  übersättigten  Lösungen  der 
Salze  nur  Krystalle  innerhalb  einer  mehr  oder  weniger  reich- 
lichen Mutterlauge  auszuscheiden.  Die  Technik  kann  daher  auch 
ganz  die  frühere  sein,  indem  Tropfen  des  geschmolzenen  Salzes 
auf  einen  Objectträger  gesetzt  und  mit  den  verschiedenen  >yer- 
reibungen«  geprüft  werden.  Da  der.Brechungscoefficient  des 
erstarrten  Salzes  von  dem  des  geschmolzenen  nur  wenig  ver- 
schieden zu  sein  scheint,  ist  die  Reaction  etwas  schwerer  zu  er- 
keoneo,  indessen  hilft,  wie  schon  bemerkt,  das  Unebenwerden 
der  Oberfläche  durch  die  Krystallisation  und  das  Verschwinden 
der  darin  zu  beobachtenden  Spiegelbilder. 

Die  nach  Potenzen  von  10  durch  Zusammenreiben  von  je 
0,9  g  Quarzpulver  und  0,4  g  Salz  bez.  Gemisch  in  einer  grossen 
Aehatreibschale  hergestellten  Verdünnungen  erwiesen  sich  bis 
zar  achten  regelmässig  wirksam.  Von  der  neunten  fand  in  einem 
oDter  drei  Fällen  Reaction  statt,  die  zehnte  war  vollkommen 
unwirksam.  Zu  jeder  Probe  wurde  mit  einem  kleinen  Platin- 
spatel, der  zwischen  den  Versuchen  immer  ausgeglüht  wurde, 
me  zwischen  0,4  und  0,4  mg  liegende  Menge  genommen.  Daraus 
seht  hervor,  dass  die  kleinste  Menge  von  festem  Natriumthio- 
solfat,  die  mir  auf  diese  Weise  herzustellen  gelang,  rund  lO'^^g 
'Aog  und  also  ein  Stückchen  darstellte,  das  einen  Bruchtheil 
eines  Mikrons  gross  war.  Doch  überschreitet  die  Grosse  nicht 
die  Grenze  mikroskopischer  Sichtbarkeit. 

83.  Indessen  handelt  es  sich  auch  hier  nicht  um  eine  ganz 
reine  Erscheinung.  Als  die  Proben  am  anderen  Morgen  wieder 
ontersncht  wurden,  ergab  sich  Z>9  unwirksam  und  D8  zweifelhaft. 
Nach  drei  Tagen  war  nur  noch  Di  wirksam,  während  D6  in  kei- 
nem Falle  die  Reaction  gab.  Nach  etwa  vier  Wochen  waren  die 
Verhältnisse  dieselben  geblieben,  nur  verschwand  in  der  aus 
dem  alten  Z>5  hergestellten  Verreibung  D6  die  Wirkung  schon 

lUtt^^7g.ClMae.  1897.  48 
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nach  vier  Stunden,  während  sie  früher  länger  als  einen  Tag  an- 
gehalten hatte. 

Aus  diesem  langsamen  Aufhören  der  Wirkung  in  den  grOss- 
ten  Verdünnungen  ist  zu  schliessen,  dass  die  anfänglich  vorhan- 
denen Thiosulfatkrystalle  allmählich  verschvtrinden  oder  sich 
umwandeln.  Man  wäre  zunächst  geneigt,  an  eine  Verwitterung 
zu  denken,  indessen  zeigen  später  zu  erwähnende  Versuche  mit 
verwitterbaren  und  mit  verwitterten  Salzen,  dass  dieser  Umstand 
die  Wirksamkeit  der  Präparate  nicht  beeinträchtigt.  Somit  wird 
man  schliessen,  dass  sich  das  Natriumthiosulfat  chemisch  um- 
wandelt, was  bei  der  bekannten  zersetzlichen  Beschaffenheit  des 
Salzes  nichts  Ueberraschendes  hat.  Erwägt  man,  dass  die  ganze, 
in  />9  vorhandene  Menge  ein  Milliontel  Milligramm  betrug  (das 
Gesammtgewicht  der  Probe  war  ein  Gramm),  so  kann  man  eher 
erstaunt  sein,  dass  diese  geringe  Menge  noch  so  lange  erhalten 
blieb,  dass  die  Beobachtungen  bequem  gemacht  werden  konnten, 
als  dass  sie  nach  einem  Tage  zersetzt  war.  Die  Natur  der  Zer- 
setzung ist  vermuthlich  eine  Oxydation  zu  Sulfat  unter  Schwefel- 
abscheidung,  wahrscheinlich  unter  Mitwirkung  der  Kohlensäure 
der  Luft^). 

24.  Das  nächste  Material,  mit  dem  ich  experimentirte,  war 
Natriumchlorat.  Man  erhält  eine  übersättigte  Lösung,  mit  der 
sich  bei  Zimmertemperatur  gut  arbeiten  lässt,  wenn  man  15  Theile 
des  Salzes  in  4  4  Theilen  Wasser  auQöst.  Ich  wählte  das  Salz, 
weil  es  wasserfrei  ist,  und  daher  nicht  verwittern  kann;  ferner 
ist  es  zwar  in  hohem  Maasse  beständig,  lässt  sich  jedoch  durch 
Gltthen  sicher  zerstören.  Die  letztere  Eigenschaft  ist  wegen  des 
nothwendigen  »Sterilisirens«  wesentlich. 

Die  Technik  war  anfangs  die  oben  geschilderte  der  Be- 
obachtung von  Tropfen  unter  einem  schwach  vergrössemden 
Mikroskop.  Zum  Verdünnen  wurde  Quarzpulver  benutzt,  und 
kleine  Proben  des  Gemisches  zu  dem  Tropfen  gebracht.  Ist  es 
auch  anfangs  schwer,  die  durchsichtigen  Quarztrttmmer  von 


4)  Es  bietet  sich  hier  der  Plan,  das  Vorhandensein  von  Schwefel  da- 
durch zu  erproben,  dass  man  versucht,  ob  sich  mit  den  zersetzten  Proben 
überkalteter  Schwefel  zur  Krystallisation  bringen  lässt  Obwohl  der  Erfold 
sehr  zweifelhaft  ist,  da  es  unwahrscheinlich  ist,  dass  sich  der  Schwef^ 
unter  den  vorhandenen  Umständen  krystalUnisch  ausscheiden  wird,  wil^ 
ich  nicht  versäumen,  den  Versuch  anzustellen,  wenn  ich  bei  meinen  Ar« 
beiten  bis  zum  Schwefel  gekommen  bin. 
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etwaigen  Krystallen  zu  unterscheiden,  so  lernt  man  doch  schnell 
deren  unregelmässige  Formen  im  Gegensatz  zu  den  prachtvoll 
aasgebildeten  Wtlrfeln  des  Salzes  erkennen.  Vor  allen  Dingen 
ist  die  Thatsache  des  Wachsens  entscheidend. 

25.  Beobachtet  man  einen  Tropfen  der  Lösung  unter  dem 
Mikroskop,  ohne  Keime  hinzuzubringen^  so  sieht  man  bald  am 
Rande  des  Tropfens  Krystalle  entstehen,  die  von  den  Wttrfeln 
des  wasserfreien  Natriumchlorats  ganz  verschieden  sind.  Sie 
treten  in  Gestalt  rhombischer  Platten  auf,  die  nach  beiden  Dia- 
gonalen ausloschen  und  Winkel  von  rund  80^  und  4  00°  (roh 
gemessen)  haben.  Nach  einiger  Zeit  pflegen  die  gewöhnlichen 
Wflrfel  zu  entstehen.  Diese  sind  viel  weniger  löslich  als  die 
doppeltbrechenden  Krystalle,  denn  sie  zehren  diese  auf,  wenn 
sie  in  ihre  Nahe  kommen,  und  verwandeln  sie  schnell  in  die 
gewöhnlichen,  wenn  sie  sie  berUhren. 

Es  handelt  sich  hier  wahrscheinlich  um  eine  fttr  gewöhnlich 
nicht  bestandige  wasserhaltige  Form  des  Natriumchlorats,  deren 
Auftreten  die  grösste  Aehnlichkeit  mit  dem  des  wasserhaltigen 
Kochsalzes  unter  gleichen  Umstanden  hat.  Beim  Natriumbromat 
ist  YonLowiG  ein  wasserhaltiges  Salz  beobachtet  worden  (Gmelin* 
Knut,  2,  S03),  und  ebenso,  wie  das  wasserhaltige  Bromnatriom 
bei  höherer  Temperatur  bestand  iger  ist  als  das  wasserhaltige 
Chlomatrinm,  mögen  sich  die  beiden  entsprechenden  Sauerstoff- 
salze verhalten. 

26.  Diese  Erscheinung  giebt  zu  einer  Erörterung  Anlass, 
die  schon  hier  vorausgenommen  werden  mag,  da  sie  für  das 
Terstandniss  der  Ueberiialtungs-  und  Uebersattigungserschei- 
Dongen  ganz  wesentlich  ist.  Halt  man  sich  die  früher  geschil- 
derte Beständigkeit  des  überkalteten  Salols  gegen  beliebige  Ein- 
griffe aller  Art,  ausschliesslich  der  Berührung  mit  einem  festen 
KiTstall  desselben  Stoffes  vor  Augen,  so  muss  man  sich  fragen, 
wie  denn  überhaupt  der  erste  feste  Salolkrystall  in  die  Welt 
gekommen  ist,  da  kein  Eingriff  irgend  welcher  Art  ihn  spontan 
entstehen  lasst.  Man  muss  mit  anderen  Worten  fragen,  ob  es 
nne  Generatio  spontanea  bei  den  festen  Körpern  giebt,  denn 
was  eben  fttr  das  Salol  gesagt  worden  ist,  hat  nattirlich  allge- 
meine Bedeutung. 

27.  Die  Antwort  ist,  dass  es  allerdings  eine  Generatio  spon- 
tanea far  feste  Körper  giebt.  Lasst  man  eine  Schmelze  erkalten, 
so  gelangt  man  beim  Ueberschreiten  des  normalen  Schmelz- 

48* 
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Punktes  nach  unten  zunächst  in  ein  Gebiet,  in  welchem  nur  die 
Berührung  mit  einem  festen  Krystall  der  gleichen  Art  (oder 
einem  isomorphen)  Krystall isation  bewirken  kann,  und  kein  aD- 
derer  Umstand.  Hier  ist  keine  Generatio  spontanea  möglich. 
Schreitet  man  aber  mit  dem  Abkühlen  fort,  so  kommt  man  in 
ein  zweites  Gebiet,  wo  die  Generatio  spontanea  möglich  wird; 
unterhalb  einer  gewissen  Temperatur,  die  nicht  nur  von  dem 
Abstände  vom  Schmelzpunkt,  sondern  im  höchsten  Maasse  auch 
von  der  Natur  des  Stoffes  abhttngt,  können  Krystalle  der  festen 
Form  freiwillig  entstehen.  Nach  den  Erfahrungen,  die  ich  bisher 
über  diesen  Gegenstand  gesammelt  habe,  und  die  ich  systema- 
tisch zu  erweitern  noch  nicht  Zeit  fand,  ist  die  Bestimmung 
dieser  Grenze  je  nach  der  Natur  des  Stoffes  mehr  oder  weniger 
schwierig.  Doch  ist  sie  unzweifelhaft  vorhanden.  In  einer  Ar- 
beit, die  ich  in  Verfolgung  anderer  biologischer  Analogien  vor 
einigen  Jahren  veranlasst  hatte,  ist  von  B.  Moobb  ^)  beobachtet 
worden,  dass  es  auch  bei  grösster  Sorgfalt  und  beim  völligen 
Ausschluss  von  Keimen  nicht  gelingt,  Phenol  unterhalb  24°  zu 
ttberkalten,  wahrend  es  bei  etwas  höheren  Temperaturen  im 
Gegensatz  dazu  nicht  gelingt,  gegen  Keime  geschütztes  Phenol 
auf  irgend  eine  Weise  zum  Erstarren  zu  bringen. 

28.  Dieser  Gegensatz  ist  überaus  wichtig  und  macht  es 
nothwendig,  zwei  scharf  unterschiedene  Arien  der  uneigentlich 
so  genannten  labilen  Zustände  zu  unterscheiden.  Ich  habe  schon 
früher 2]  wiederholt  darauf  hingewiesen,  dass  die  gewöhnliche 
Bezeichnung  aller  solcher  Zustande  als  labiler  ganz  unzutreffend 
ist,  indem  diese  häufig  den  Charakter  der  Labilität  keineswegs 
haben,  sondern  nur  unter  einer  bestimmten  Bedingung,  nämlich 
bei  der  Berührung  mit  einem  »Keim«,  sich  sprungweise  ändern. 
Ich  habe  a.  a.  0.  vorgeschlagen,  solche  Zustände  metastabil  zu 
nennen,  und  der  Vorschlag  hat  inzwischen  wohl  auch  Anklang 
gefunden,  da  in  der  That  bei  einiger  Aufmerksamkeit  der  durch- 
aus nicht  labile  Charakter  der  fraglichen  Zustände  sich  offenbar 
macht.  Hier  möchte  ich  diesen  Namen  ausdrücklich  auf  solche 
Zustände  beschränkt  wissen,  wie  sie  eben  cds  unmüteU)ar  auf  die 
Unterschreitung  der  Schmelztemperatur  folgend  geschildert  sind^ 
d.  h.  solche  Zustände,   in  denen  keine  andere  Ursache  als  die 


4)  Ztschr.  f.  Physik.  Chemie,  12,  545.  4898. 

2)  Z.  B.  Lehrboch  der  Allgemeinen  Chemie,  2,  I,  54  6.  Leipzig  4  893. 
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Berührung  mit  der  anderen  Phase  die  Umwandlung  bewirkt.  Die 
weiter  belegenen  Zustände,  iD  denen  eine  Generatio  spontanea 
möglich  wird,  sind  dann  sachgemäss  labile  zu  nennen,  da  in 
ihnen  umgekehrt  die  Entstehung  der  anderen  Phase  nicht  ver- 
bindert werden  kann, 

29.  Nur  muss  bemerkt  werden,  dass  beim  Eintritt  in  den 
labilen  Zustand  die  Aenderung  nioht  augenblicklich  einzutreten 
braucht.  Aus  der  bekannten  Thatsache,  dass  die  Krystallisation 
in  einer  Uberkalteten  Schmelze,  die  einseitig  mit  einem  Krystall 
in  Berührung  gebracht  ist,  nicht  augenblicklich,  sondern  mit 
einer  endlichen,  zuweilen  sogar  sehr  kleinen  Geschwindigkeit 
fortschreitet,  geht  ja  unzweifelhaft  hervor,  dass  bei  der  Berüh- 
rung zwischen  beiden  Phasen,  die  mit  einander  dauernd  nioht 
verträglich  sind,  doch  eine  gewisse  Zeit  vergehen  muss,  bevor 
die  Umwandlung  stattfindet,  dass  also  die  unverträglichen  Phasen 
wirklich  einige  Zeit  neben  einander  bestehen.  In  gleicherweise 
kann  der  wirklich  labile  Zustand  einige  Zeit  bestehen,  bevor  er 
freiwillig  in  den  anderen  übergeht,  und  die  Falle  scheinen  nicht 
selten  zu  sein,  in  denen  diese  Zeit  eine  sehr  grosse  wird. 

30.  Die  Kenntniss  der  hierhergehörigen  Thatsachen  ist  eine 
ziemlich  alte.  Schon  Löwel')  hat  gefunden,  dass  bei  etwa  10^ 
unter  Null  eine  Glaubersalzlösung  in  einem  zugeschmolzenen 
Rohre  sicher  zum  Krystallisiren  unter  Ausscheidung  von  gewöhn- 
lichem Salz  mit  10  Wasser  gebracht  werden  kann,  was  bei 
höherer  Temperatur  auf  keine  Weise  möglich  ist,  solange  man 
die  Röhre  nicht  öffnet,  und  später  hat  namentlich  Yiolbttb  mit 
Nachdruck  auf  den  gleichen  Umstand  hingewiesen,  dass  es  für 
die  Uebersättigung  eine  untere  Temperaturgrenze  giebt,  wo  sie 
aufhört,  möglich  zu  sein.  Indessen  hat  derselbe  Autor  ausdrück- 
lich einen  Gegensatz  zwischen  dieser  Erscheinung  und  denen 
der  üeberkaltung  angenommen,  der  ganz  unbegründet  ist,  und 
femer  bat  er  diese  untere  Grenztemperatur  als  unabhängig  von 
der  Ck>ncentration  dargestellt,  was  sie  sicher  nicht  ist.  Es  fehlt 
demnach  noch  sehr  viel  an  der  allgemeinen  Auffassung  der  bei- 
den eben  charakterisirten  verschiedenen  Zustände,  der  meta- 
stabilen und  der  labilen. 


4)  Die  sehr  interessante  Geschichte  der  Untersuchungen  über  diesen 
Gflgenstand  will  ich  hier  nicht  geben;  der  Leser  wird  sie  in  dem  im  Er- 
cbelnea  begriffenen  letzten  Bande  meines  Lehrbuches  der  Allgemeinen 
Chemie  finden. 


270  W.  Ostwald, 

Vielleicht  sichert  es  die  Auffassung  dieses  Unterschiedes, 
wenn  ich  die  oben  gebrauchte  biologische  Analogie  umkehre, 
und  die  Thatsache,  dass  unter  den  Lebewesen  keine  Generatio 
spontanea  beobachtet  ist,  dahin  kennzeichne,  dass  die  auf  der 
Erde  vorkommenden  Elemente  und  Verbindungen  sich  den 
lebenden  Organismen  gegenüber  im  metastabilen  und  nicht  im 
labilen  Zustande  befinden.  Sie  können  sich  in  diese  nur  unter 
der  Bedingung  umwandeln,  dass  ein  gleichartiges  Gebilde  mit 
ihnen  in  Bertthrung  kommt. 

31.  Einige  vorläufige  Versuche,  die  ich  mit  p-Ghlomitro- 
benzol,  das  im  Gegensatz  zur  Metaverbindung  nur  ein  sehr  enges 
metastabiles  Gebiet  besitzt,  angestellt  habe,  zeigen,  dass  die  Be- 
stimmung der  Grenze  nicht  leicht  ist.  Es  wurden  vier  Gapillaren 
mit  dem  Stoffe  gefüllt,  zugeschmolzen,  und  nachdem  dieser  in 
siedendem  Wasser  verflüssigt  war,  langsam  abgektLhlt.  Die 
Temperatur,  bei  welcher  die  freiwillige  Erstarrung  eintrat,  war 
nicht  nur  in  den  verschiedenen  Rohren,  sondern  in  demselben 
Rohr  bei  verschiedenen  Versuchen  verschieden,  und  schwankte 
zwischen  77^  und  68°.  Massgebend  isl  sachgemSss  die  höchste 
Temperatur  von  77°,  die  nur  5°  unter  dem  Schmelzpunkt  83^ 
liegt. 

Eingehendere  Versuche  würden  derart  anzustellen  sein, 
dass  man  die  Rohren  längere  Zeit  bei  den  verschiedenen  Tem- 
peraturen erhält,  da  die  beobachteten  Unterschiede  auf  verschie- 
deoe  »Reactionsgeschwindigkeit«  zurückgeführt  werden  können. 
Doch  habe  ich  zu  solchen  Arbeiten  noch  keine  Zeit  gefunden. 

32.  Das  Verständniss  des  Wesens  der  Verschiedenheit  zwi- 
schen labilen  und  metastabilen  Zuständen  kann  durch  die  Be- 
trachtung der  ähnlichen  Verhältnisse  beim  Uebergang  zwischen 
dem  flüssigen  und  dem  gasförmigen  Zustande  erleichtert  werden. 
Bekanntlich  sind  hier  ebensolche  Ueberschreitungen  der  hetero- 
genen Gleichgewichtspunkte  möglich,  indem  sowohl  überhitzte 
Flüssigkeiten  wie  überkühlte  Dämpfe  sich  herstellen  lassen.  In- 
dem ich  bezüglich  der  Einzelheiten  auf  die  Darstellungen  dieser 
Verhältnisse  in  bekannten  Werken  ^)  verweise,  möchte  ich  nur 
auf  die  hier  wichtigsten  Punkte  aufmerksam  machen. 

Wir  stellen,  wie  üblich,  eine  isotherme  Folge  von  Zuständen 
in  den  Coordinaten  Druck  (p)  und  Volum  [v)  dar.    Während  ein 


4)  Z.  B.  Ostwald,  Lehrb.  d.  Allg.  Chemie,  1,  897.  Leipzig  4894. 
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Gas  dabei  eine  gleichseitige  Hyperbel  giebt,  zeigt  sich  bei  Däm- 
pfen die  dnrch  die  Linie  abcde  angedeutete  Reihe  von  Zustän- 
den.   Bei  grossen  Volumen  und  kleinen  Drucken  beginnen  wir 
mit  dem  gasförmigen  Zustande 
ah]  dann  erfolgt  bei  6  die  Ver- 
flüssigung, und  bei  constantem 
Druck  kann  nun  das  Volum  bis  d 
vermindert  werden,  von  wo  ab 
die  homogene  Flüssigkeit  durch 
sehr   starke    Druckvermehrung 
Dür  eine  sehr  kleine  Volumver- 
minderung  erfährt.  W 

Von  James  Thomson  ist  die 
gebrochene  Gurve  durch  den 
stetigen  Zug  bßcyd  ersetzt  wor- 
den, welcher  die  homogenen  Zu- 
staodsänderungen  im  Gegensatze 
mr  Geraden  bcd  der  heteroge- 
oen  Gemische  darstellt,  und  es  ^^S-  4- 

ist  bekannt,    dass    durch    die 

Theorie  von  tan  der  Waals  diese  Darstellung  auch  ihren  analy- 
tischen Ausdruck  in  Gestalt  einer  Zustandsgieichung  dritten 
Grades  gefunden  hat. 

Dns  interessiren  vor  allen  die  Zustände  bßcyd.  Von  bhisß 
sind  Zustande  dargestellt,  die  zwar  in  Berührung  mit  der  fltlssi- 
gen  Phase  nicht  bestehen  können,  aber  doch  an  sich  möglich  und 
hestOndig  sind,  und  sich,  wie  bemerkt,  auch  thatsächh'ch  her* 
stellen  lassen.  Denn  wie  der  Verlauf  der  Gurve  zeigt,  ist  mit 
jeder  Verminderung  des  VoIuhis  eine  Vermehrung  des  Druckes 
verbunden,  d.  h.  die  erzwungene  Znstandsänderung  bringt  eine 
Reaction  hervor,  die  sich  der  Äenderung  widersetzt.  Dies  aber 
ist  die  Definition  eines  stabilen  Zustandes.  Ebendasselbe  gilt  für 
die  Zustandsänderung  dy\  auch  hier  ändern  sich  Volum  und 
Druck  im  entgegengesetzten  Sinne  und  die  Zustände  sind  stabile  ^). 


4)  Die  Gerade  der  heterogenen  Zustände  vergleicht  sich  am  passend- 
sten mit  dem  indifferenten  mechanischen  Gleichgewicht,  da  hier  eine  Un- 
e&dlichlLeit  von  Zuständen  bei  gleichem  Druck  möglich  ist',  ohne  dass  der 
eine  beständiger  wäre  als  der  andere.  Wie  beim  indifferenten  Gleichgewicht 
der  Mechanik  Bewegungen  möglich  sind,  ohne  dass  die  Distanzenergie  eine 
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Umgekehrt  verhalten  sich  die  Zustände  von  ß  über  c  bis  /; 
hier  nimmt  das  Volum  gleichzeitig  mit  dem  Druck  ab,  widersetzt 
sich  also  nicht  der  Aenderung,  sondern  befördert  sie.  Dies  sind 
.also  wirklich  labile  Zustände,  die  in  sich  nicht  beständig  sind, 
sondern,  wenn  sie  einmal  hergestellt  sein  sollten,  bei  unendlich 
kleiner  Aenderung  sich  um  einen  endlichen  Betrag  verschieben 
müssen. 

Dies  sind  somit  ganz  die  Verhältnisse,  wie  wir  sie  erfah- 
rungsmässig  für  den  Uebergang  fest-flüssig  gefunden  haben; 
bß  xiiiAdy  sinA  die  metastabilen  Zustände,  die  in  sich  keinen 
Grund  zur  Aenderung  haben,  sondern  nur  durch  die  Gegenwart 
der  anderen  Phase  zur  Umwandlung  veranlasst  werden  können. 
Die  zwischen  ß  und  y  belegenen  Zustände  dagegen  haben  in 
sich  den  Grund  zu  Aenderungen  und  können,  wenn  sie  einmal 
entstanden  waren,  nicht  dauernd  fortbestehen. 

Wenn  es  auch  zur  Zeit  noch  nicht  ausführbar  erscheint, 
entsprechende  Isothermen  für  den  Uebergang  fest-flüssig  aufzu- 
stellen, da  uns  namentlich  die  Kenntniss  der  Druck-Volumände- 
rungen der  betheih'gten  Phasen  noch  so  gut  wie  vollständig  fehlt  ^\ 
so  wird  doch  der  Analogieschluss  zulässig  erscheinen,  dass  auclx 


Aenderung  erfährt,  so  sind  hier  Volumänderungeii  möglich,  ohne  dass  sich 

die  freie  Energie  ändert. 

\)  Die  Zostandsänderungen  fest-flüssig, 
wie  wir  sie  gewöhnlich  ausführen,  werden 
nicht  durch  ein  Coordinatensystem  p-v  dar- 
gestellt, sondern,  da  wir  die  Temperatur  und 
das  Volum  zu  ändern  pflegen,  indem  der 
Druck  constant  gleich  dem  der  Atmosphäre 
ist,  durch  ein  System  T-v.  Die  Zustandstfnde- 
rung  flüssig -gasförmig  erhält  in  einem  sol- 
chen System  die  beistehende  Gestalt,  indem 
der  Gaszustand  rechts  durch  eine  Gerade  dar- 
gestellt wird,  die  rückwärts  verlängert  die  Or- 
dinatenaxe  im  absoluten  Nullpunkt  schneidet, 
während  die  Curve  der  Flüssigkeit  eine  fast 
senkrechte,  etwas  nach  rechts  gekrümmte 
aufsteigende  Linie  ist;  die  heterogenen  Zu- 
stände stellen  sich  wie  früher  durch  eine  Ge- 
rade dar,  die  der  Volumaxe  parallel  ist.  Die 
TfloiisoN'sche  Ergänzung  ist  in  der  Figur  gleich- 
falls angedeutet,  und  man  sieht  auf  einen  Blick, 
dass  die  im  Text  gegebenen  Darlegungen  sich 

auf  diese  Curve  ohne  wesentliche  Aenderung  gleichfalls  anwenden  lassen. 
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diese  beiden  Zustande  auf  ähnliche  Weise  stetig  verknüpft  sind, 
wie  die  Zustande  flüssig-gasfOrmig,  und  dass  die  stetige  Zwi- 
scbencurve  sich  aus  zwei  den  völlig  stabilen  sich  anschliessen- 
den metastabilen  Stücken  und  einem  zwischenliegenden  labilen 
zusammensetzt.  Im  Uebrigen  sind  allerdings  Unterschiede  bu  er- 
warten. So  lassen  sich  bekanntlich  Flüssigkeiten  ziemlich  leicht 
überhitzen,  ohne  in  den  Dampfzustand  überzugehen,  während 
es  sehr  schwer  ist,  den  analogen  Vorgang  bei  festen  Stoffen,  die 
Schmelzpunktsverzügerung,  hervorzurufen^).  Umgekehrt  lassen 
sieb  Flüssigkeiten  sehr  leicht  überkalten,  während  die  analoge 
Ueberkaltung  der  Dämpfe  eine  schwierige  Sache  ist.  Es  kommen 
hier  Fragen  der  Oberflächenenergie  in  Betracht,  auf  die  an  dieser 
Stelle  nicht  eingegangen  werden  soll. 

33.  In  den  oben  berichteten  Thatsachen  ist  noch  ein  weiterer 
Umstand  'enthalten,  der  zum  Nachdenken  auffordert.  Wie  er- 
wähnt, entstehen  die  unbeständigen  wasserhaltigen  Krystalle 
des  Natriumchlorats  freiwillig  in  den  übersättigten  Lösungen 
dieses  Salzes,  obwohl  sie  viel  leichter  löslich  sind  als  die  wasser- 
freie Form.  Die  Anwesenheit  solcher  Keime  in  der  Luft  ist  aus- 
geschlossen, da  ja  diese  Form  an  sich  nicht  beständig  ist  und 
einer  sofort  eintretenden  Zerstörung  durch  die  andere  Form  bei 
jeder  Berührung  unterliegt.  Ohnedies  sind  ähnliche  Thatsachen 
schon  lange  am  Natriumsulfat  bekannt,  wo  schon  Ziz^)  und  spä- 
ter LöwBL^}  das  Auftreten  der  löslicheren  Krystalle  mit  7  Atomen 
Wasser  in  zugeschmolzenen  Röhren  nachgewiesen  haben,  zu- 
gleich mit  der  Thatsache,  dass  die  in  Bezug  auf  dieses  Salz  ge- 
sättigten Lösungen  in  Bezug  auf  Glaubersalz  noch  stark  über- 
sattigt waren.  Man  muss  also  die  Erscheinung  so  auffassen,  dass 
die  Lösung  bezüglich  der  unbeständigen  Form,  obwohl  diese 
weniger  weit  von  der  Sättigung  entfernt  ist,  doch  eher  in  das 
labile  Gebiet  gelangt,  als  in  Bezug  auf  die  weniger  lösliche  Form. 
Solche  Erscheinungen  treten  auch  beim  Schmelzen  auf,  und  ich 
m()chte  die  Gesammtheit  der  bisherigen  Erfahrungen  über  den 
Gegenstand  in  den  allgemeinen  Satz  zusammenfassen,  dass  beim 
Verlassen  irgend  eines  Zmtandes  und  dem  Uebergang  in  einen 
tlohileren  nicht  der  unter  den  vorhandenen  Verhältnissen  stabilste 
aufgesucht  wird^  sondern  der  nächstliegende. 

I)  Oeber  einige  entsprechende  Fälle  vergl.  Ostwald,  Allg.Chemie,  1.994. 
3)  Schweigger^s  Joarn.  f.  Chemie  u.  Physik,  15,  460.  4815. 
3)  Ann.  chim.  phys.  (3)  29,  68.  h  850. 
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34.  Dieser  letztere  Ausdruck  bedarf  der  Erklärung.  Die 
Reihenfolge  der  Beständigkeit  der  verschiedenen  Formen  eines 
Stoffes  ist  durch  die  Werthe  seiner  freien  Energie  bestimmt,  der- 
gestalt, dass  die  Form  mit  der  grössten  freien  Energie  die  ge- 
ringste Beständigkeit  hat,  und  umgekehrt.  Die  Reihenfolge  der 
freien  Energie  lässt  sich  nun  am  einfachsten  durch  die  Goncen- 
trationen  in  einer  zweiten  Phase  von  veränderlicher  Concentra- 
tion,  also  im  Dampfe  oder  in  einer  Losung  feststellen:  die  Form 
mit  dem  grössten  Dampfdruck  oder  der  grössten  Lösliohkeit  hat 
auch  die  grösste  freie  Energie.  Der  obige  allgemeine  Satz  besagt 
dann,  dass  beim  freiwilligen,  d.  h.  infolge  Eintritts  in  das  labile 
Gebiet  erfolgenden  Verlassen  eines  Zustandes  nicht  die  Form 
mit  der  kleinsten  freien  Energie  erreicht  wird,  sondern  die  Form, 
welche  unter  möglichst  geringem  Verlust  an  freier  Energie 
erreicht  werden  kann,  oder  die  Form  mit  der  nächstgrössten 
freien  Energie. 

35.  Man  Übersieht 
den  Inhalt  dieses  Satses 
am  leichtesten,  wenn 
man  die  Dampfdruck- 
oder Löslichkeitscurven 
der  verschiedenen  mög- 
liehen  Formen  in  das- 
selbe Goordinatensy- 
stem  als  Functionen  der 
Temperatur  einzeich- 
net. Da  im  allgemeinen 
die  verschiedenen  For- 
men unter  Wärmetö- 
nung in  einander  über- 
gehen, so  müssen  nach 
der  bekannten  Dampfdruckformel  die  entsprechenden  Dampf- 
druckcurven  verschieden  geneigte  Tangenten  haben  und  wer- 
den daher  sich  irgendwo  kreuzen.  Betrachten  wir  beispielsweise 
einen  Stoff,  der  in  drei  Formen  auftreten  kann,  wie  z.  B.  flüs- 
sigen, monoklinen  und  rhombischen  Schwefel.  Dann  werden 
die  drei  Curven,  die  diesen  Zuständen  angehören,  wie  in  der 
Fig.  8  zu  einander  liegen,  wo  I  die  Dampfdruckcurve  des  flüs- 
sigen, II  die  des  monoklinen  und  III  die  des  rhombischen  Schwe- 
fels darstellt.    Wo  sich  1  mit  II  und  III  schneidet,  sind  die 


Fig.  3. 
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Sdimelxponkte  der  beiden  festen  Schwefelarten,  der  Scfanitt- 
ponkt  Ton  II  und  III  stellt  die  Umwandlungstemperatur  dar. 
Ueberkaltet  man  geschmolzenen  Sohwefel,  so  geht  man  auf 
der  Curve  I  von  rechts  nach  links  und  gelangt,  nachdem  die 
Corve  n  bez.  III  geschnitten  worden  ist,  zunttohst  in  das  Gebiet 
der  metastabilen,  und  dann  in  das  der  labilen  Zustttnde.  Sei 
in  X  dieses  zweite  Gebiet  erreicht,  so  wird  sich  eine  feste  Form 
freiwillig  bilden  müssen;  diese  aber  wird  zufolge  des  obigen 
Satzes  nicht  die  Form  mit  der  Curve  III  sein,  welche  bei  dieser 
Temperatur  die  beständigste  ist,  sondern  es  wird  die  Form  II 
entstehen,  weil  diese  die  nttchstliegende  ist.  Befindet  sich 
dann  II  gegentlber  III  im  metastabilen  Gebiete,  so  wird  es  da- 
mit sein  Bewenden  haben,  und  eine  weitere  Umwandlung  tritt 
erst  dn,  wenn  das  Product  mit  etwas  von  der  Form  III  in  Be- 
rtthrung  kommt.  Daneben  besteht  aber  auch  die  Möglichkeit, 
dass  auch  11  gegenüber  III  im  labilen  Gebiete  ist;  dann  wird 
eine  freiwillige  weitere  Verwandlung  eintreten,  und  schliesslich 
die  bestandigste  Form  III  erreicht  werden. 

36.  Was  den  Beweis  dieses  Satzes  anlangt,  so  gebe  ich  ihn 
xonächst  als  den  Ausdruck  vielfacher  Erfahrungen.  Wenn  man 
beispielsweise  Quecksilberjodid  auf  irgend  eine  Weise  bei  ge- 
wöhnlicher Temperatur,  wo  die  rothe  Form  die  stabilste  ist,  her- 
stellt, so  erscheint  zunKchst  in  den  meisten  Fällen  die  gelbe 
Form,  die  sich  dann  schnell  freiwillig  in  die  rothe  umsetzt. 
Daraus  ist  alsbald  zu  schliessen,  dass  unter  diesen  Umstanden 
das  labile  Gebiet  für  diese  Umwandlung  bereits  erreicht  ist,  da 
die  zweite  Reaction  freiwillig  erfolgt,  denn  Keime  des  rothen 
Sahes  lassen  sich  leicht  ausschliessen,  ohne  dass  die  Umwand- 
lang aufgehalten  wird.  Beispiele  hierfür  sind  die  Fallung  des 
Qaecksflbeijodids  durch  Vermischen  von  Quecksilberchlorid- 
nnd  Jodkaliumlösungen,  wo  die  gelbe  Phase  nur  einen  Bruchtheil 
einer  Seeunde  zu  dauern  pflegt;  femer  die  Fallung  einer  alko- 
holischen QuecksÜberjodidltfsung  mit  Wasser,  wo  die  gelbe  Form 
{die  wegen  der  feinen  Vertheilung  fast  weiss  aussieht)  tagelang 
bestehen  kann  ^).  Ebenso  subUmirt  Quecksilberjodid  auch  unter- 
halb der  Umwandlungstemperatur  immer  in  der  gelben  Form,  und 
diese  wandelt  sich  erst  langsam  in  die  rothe,  bestandigere  um. 


4)  Die  Umwandlung  in  die  rothe  Form  wird  durch  die  Einwirkung 
des  Lichtes  sehr  beschleunigt. 
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37.  Dass  ein  derartiges  Verbältniss,  wenn  auch  nicht  als 
Gesetz,  so  doch  als  häufig  zutreffende  Regel  besteht,  geht  schliess- 
lich schon  aus  der  einfachen  Thatsache  hervor,  dass  man  über- 
haupt die  metastabilen  Formen  monotroper  Stoffe  kennt.  Be- 
kanntlich giebt  es  eine  grosse  Anzahl  von  Stoffen,  die  in  mehreren 
Formen  bestehen  können,  ohne  dass  eine  Umwandlungstempe- 
ratur vorhanden  ist.  In  dem  ganzen  Gebiete  bis  zum  Schmelz- 
punkt ist  die  eine  Form  unbeständig  gegenüber  der  anderen,  und 
Lehmann  hat  solche  Stoffe,  um  sie  von  denen  mit  einer  Umwand- 
lungstemperatur  unterhalb  des  Schmelzpunktes  (bei  denen  je 
nach  der  Temperatur  die  eine  oder  die  andere  Form  beständig 
ist)  zu  unterscheiden,  als  monotrope  von  den  enantiotropen  ge- 
trennt 1).  Solche  unbeständige  Formen  monotroper  Stoffe  könnten 
überhaupt  nicht  vorkommen,  wenn  die  Umwandlung  immer  zu 
der  beständigsten  Form  führte.  Denn  man  erhält  diese  Formen 
immer  durch  Erkalten  des  Schmelzflusses  (seltener  durch  Kry- 
stallisation  aus  Lösungen),  und  in  diesen  Fällen  wird  somit  nicht 
die  stabilste  Form,  sondern  die  nächste  aufgesucht. 

38.  Es  wird  unzweifelhaft  Fälle  geben,  wo  bei  einer  ge- 
gebenen Umwandlung  eine  weniger  stabile  Zwischenform  zwar 
vorhanden  ist,  aber  nicht  beobachtet  wird.  In  solchen  Fällen 
kann  immer  angenommen  werden,  dass  diese  Zwischenform  zwar 
entsteht,  sich  aber  augenblicklich  weiter  verwandelt.  Was  diese 
Annahme  recht  wahrscheinlich  macht,  ist  die  sehr  verschiedene 
Geschwindigkeit  der  Umwandlung  desselben  Stoffes  je  nach  den 
äusseren  Umständen,  wie  solche  Beispiele  oben  beim  Quecksilber- 
jodid  angeführt  worden  sind.  Allerdings  ist  diese  Art,  die  Wider- 
sprüche gegen  den  Satz  zu  heben,  einigermassen  bedenklich, 
da  eine  derartige  Annahme  zwar  gemacht,  aber  wenigstens  mit 
den  gegenwärtigen  Hilfsmitteln  nicht  immer  bewiesen  werden 
kann.  Doch  wird  es  in  vielen  derartigen  Fällen  immerhin  mög- 
lich sein,  eine  Verzögerung  der  Beaction  durch  geeignete  Mittel 
zu  bewerkstelligen,  und  dann  das  Auftreten  der  Zwischenform 
ersichtlich  zu  machen. 

39.  Eine  Consequenz  des  Satzes  von  der  Bildung  der  nächst- 
liegenden Form  ist  die,  dass  schmelzbare  Stoffe,  die  man  aus 
dem  Dampf  oder  aus  einer  Lösung  abscheidet,  auch  uolerhalb 
ihrer  Schmelztemperatur  zunächst  immer  flüssig  auftreten  müs- 


1)  Moiekolarpbysik,  1.  Leipzig  1888. 
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seu.  Ob  sie  beim  Ausschluss  fester  Keime  flttssig  bleiben,  httngi 
davon  ab,  ob  die  flttssige  Form  sich  unter  den  vorhandenen  Be- 
dingungen im  metastabilen  oder  im  labilen  Zustande  befindet; 
im  zweiten  Falle  httngt  die  Frage,  ob  man  den  flüssigen  Zustand 
beobachten  kann,  weiter  von  der  Umwandiungsgeschwindigkeit 
dieser  Phase  in  die  nächste  ab. 

Die  tägliche  Erfahrung  in  der  präparativen  Arbeit  zeigt,  dass 
die  Forderung  des  Satzes  sehr  häufig  erfüllt  ist.  So  scheidet 
sich  Benzoesäure  und  eine  grosse  Anzahl  ähnlicher  Stoffe,  deren 
Schmelzpunkt  weit  über  Zimmertemperatur  liegt,  aus  ihren  Sal- 
zen durch  die  Einwirkung  von  Säuren  in  wässeriger  Lösung  zu- 
erst immer  in  Tröpfchen  aus,  und  ebenso  führt  die  Fällung  alko- 
holischer Lösungen  von  in  Wasser  unlöslichen  Stoffen  durch 
Wasser  vorwiegend  zu  flüssigen  Ausscheidungen,  die  erst  nach 
karzerer  oder  längerer  Zeit  krystallisiren. 

Das  Gleiche  gilt  für  die  Verdichtung  von  Dämpfen.  Beim 
Schwefel  scheint  es  unzweifelhaft  zu  sein,  dass  das  erste  Pro- 
dnct  der  Verdichtung  aus  Tröpfchen  und  nicht  aus  Krystallen 
besteht,  auch  wenn  die  verdichtenden  Flächen  weit  unterhalb 
des  Schmelzpunktes  des  Schwefels  erkaltet  sind.  Das  Gleiche 
gilt  für  viele  andere  Stoffe.  Frankenheim  ^j  bat  bei  seinen  Beob- 
achtungen über  das  Entstehen  der  Krystalle  zahlreiche  hierher- 
gehörige Thatsachen  zusammengestellt,  auf  die  ich  an  dieser 
Stelle  verweisen  muss.  Für  die  Zusammenfassung  unter  dem 
oben  dargelegten  Gesichtspunkte  besass  die  Wissenschaft  seiner 
Zeit  allerdings  noch  kaum  die  Grundlagen. 

40.  Selbst  in  den  Fällen,  wo  grössere  chemische  Unter- 
schiede vorhanden  sind,  bleibt  die  Gültigkeit  dieses  Satzes  er- 
halten. Schliesst  sich  die  Thaisache,  dass  aus  den  Dämpfen  des 
Phosphors  nicht  die  beständigste  rothe  Form  erhalten  wird,  son- 
dern die  metastabile  gelbe  (nachdem  zuvor  die  flüssige  Form 
auch  unterhalb  des  Schmelzpunktes  aufgetreten  war),  noch 
eioigermassen  den  bisher  betrachteten  an,  so  besteht  doch  auch 
hei  wirklicher  Isomerie  derselbe  Satz.  So  geben  die  Dämpfe 
der  Gyanursäure,  die  mit  denen  der  Gyansäure  identisch  sind, 
beim  Verdichten  die  letztere,  obwohl  diese  so  unbeständig  ist, 
dass  sie  sich  bei  geringer  Erwärmung  unter  Explosion  in  Gya- 
laeUd  verwandelt.    Ebenso  giebt  Cyangas  beim  Abkühlen  nicht 


4)  Pogg.  Ann.  111,  I.  4S60. 
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das  beständige  Paracyan,  sondern  das  unbeständige  flüssige 
Cyan.  Soweit  meine  Kenntnisse  solcher  Vorgänge  reichen,  ist 
gerade  bei  isomeren  StofiTen,  die  identische  Dämpfe  geben,  keine 
Ausnahme  von  dem  Satze  vorhanden,  dass  diese  Dämpfe  bei  der 
Votiiohtung  von  allen  möglichen  Formen  regelmässig  die  un- 
beständigste liefern. 

Schliesslich  macht  sich  der  Satz  sogar  bei  rein  chemischen 
Vorgängen  geltend:  beim  Einleiten  von  Chlor  in  Kalilauge  bildet 
sich  nicht  das  beständigste  System,  Ghlorkalium  plus  Sauerstoff, 
sondern  das  unbeständigste,  ChloriLalium  plus  Hypochlorit,  und 


c\\c 


Flg.  ♦. 
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dieses  geht  stufenweise  in  die  beständigere  Form  mit  Kalium- 
chlorat  ttber,  während  die  noch  beständigere  mit  Perchlorat  sieb 
erst  in  höherer  Temperatur,  und  nicht  in  neutraler  Lösung  bildet. 
44.  Die  vorerwähnten  Fälle,  in  denen  die  Form,  von  der 
die  Umwandlung  ausgeht,  gasförmig  ist,  gestatten  eine  graphi-. 
sehe  Darstellung,  die  sich  unmittelbar  an  Fig.  4  anschliesst.  Ver- 
folgen wir  eine  Isotherme  von  rechts  nach  links,  so  haben  ^ir 
zunächst  die  Hyperbel  des  Gaszustandes,  und  von  b  setzt  sich 
die  Gerade  des  heterogenen  Gleichgewichts  fflr  die  beständigere 
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flüssige  Phase  an.  Vermeiden  wir  deren  Bildung,  so  verfolgt 
der  Stoff  den  Weg  des  gasförmigen  Zustandes  weiter  bis  b\  wo 
die  weniger  beständige  flüssige  Phase  mit  der  gasförmigen  im 
Gleichgewicht  sein  würde.  Wird  auch  mit  dieser  die  Berührung 
ausgeschlossen,  so  geht  der  Stoff  schliesslich  durch  den  Punkt  (i 
in  das  Gebiet  der  labilen  Zustände  über,  d.  h.  es  muss  sich  frei- 
willig die  flüssige  Phase  ausscheiden.  Die  zugehörige  ZuStands- 
änderung  wird,  wenn  man  das  erreichte  Volum  festhält,  durch 
die  von  ß  aus  nach  unten  gezogene  Ordinate  dargestellt,  und 
diese  muss,  wie  man  sieht«  nothwendig  zuerst  die  Linie  b'  d!  der 
heterogenen  Zustände  der  weniger  beständigen  Form  treffen, 
bevor  sie  die  der  beständigeren  Form  erreicht. 

Auch  über  die  Gestalt  des  Theils  dy  bez.  d'y  lässt  sich 
Einiges  aussagen.  Gemäss  einem  wohlbekannten  Satz  von  Clau- 
sics  muss  die  Fläche  hßc  glefch  der  Fläche  cy  d  sein.  Für  die 
weniger  beständige  Form,  deren  Dampfdruck  nothwendig  der 
grössere  ist,  liegt  die  Gerade  der  heterogenen  Zustände  d'  c  V 
höher,  die  Fläche  V  ß'  c'  ist  also  kleiner  als  b  ßc.  Darum  muss 
nothwendig  auch  c'/d'  kleiner  sein  als  cyd,  und  ungefähr  so 
liegen,  wie  in  der  Fig.  5  gezeichnet.  Daraus  folgt,  dass  auch  von 
der  Seite  des  flüssigen  Zustandes  her  die  unbeständigere  Form 
den  labilen  Punkt  eher  erreicht  als  die  beständigere;  erstere  hat 
also  von  beiden  Seiten  aus  ein  engeres  metastabiles  Gebiet,  als 
die  letztere. 

Auf  die  Zustandsänderung  fest -flüssig  lassen  sich  diese 
Schlüsse  zunächst  nur  durch  Analogie  ausdehnen.  Doch  ist 
nach  dem  früher  Gesagten  die  Analogie  jedenfalls  eine  sehr  weit- 
gehende. Durch  die  Betrachtung  von  Dampf-  und  Dissociations- 
drncken  der  betreffenden  Stoffe  kann  man  übrigens  auch  ohne 
Kenntniss  der  fraglichen  Zahlenwerthe  an  die  Stelle  der  Analogie 
in  ziemlich  weitem  Umfange  bindende  Schlüsse  energetischer 
Natur  setzen. 

42.  Bevor  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  wird  es  zweck- 
mässig sein,  noch  auf  einen  Punkt  hinzuweisen,  der  mit  diesen 
Erörterungen  in  nahem  Zusammenhange  steht.  Je  nach  der  Lage 
der  drei  Dampfdruckcurven  eines  Stoffes,  der  in  drei  verschie- 
denen Formen  auftreten  kann,  treten  zwei  wesentlich  verschie- 
dene Fälle  ein,  die  eine  bestimmte  physische  Bedeutung  haben. 
Nennen  wir  wie  früher  die  Curve  der  flüssigen  Phase  I,  so  sind 
die  Durchschnitte  von  I  mit  II  und  III  die  Schmelzpunkte.  Nun 
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muss  I  immer  so  liegen^  dass  sie  rechts  schliesslich  zu  unterst 
ist,  also  am  flachsten  verlauft.  Denn  da  bei  erhöhter  Temperatur 
schliesslich  alle  festen  Formen  schmelzen,  so  muss  die  flüssige 
Phase  von  einer  bestimmten  Temperatur  ab  jedenfalls  die  be- 
ständigste sein,  d.  h.  den  niedrigsten  Dampfdruck  haben.  Das 
gleiche  Ergebniss  erhält  man,  wenn  man  überlegt,  dass  alle 
Stoffe  beim  Schmelzen  Wärme  aufnehmen,  dass  also  die  Dampf- 
druckcurve  einen  kleineren  Neigungswinkel  gegen  die  Tempe- 
raturaxe  haben  muss,  als  die  einer  festen  Phase.  Aus  ähnlichen 
Gründen  muss  die  Phase  mit  steilster  Dampfdruckcurve  bei  nie- 
driger Temperatur  die  beständigste  sein;  sie  ist  mit  III  bezeich- 
net.   Die  mittlere  Phase  II  kann   dagegen   zwei   verschiedene 


Fig.  5. 


Fig.  6. 


Lagen  haben;  entweder  wie  in  der  Flg.  3,  die  ich  zur  Bequeai- 
lichkeit  unter  Fig.  5  nochmals  hersetze,  oder  wie  in  Fig.  6.  Zum 
leichteren  Vergleich  sind  die  Schmelzpunkte  mit  Kreisen  und  die 
Umwandlungspunkte  (die  Schnitte  zwischen  II  und  III)  mit 
Quadraten  gekennzeichnet.  Man  sieht  alsbald,  dass  in  Fig.  6 
der  Umwandlungspunkt  oberhalb  der  Schmelzpunkte  liegt,  also, 
da  Schmelzpunktsüberschreitungen  sich  bei  festen  Körpern 
nicht  ausführen  lassen,  überhaupt  nicht  zugänglich  ist.  In  Fig.  5 
dagegen  liegt  der  Umwandlungspunkt  unterhalb  der  Schmelz- 
punkte, und  ist  also  im  stabilen  Gebiete. 

Diese  Unterschiede  drücken  die  oben  erwähnte  YerschiedeD- 
heit  der  monotropen  und  enantiotropen  Stoffe  aus,  von  denen  die 
ersten  keine  (zugängliche)  Umwandlungstemperatur  haben,  son- 


Studien  übbr  dib  Bildung  und  Umwandlung  fbstbr  Körper.  281 

dem  im  ganzen  Gebiete,  in  dem  sie  fest  sind,  eine  stabile  und 
eine  instabile  Form  aufweisen.  Die  zweiten  haben  dagegen  den 
Umwandlungspunkt  unterhalb  der  beiden  Schmelzpunkte,  und 
das  Yerhältniss  der  Besttfndigkeit  wechselt  an  dieser  Stelle  zwi- 
schen den  beiden  Formen  ^). 

Aus  der  Betrachtung  der  Fig.  6  ergiebt  sich  gleichfalls  un- 
mittelbar die  erfahrongsmässig  festgestellte  Thatsache,  dass  der 
Schmelzpunkt  der  metastabilen  Form  immer  niedriger  liegen 
moss,  als  der  der  stabilen. 

43.  Von  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  wenden  wir  uns 
zu  den  Erscheinungen  am  Natriumchlorat  wieder  zurtlck,  welche 
Doch  zu  einer  Anzahl  weiterer  Bemerkungen  Anlass  geben. 

Bei  den  mikroskopischen  Beobachtungen  tritt  sehr  deutlich 
za  Tage,  wie  die  Vorstellung  entstehen  musste,  dass  Beiben  mit 
eioem  harten  Gegenstand  an  den  GefässwKnden  die  Krystallisa- 
tioD  ebendort  begünstigt.  Es  ist  nicht  etwa  eine  Aenderung  in 
iler  Beschaffenheit  der  Oberfläche  an  diesen  Stellen,  wodurch 
sich  die  neuwachsenden  Krystalle  massenhaft  an  dem  Strich  ab- 
lagern, sondern  ein  wirkliches  Aussfien.  Durch  das  Beiben  wer- 
den sehr  kleine  Trümmer  der  fertigen  Krystalle  abgetrennt,  die 
•10  den  geriebenen  Stellen  liegen  bleiben,  alsbald  zu  wachsen 
beginnen  und  so  den  Weg  bezeichnen,  längs  dessen  die  Zer- 
trQmmerung  stattgefunden  hatte. 

44.  Es  ist  schon  früher  bemerkt  worden,  dass  das  an  den 
Oberflächen  des  Verdünnungsmaterials  haftende  Wasser  ausser 
Stande  ist,  das  zugemischte  Salz  aufzulösen,  obwohl  seine  Menge 
uoTerhfiltnissmKssig  viel  mehr  beträgt,  als  zur  Lösung  unter  ge- 
wöhnlichen Verhältnissen  erforderlich  wäre.  Man  kann,  ganz 
abgesehen  von  Speculationen  über  den  Aggregatzustand  des 


4)  Bereits  vor  Iftngerer  Zeit  habe  ich  ausgesprochen,  dass  die  Ver- 
^hiedeoheit  der  beiden  Arten,  die  früher  von  Lehmann  physikalisch  meta- 
memod  polymer  genannt  worden  waren,  auf  der  gegenseitigen  Lage  von 
!^cfainelz-  und  Um  Wandlungstemperatur  beruht  (Lehrbuch  d.  Allg.  Chemie, 
^Aufl.  1,  695.  4885).  Doch  halte  ich  es  nicht  für  überflüssig,  die  vor- 
stehende anschauliche  Darstellung  der  Verhältnisse  zu  geben,  da  jene  Dar- 
^Wliuig  trotz  Ihrer  Einfachheit  gelegentlich  nicht  verstanden  und  daher  mit 
ebensoviel  Ausführlichkeit  wie  Unklarheit  bekämpft  worden  ist  (Arzrüki, 
^ysikalische  Chemie  der  Krystalle,  S.  308.  Braunschweig  4893). 

Während  der  Correctur  geht  mir  die  Habilitationsschrift  von  Dr. 
KHAoii,  Marburg,  über  die  Arten  derlsomerie  zu,  in  welcher  ich  die  gleiche 
Darstellung  finde. 

]ht]i.-Fkjs.  ClMS«.  1897.  49 
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adsorbirten  Wassers,  unmittelbar  beweisen,  dass  es  dazu  nicht 
tehig  sein  kann.  Eine  jede  Fläche  nimmt  so  lange  Wasser  aus 
einer  mit  Wasserdampf  unvoUstUndig  gesättigten  Atmosphäre 
auf,  bis  der  Dampfdruck  des  adsorbirten  Wassers  gleich  dem 
Theildruck  des  Wasserdampfes  unter  den  vorhandenen  Umstän- 
den geworden  ist.  Andererseits  ist  das  benutzte  Salz,  das  Na- 
triumchlorat,  nicht  zerfliesslich,  d.  h.  der  Dampfdruck  seiner  ge- 
sättigten Lösung  ist  erheblich  grösser,  als  der  durchschnittliche 
Dampfdruck  in  der  Luft.  Wenn  also  sich  eine  Lösung  des  bei- 
gemischten Sakes  auf  Kosten  des  adsorbirten  Wassers  bilden 
wollte,  so  mtlsste  dieses  aus  einem  Zustande  kleineren  Dampf- 
druckes freiwillig  in  einen  Zustand  mit  grösserem  Ubei^eben; 
dies  aber  widerspricht  dem  zweiten  Hauptsatze  und  ist  daher 
unmöglich. 

Diese  Bemerkung  wird  durch  den  folgenden,  unbeabsichtii;! 
angestellten  Versuch  erläutert.  Um  die  die  Genauigkeit  der  Ver- 
dünnungsversuche so  sehr  beeinträchtigenden  Staubtheilchen, 
die  in  der  Luft  herumfliegen  und  sich  den  Proben  während  der 
Herstellung  in  uncontrolirbarer  Weise  beimischen,  zu  vermeiden, 
stellte  ich  einige  Verreibungen  von  Natriumchlorat  mit  Quarz- 
pulver  in  einem  Kasten  her,  dessen  Wände  mit  feuchtem  Filtrir- 
papier  zum  Abfangen  des  Staubes  bedeckt  waren,  und  der  nur 
an  einer  Seite  ein  Loch  für  die  Hand  am  Pistill  enthielt.  Indessen 
stellte  sich  heraus,  dass  schon  die  Verdünnung  />5,  die  sonst 
eine  deutliche  Krystallabsoheidung  gegeben  hatte,  sich  als  voll- 
kommen steril  erwies.  Zur  Feststellung,  ob  es  sich  um  ein  Zer- 
fliessen  des  Salzes  in  der  mit  Wasserdanipf  nahezu  gesättigten 
Luft  der  Kammer  handelte,  brachte  ich  eine  früher  hergestellte 
Verdünnung  Diy  die  unmittelbar  vorher  geprüft  sich  als  sehr 
stark  wirksam  erwies,  in  die  Kammer,  und  stellte  nach  Verlauf 
einiger  Minuten  neue  Proben  an.  So  lange  das  Pulver  in  der 
Nähe  des  Handloches  lag,  behielt  es  seine  Wirksamkeit  bei ;  als 
es  aber  in  den  hinteren  Theil  der  Kammer  gebracht  wurde,  wo 
die  Luft  vollständiger  mit  Feuchtigkeit  gesättigt  war,  hörte  sehr 
schnell  jede  Fähigkeit  auf,  Krystallisation  in  der  übersättigten 
Lösung  hervorzurufen.  Unter  diesen  Umständen  hatte  also  das 
Salz  genügend  Wasser  aufnehmen  können,  um  in  Lösung  über- 
zugehen. 

45.  Offenbar  wird  neben  einer  ungesättigten  Lösung  von 
Natriumchlorat  die  gleiche  Wirkung  eintreten,  während  neben 
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einer  flbersaitigten  Lösung  kein  Zerfliessen  möglich  ist,  und  das 
Pulver  daher  seine  Wirksamkeit  beibehalten  muss.  Was  neben 
einer  gesättigten  Losung  geschehen  wird,  ist  nicht  unmittelbar 
zu  sagen;  überlegt  man  indessen,  dass  kleine  Stückchen  Salz 
wegen  ihrer  relativ  grösseren  Oberflächenenergie  löslicher  sind, 
als  grosse,  so  wird  man  erwarten  können,  dass  auch  neben  einer 
gesattigten  Lösung,  d.  h.  einer  Lösung,  in  der  festes  Salz  liegt, 
das  sehr  feine  Pulver  in  der  Verreibung  allmählich  zerfliessen 
wird.  Dieser  Vorgang  wird  noch  dadurch  begünstigt,  dass  in 
dem  Gemisch  von  gesättigter  Lösung  und  festem  Salz  aus  gleichen 
Granden  allmählich  das  feinere  Salzpulver  verschwinden  und 
^^rösseren  Krystallen  Platz  machen  muss;  dadurch  wird  die  Lö- 
sung etwas  weniger  concentrirt,  und  nimmt  einen  etwas  grösse- 
ren Dampfdruck  an.  Natürlich  bleibt  durch  diese  Betrachtungen 
die  Frage  nach  der  erforderlichen  Zeit  noch  ganz  unentschieden, 
and  der  eben  geschilderte  Vorgang,  der  jedenfalls  nur  durch 
überaus  kleine  Unterschiede  der  Löslichkeit  und  des  Dampf- 
druckes betrieben  wird,  kann  Stunden,  Tage  oder  auch  Jahre 
bis  zu  seiner  Vollendung,  d.  h.  bis  zum  Zerfliessen  des  letzten 
Salztheilchens  in  der  Verreibung  brauchen. 

Die  Versuche  wurden  mit  Natriumchlorat  in  Quarz  in  der 
Yerdttnnung  Dk  angestellt,  indem  die  fraglichen  Lösungen  in 
Glasdosen  mit  aufgeschliffenem  Deckel,  wie  sie  zu  bacteriologi-» 
sehen  Zwecken  gebraucht  werden,  gegeben  wurden.  Die  Proben 
kamen  auf  eine  Unterlage  von  Filtrirpapier  (zur  Erleichterung 
des  Wasserdampfverkehrs)  und  wurden  durch  kleine  Dreifüsse 
aus  Glas  in  der  Nähe  der  Flüssigkeitsoberfläche  gehalten.  Um 
die  Temperaturschwankungen  möglichst  langsam  und  gering  zu 
machen,  wurden  die  Dosen  in  einem  Schrank  möglichst  weit 
vom  Ofen  entfernt  untergebracht.  Doch  ist  immerhin,  da  Tem- 
peraturschwankungen nicht  ausgeschlossen  waren ,  das  Ergeb- 
dIss  der  Versuche  nicht  als  rein  anzusehen. 

Die  verdUnntere  Lösung  war  aus  einer  gesättigten  durch 
Zusatz  von  Vjo  Wasser  hergestellt  worden;  in  der  gesättigten 
befanden  sich  beträchtliche  Mengen  des  festen  Salzes,  von  dem 
einzelne  Stücke  bis  über  die  Oberfläche  hervorragten. 

Fttnf  Stunden  nach  der  Anstellung  des  Versuches  Hess  be- 
reits die  Probe  über  der  ungesättigten  Lösung  eine  Verminde- 
rang  der  Zahl  der  Reime  erkennen;  nach  24  Stunden  war  sie 
QD^irksam  geworden.  Die  über  der  gesättigten  Lösung  stehende 
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Probe  hatte  nach  SO  Tagen  ihre  Fähigkeit,  Krystalle  zu  bilden, 
nicht  eingebttsst.    Der  Versuch  wird  fortgesetzt. 

46.  Es  hat  einiges  Interesse,  darauf  hinzuweisen,  in  wel- 
chem Verhältnisse  der  Fall  mit  der  gesättigten  Lösung  zu  den 
beiden  anderen  Fällen  mit  der  ungesättigten  und  der  übersattig- 
ten steht.  In  diesen  wird  auf  Grund  der  endlichen  Unterschiede 
des  Dampfdruckes  ein  entgegengesetztes  Resultat  erhalten :  über 
der  einen  zerfliesst  das  Salz,  über  der  anderen  nicht.  Für  den 
zwischenliegenden  Fall  der  gerade  gesättigten  Lösung  ist  keine 
dritte  Möglichkeit  vorhanden,  während  doch  das  Symmetriebe- 
dürfniss,  das  für  derartige  Probleme  ein  nicht  zu  verachtender 
Führer  ist,  eine  solche  verlangt.  Die  Lösung  des  Problems  er- 
folgt dadurch,  dass  hier  für  das  Ergebniss  Ursachen  thätig  wer- 
den, die  von  einer  anderen  Grössenordnung  sind,  als  die  vorher 
betrachteten;  es  tritt  so  zu  sagen  eine  andere  Schicht  von  Er- 
scheinungen hier  in  Wirkung,  nachdem  die  grossen  Unterschiede 
entfernt  sind. 

Auch  der  auf  gleichen  Grundlagen  beruhende  Schluss,  dass 
bei  Anwendung  eines  Pulvergemisches  von  verschiedener  Korn- 
grösse  theoretisch  gesprochen  ein  Gleichgewicht  erst  eintreten 
kann,  nachdem  die  Korngrösse  überall  gleich  geworden  ist,  bietet 
mancherlei  Anregung.  Man  erkennt  hier  eine  Regelung  der 
Formen  ohne  räumliche  Berührung  durch  Vermitteluog  eines 
Agens,  des  Wasserdampfes,  in  welchem  nichts  von  dem  der 
Umformung  unterliegenden  Stoffe  enthalten  ist. 

47.  Die  in  der  Siedhitze  gesättigte  Natriumchloratlösung  ist 
bei  gewöhnlicher  Temperatur  bereits  im  labilen  Zustande,  denn 
sie  setzt  auch  im  zugeschmolzenen  Rohre  eine  Krystallisation 
des  wasserfreien  Salzes  ab.  Eine  Lösung  aus  4  07  Ghlorat  auf 
400  Wasser  hält  sich  dagegen  bei  Zimmertemperatur  beliebig 
lange,  und  kann  gut  zu  den  Versuchen  dienen.  Mit  dieser  ergab 
sich,  dass  beim  Verdünnen  mit  Quarz  die  Wirksamkeit  sich 
zwischen  den  Verreibungen  Db  und  D6  verlor.  Das  durch- 
schnittliche Gewicht  eines  Chlorattheilchens  in  den  Verreibun- 
gen betrug  daher  etwa  40'~"g  oder  ein  Milliontel  Milligramm, 
da  die  zu  einer  Probe  genommene  Menge  zwischen  0,4  und  4  mgr 
schwankte.  Ebenso  gross  ist  daher  auch  die  auf  diesem  Wege 
noch  erkennbare  Menge. 

48.  Da,  wie  bemerkt,  beim  Abdampfen  einer  beliebig  ver- 
dünnten Lösung  von  Natriumchlorat  nothwendig  ein  labiler  Zu- 
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stand  in  Bezug  auf  das  feste  Salz  erreicht  wird,  dieses  sich  also 
jedenfalls  ausscheiden  wird,  wenn  es  unter  den  vorhandenen 
Umstanden  in  fester  Gestalt  bestehen  kann^  so  war  ein  anderer, 
bequemerer  Weg  möglich,  die  untere  Grenze  hierfür  kennen  zu 
lernen.  Man  brauchte  nur  von  einer  Lösung  des  Salzes  kleine 
Mengen  zu  verdampfen  und  den  Rückstand  zu  prüfen,  um  bei 
stafenweiser  Verdünnung  der  Lösung  zu  der  gesuchten  Grenze 
zn  gelangen. 

Die  Versuche  wurden  zuerst  so  angestellt,  dass  ein  schmaler 
Platinspatel,  der  durch  Breithflmmern  eines  an  einer  Glasröhre 
angeschmolzenen  Platindrahtes  erhalten  worden  war,  mit  der 
fraglichen  Lösung  benetzt,  vorsichtig  in  der  Nähe  einer  Flamme 
getrocknet  und  dann  in  den  unter  dem  Mikroskop  liegenden 
Tropfen  der  ttbef^ättigten  Lösung  gebracht  wurde.  War  festes 
Salz  am  Spatel,  so  Hess  sich  bald  das  Weiterwachsen  der  an 
sich  nicht  erkennbaren  Krystalle  beobachten.  Eine  noch  em- 
pfindlichere Reaction  ist  die  Entstehung  unzähliger  kleiner  Kry- 
stalle heim  Reiben  des  Spatels  auf  der  Glasfläche  des  Object- 
trägers,  doch  verlangt  diese  Methode  grosse  Vorsicht,  denn  wenn 
durch  einiges  Liegen  des  Tropfens  an  dar  Luft  am  Rande  be- 
reits Krystalle  ausgeschieden  werden,  so  können  diese  die  Reac- 
tion verursachen.  Doch  gelingt  es  bei  einiger  Uebung,  diese 
beiden  Erscheinungen  gut  zu  unterscheiden;  ohnedies  müssen 
die  Versuche  mehrfach  wiederholt  werden. 

Auf  diese  Weise  fand  ich,  dass  eine  Lösung,  die  0,001  Na- 
tnumchlorat  enthielt,  noch  völlig  sicher  bei  jedem  einzelnen 
Versuch  wirkte,  eine  zehnmal  so  verdünnte,  mit  0,0001  Ghlorat 
bei  vielen  Versuchen  Krystallisation  ergab,  eine  viermal  ver- 
dtlnntere  aber  keine  Reaction  mehr  erkennen  liess.  Der  Spatel 
war  bei  diesen  Versuchen  blank  polirt,  und  das  Gewicht  einer 
Benetzung  betrug  0,06  mg.  Daraus  folgt,  dass  unter  den  be- 
schriebenen Umständen  eine  Menge  von  etwas  weniger  als  1 0''  g 
Natriumchlorat  erkennbar  war. 

49.  Diese  Menge  kann  indessen  noch  merklich  verkleinert 
werden.  Um  das  Trocknen  vorsichtiger  ausführen,  und  zu  die- 
sem Zweck  das  Verschwinden  der  Flüssigkeit  auf  der  Oberfläche 
des  Spatels  besser  erkennen  zu  können,  platinirte  ich  diesen 
Qnd  glahte  ihn  aus,  wodurch  er  eine  mattgraue  Farbe  erhielt. 
Die  unerwartete  Folge  dieser  Aenderung  war,  dass  dieEmpfind- 
liehkeilsgrenze  der  Reaction  bedeutend  hinausgeschoben  wurde; 
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die  zweifelhafte  Lösung  Von  0,0004  reagtrte  nun  überaus  deut- 
lich und  schliesslich  fand  sich  in  der  Verdünnung  von  0,000001 
die  Grenze,  welche  den  Spatel  gleich  oft  steril  Hess  und  wirk- 
sam machte.  Die  auf  diese  Weise  zu  beobachtende  kleinste 
Menge  von  Natriumchlorat  beträgt  somit  etwa  40"'*°  g  oder  eiu 
Zehnmilliontel  Milligramm.  Dies  trifft  recht  nahe  mit  der  durch 
Verreiben  mit  Quarz  gefundenen  Grenze  von  40"^  zusammen. 

50.  Bezüglich  der  Technik  dieser  Versuche  ist  noch  nach- 
zutragen, dass  für  jede  neue  Probe  der  Spatel  durch  Abwaschen 
mit  Wasser  und  Ausglühen  sterilisirt  wurde;  man  thnt  gut,  sich 
zuweilen  unter  der  Arbeit  zu  überzeugen,  dass  ein  so  behan- 
delter Spatel  wirklich  keine  Krystallisation  hervorruft,  und  auch 
blinde  Versuche,  in  denen  man  nur  Wasser  auf  dem  Spatel  ver- 
dampft, einzuschalten,  so  dass  man  sicher  ist,  n^ht  durch  irgend 
welche  unbeachtete  Zufälligkeiten  den  Spatel  wahrend  der  Ope- 
rationen inficirt  zu  haben.  Es  zeigt  sich  nicht  selten,  dass  wenn 
man  längere  Zeit  mit  einem  Salz  gearbeitet  hat,  und  nicht  dafür 
Sorge  getragen  hat,  seine  Verbreitung  als  Staub  zu  vermeiden, 
es  sehr  schwer  hält,  uncontrolirbare  Infection  auszuschliessen. 
Die  wichtigste  Regel,  an  deren  Einhaltung  man  sich  gewöhnen 
muss,  ist  die,  keine  Gelegenheit  zur  Bildung  und  Verbreitung 
festen  Salzes  zu  geben,  indem  man  alles  Geräth  während  des 
Nichtgebrauches  mit  Wasser  in  Berührung  lässt,  und  alle  Lö- 
sungen und  Krystalle  des  Salzes,  die  nicht  mehr  benutzt  werden, 
.baldigst  in  mit  Wasser  gefüllte  Schalen  und  in  das  Ausguss- 
becken befördert,  wo  sie  fort  gespült  werden.  Besonders  nach- 
theilig ist,  Salzlösungen  mit  dem  Handtuch  abzuwischen,  da  sie 
in  diesem  krystallisiren  und  dann  massenhaften  Staub  geben. 
Wo  Abwischen  nöthig  ist,  nimmt  man  frisches  Filtrirpapier,  das 
nach  dem  Gebrauch  sofort  in  Wasser  geworfen  wird. 

54 .  Die  Unsicherheit,  welche  bei  den  mikroskopischen  Ver- 
suchen darin  lag,  dass  der  Tropfen  an  der  freien  Luft  sowohl 
einer  beständigen  Verdunstung,  wie  auch  der  Infection  durcfa 
Staubkeime  ausgesetzt  war,  veranlasste  mich  zu  der  Ausbildung 
eines  anderen  Verfahrens.  Es  lag  einerseits  nahe,  die  in  der 
biologischen  Technik  üblichen  Einrichtungen  der  »feuchten 
Kammer«  oder  des  »hängenden  Tropfens«  zu  verwenden,  doch 
sah  ich  hiervon  ab,  da  die  bequeme  Zugänglichkeit  der  Probe 
dadurch  sehr  beeinträchtigt  worden  wäre.  Dagegen  bot  sich  in 
Nachahmung  der  bacteriologischen  Technik  ein  makroskopisches 
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»Gulturverfahren«  dar,  welches  Sicherheit  mit  Bequemlichkeit 
in  solchem  Maasse  vereinigt,  dass  ich  die  nachstehenden  Ver- 
suche fast  aussohliessKch  nach  dieser  Methode  ausgeführt  habe. 
Die  mikroskopische  Methode  wird  daneben  ihr  Recht  für  die  erste 
Orientirung  immer  behalten,  und  die  Anschauung  des  sichtbaren 
Wachsthums  der  Krystalle  vou  den  Keimen  aus  ist  far  die  Aus- 
bildung des  Beobachters  von  grösstem  Werth ;  doch  sichert  die 
Möglichkeit,  die  Beobachtungen  ttber  eine  beliebig  lange  Zeit 
aaszudehnen,  der  »Gulturmethode«  ihre  Ueberlegenheit  für  die 
endgültige  Arbeit. 

Das  Yerfahren  besteht  darin,  dass  man  die  übersättigte  Lö- 
sung in  kleine  Proberöhrchen  bringt,  die  mit  Gummistopfen  ver- 
schlossen beliebig  lange  aufbewahrt  bleiben  können,  das  zu 
prüfende  Objecto  hineinbringt,  und  nach  einiger  Zeit,  die  nach 
der  BeschaflTenheit  des  gelösten  Stoffes  von  einigen  Minuten  sich 
bis  zu  Stunden  ausdehnt,  das  Vorhandensein  oder  die  Abwesen- 
heit von  ausgeschiedenen  Krystallen  feststellt.  Man  ermittelt 
auf  diese  Weise  nicht  nur  das  Vorhandensein  der  Keime,  son* 
dem  erlangt  auch  eine  annähernde  Schätzung  ihrer  Anzahl. 

Die  Einzelheiten  des  Verfahrens  sind  folgende.  Durch  einige 
vorläufige  Versuche  ermittelt  man  die  Goncenlration,  in  welcher 
die  Lösung  bei  gewöhnlicher  Temperatur  zwar  übersättigt,  aber 
noch  nicht  labil  ist;  sie  wird  in  der  Folge  bei  den  untersuchten 
Salzen  immer  angegeben  werden.  Die  heisse  Lösung  wird 
mittelst  einer  Pipette  in  die  Proberöhrchen  übertragen,  wobei 
man  eine  Benetzung  des  oberen  Randes  sorgsam  vermeiden 
muss.  Dies  geschieht  leichter,  wenn  man  das  untere  Rohr  der 
Pipette  ziemlich  schmal  nimmt,  und  es  nahe  an  der  Mündung 
mit  drei  oder  vier  Glastropfen  versieht,  die  warzenförmig  vor- 
stehen, und  die  Spitze  von  der  Wand  des  Proberöhrchens  fern 
halten.  Da  beim  Einfüllen  wegen  der  Verdunstung  der  warmen 
LöBong  sehr  oft  Krystalle  auftreten,  bringt  man  die  gefüllten, 
offenen  Böhrchen  mit  Hülfe  eines  metallenen  Tragers  in  ein  Bad 
mit  siedendem  Wasser,  um  alle  entstandenen  Krystalle  in  Lö- 
rang  zu  bringen  und  die  Flüssigkeit  so  zu  »sterilisiren«.  Dazu 
dienen  Trifger,  die  die  gleichzeitige  Behandlung  einer  grösseren 
Anzahl  Röhrchen  gestatten.  Die  aus  dem  Wasserbade  genom- 
menen Röhrchen  werden  alsbald  mit  den  Gummipfropfen  ver- 
sehlossen  und  sind  nach  dem  Abkühlen,  das  man  erforderlichen 
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Falles  duroh  Eiosetzen  des  Trägers  in  kaltes  Wasser  beschleu- 
nigen kann,  gebrauchsfertig. 

52.  Zum  Arbeiten  dient  ein  Brettchen,  das  mit  Löchern  von 
der  Weite  der  Proberöhrchen  versehen,  und  in  schräger  Lage 
unter  45^  gegen  den  Horizont  aufgestellt  ist.  In  solcher  Lage 
kann  man  die  Röhrchen  tagelang  offen  stehen  lassen,  ohne  In- 
fection  befürchten  ku  müssen,  da  der  hineinfallende  Staub  in 
der  Ntthe  der  Mündung  liegen  bleibt.  Freilich  muss  man  bei 
der  Benutzung  eines  solchen  Röhrchens  Sorge  tragen,  dass  von 
diesem  Theile  keine  Infeclion  ausgeht:  sie  macht  sich  dadurch 
kenntlich,  dass  die  KrystaUe  an  der  Oberfläche  entstehen,  und 
nicht  von  den  eingebrachten  Proben  aus. 

Die  frisch  hergestellten  Röhrchen  sind  an  dem  oberen  Theil 
mit  Wassertröpfchen  bedeckt,  die  durch  Destillation  aus  der 
warmen  Lösung  dahin  gelangt  sind.    Hierdurch  werden  in  die- 
sem Theile  und  am  Stopfen  etwa  vorhandene  Keime  wirksam 
beseitigt.    Nach  24  Stunden  ist  dieses  Wasser  verschwunden 
und  wieder  von  der  Lösung  aufgenommen.    Diese  ist  dadurch 
an  der  Oberfläche  verdünnt,  und  kann  sich  im  ungesättigten 
Zustande  befinden.    Eine  solche  Lösung  wäre  im  Stande,  aus 
einer  eingeführten  Probe,  die  mit  ihr  zuerst  in  Berührung  kommt, 
das  feste  Salz  aufzulösen,  und  so  Täuschungen  hervorzurufen. 
Man  muss  daher  Sorge  tragen,  durch  Bewegen  des  Röhrebens 
die  oberflächliche  Verdünnung  zu  beseitigen  (wobei  der  Stopfen 
nicht  benetzt  werden  darf),  wenn  man  die  Röhrchen  bald  nach 
der  Herstellung  benutzt;  später  gleicht  sich  durch  Diffusion  die 
Goncentration  selbstthätig  aus.  Eine  Krystallisation  der  im  oberen 
Theile  vorhandenen  und  durch  den  ersten  Beschlag  gelösten 
Krystallkeime  kann  aus  früher  (S.  282)  erörterten  Gründen  nicht 
stattfinden ;  es  kann  höchstens  eine  metastabile  übersättigte  Lö- 
sung von  der  Goncentration  der  Hauptmenge  entstehen,  wenig- 
stens wenn  grössere  Temperaturunterschiede  ausgeschlossen  sind. 

53.  Um  die  Probe  hineinzubringen,  öffnet  man  das  Röhr- 
chen, während  man  es  schräg  hält,  und  lässt  die  mit  einem  ste- 
rilisirten  Platinspatelchen  geschöpfte  Probe  unter  momentanem 
Aufrichten  unmittelbar  in  die  Lösung  fallen.  Dann  wird  das 
Röhrchen  verschlossen  und  in  fast  wagerechter  Lage  schnell  hin 
und  her  gedreht,  um  die  Probe  zu  vertheilen ;  schliesslich  i^vird 
es  ruhig  hingelegt.  Bei  der  von  mir  benutzten  Röhrenweite  von 
8  bis  9  mm  bleibt  die  Flüssigkeit  im  unteren  Theil,  ohne  bis  an 
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den  Stopfen  zu  fliessen,  namentlich  wenn  die  Fittchen  beim  Ge- 
brauch etwas  fettig  geworden  sind;  nöthigenfalls  lagert  man  die 
Röhrchen  unter  gans  schwacher  Höherstellung  des  oberen  Endes. 

Nach  einigen  Minuten  bis  zu  einer  Stunde  —  die  Zeit  kann 
beliebig  ausgedehnt  werden  —  beobachtet  man  das  Röhrchen 
wieder,  und  kann  meist  ohne  Schwierigkeit  erkennen,  ob  Kry- 
slalle  aufgetreten  sind  oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  auch  die 
Zahl  der  Krystallisationsmittelpunkte  und  damit  die  der  vorhan- 
den gewesenen  Keime  annähernd  zählen.  Letzteres  ist  natürlich 
nur  möglich,  wenn  nur  wenige  Keime  vorhanden  sind ;  handelt 
es  sich  um  mehr,  als  zehn  oder  zwanzig,  so  erhält  man  meist 
zusammenhängende  Drusen,  und  kann  schon  sehr  bald  nach  dem 
Einsäen  das  Eintreten  reichlicher  Krystallisation  beoabachten. 

Sind  die  Keime  sehr  wenig  zahlreich  und  gleichzeitig  sehr 
klein,  so  kann  es  oft  ziemlich  lange  dauern,  bis  eine  deutliche 
Krystallisation  vorhanden  ist.  Ein  sehr  kleines  Krystallfragment 
wächst  immer  viel  langsamer  als  ein  grösseres,  und  erst,  wenn 
es  eine  gewisse  Aosdehnang  erreicht  hat,  wird  es  schnell  grösser. 

54.  Auf  Grund  der  früher  (S.  384)  erwähnten  Ueberlegun- 
gen,  welche  sich  auf  die  Betheiligung  der  Oberflächenenergie 
am  Gleichgewicht  beziehen,  muss  man  bekanntlich  schliessen, 
dass  die  Löslichkeit  eines  festen  Körpers  unter  gegebenen  Um- 
ständen von  seiner  Yertheilung  abhängt,  so  dass  eine  Lösung  in 
Bezog  auf  makroskopische  Krystalle  übersättigt  sein  kann,  in 
Bezog  auf  sehr  kleine  dagegen  untersättigt.  Demnach  würde 
die  Grenze  der  Kleinheit  eines  Krystalls,  wenn  sie  nach  der 
Methode  der  übersättigten  Lösung  bestimmt  wird,  von  dem  Be- 
trage der  Uebersättigung  abhängen  müssen,  und  es  sollte  Kry- 
statlstückchen  geben,  welche  in  einer  weniger  übersättigten 
Lösung  sich  als  unwirksam,  weil  löslich  erweisen,  während  sie 
in  einer  mehr  übersättigten  Lösung  sich  vergrössem.  Meine 
Versuche  über  diese  Frage,  die  naturgemäss  eine  grosse  Vorsicht 
in  der  Beurtheilung  erfordern,  sind  noch  nicht  so  weit  gediehen, 
dass  ich  ihre  Ergebnisse  mittheilen  könnte.  Die  hier  berichteten 
Thatsachen  sind  durch  die  Angabe  der  benutzten  Goncentra- 
tionen  der  übersättigten  Lösungen  hinreichend  eindeutig  ge- 
macht. 

55,  Mit  Hülfe  der  »Gulturmethode«  führte  ich  die  Versuche 
Aber  die  aus  einer  Lösung  von  Natriumchlorat  abzuscheidende 
Menge  festen  Salzes  weiter.    Dazu  dienten  dünne  Platindrähte 
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von  5  cm  Länge,  die  in  Glasröhren  befestigt  und  am  Ende  an 
einer  Schleife  aufgewickelt  waren.  Alle  Schleifen  wurden  dop- 
pelt ttber  einen  und  denselben  Glasstab  von  4  mm  Durchmesser 
gewickelt  und  dann  platinirt.  Der  Tropfen  Lösung  in  einer  sol- 
chen Schleife  wog  0,39  mgr. 

Es  wurde  mit  einer  solchen  Schleife,  nachdem  sie  sterilisirt 
war,  ein  Tropfen  Lösung  aufgenommen  und  verdampft,  indem 
der  Draht  etwa  2  cm  von  der  Schleife  entfernt  erhitzt  wurde. 
Man  kann  das  Verschwinden  der  Flüssigkeit  in  der  Oase  sehr 
deutlich  beobachten,  und  nimmt  gleichzeitig  den  Draht  von  der 
Flamme  fort,  iKsst  ihn  einige  Augenblicke  abkühlen  und  bringt 
ihn  dann  in  das  geöffnete,  schräg  gehaltene  Gläschen,  das  in 
gleicher  Stellung  in  seinen  Träger  gestellt  wird.  Je  nachdem 
man  das  Ergebniss  sofort  kennen  lernen  will  oder  nicht,  verfährt 
man  etwas  verschieden.  Im  ersten  Falle  bewegt  man  die  Platin- 
öse unter  gelinder  Reibung  im  unteren,  kegeiförmigen  Theile 
des  Röhrchens  hin  und  her,  und  erzielt  auf  diese  Weise,  wenn 
ein  Keim  vorhanden  war,  alsbald  die  Ausscheidung  einer  Wolke 
vom  kleinen  Krystälichen,  indem  durch  Zertrümmern  der  ersten 
Anschüsse  schnell  unzählige  Keime  entstehen.  Da  hierbei  eher 
die  Gefahr  einer  unbeabsichtigten  Infection  droht,  die  durch  das 
Verfahren  selbst  schwer  erkennbar  gemacht  wird,  so  ist  es  bei 
entscheidenden  Versuchen  besser,  die  Drahtöse  ruhig  in  der  l^ 
sung  liegen  zu  lassen  und  sie  erst  nach  einiger  Zeit  auf  das  Vor- 
handensein von  Krystallen,  die  sich  inzwischen  aus  den  Keimen 
gebildet  haben,  zu  untersuchen. 

56.  Die  Grenze,  bis  zu  welcher  nach  diesem  Verfahren  Kry- 
stallisation  beobachtet  werden  konnte,  lag  bei  der  Verdünnung 
8X<0-',  was  bei  dem  Tropfengewicht  von  0,4Bagr  3,2X<0-^^g 
für  das  Gewicht  des  noch  nachweisbaren  Natriumchlorats  aus- 
macht. Die  Zahl  ist  etwas  grösser,  als  die  nach  der  Spatebne- 
thode  unter  dem  Mikroskop  gefundene,  die  0,6X^0*"*°  betrug. 
Der  Grund  davon  kann  in  der  grösseren  Oberfläche  der  Drahiöse 
gegenüber  dem  Spatel  zu  suchen  sein,  durch  welche  ein  grösserer 
Antheil  des  Natriumchlorats  in  den  adsorbirten  und  daher  un- 
wirksamen Zustand  gebracht  wird,  doch  möchte  ich  noch  zögern, 
den  Unterschied  als  reell  anzuerkennen,  und  begnüge  mich  mit  dem 
Hinweis,  dass  beide  unabhängig  ermittelten  Werthe  von  der  glei- 
chen Grössenordnung  sind,  und  auch  mit  der  durch  Verreibung 
gefundenen  Grenze  besser  als  zu  erwarten  übereinstimmen. 
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57.  Es  warobeo  bemerkt  worden,  dass  der  blanke  Spatel  eine 
viel  niedrigere  Grenze  gab  als  der  platinirte,  d.  b.  dass  er  mebr 
Sali  brauchte  als  dieser.  Diese  Thatsacbe  zeigt,  dass  ausser  der 
Adsorption  auf  der  Oberfläche  des  Metalls  hier  noch  eine  andere 
Ursache  wirksam  ist,  welche  das  Entstehen  eines  festen  Krystalis 
hindert,  denn  jene  ist  am  platinirlen  Spatel  grosser.  Wo  die 
Ursache  zu  suchen  ist,  habe  ich  nicht  ausfindig  gemacht;  auch 
ist  der  Gegenstand  nicht  weiter  verfolgt  worden.  Vermuthungs- 
weise  möchte  ich  nur  bemerken,  dass  man  daran  denken  kann, 
dass  das  Krystallisiren  der  bis  zum  labilen  Zustande  übersättig- 
ten Salzlösung,  das  die  Grundlage  des  Verfahrens  ist,  auf  dem 
blanken  Platin  möglicherweise  langsamer  und  ungewisser  erfolgt 
als  an  der  platinirten  Oberfläche,  und  dass  an  ersterer  die  sehr 
kleinen  Mengen  Salz  vielleicht  in  amorphem  Zustande  sich  aus 
der  eingedampften  Lösung  abzusetzen  die  Fähigkeit  haben. 

58.  Mit  Kalialaun  wurden  ganz  ähnliche  Ergebnisse  er- 
halten. Yerreibungen  mit  Milchzucker  gaben  bis  DS  reichliche 
Krystalle  nach  der  Culturmethode  im  Proberöhrchen;  bei  Z>10 
war  die  Wirkung  gering.  Doch  gelang  es  nicht,  wie  beim  Na- 
triamchlorat  zu  einem  unzweifelhaften  Ende  zu  gelangen,  da 
alle  weiteren  Yerreibungen  immer  einzelne  Krystalie  hervor- 
brachten. Die  Ursache  davon  liegt  in  der  weiten  Verbreitung 
des  Alauns  im  Staube,  welche  schon  von  Gbbiibz  bemerkt  worden 
war,  und  dersufolge  auch  frischer  Milchzucker,  aus  der  Mitte 
einer  grösseren  Menge  genommen,  sich  in  geringem  Maasse 
alaonbaltig  erwies,  als  er  nach  der  Culturmethode  geprüft  wurde. 
Ganz  ebenso  verhielt  sich  eine  Reibe  von  Yerreibungen,  welche 
Herr  Dr.  Yf.  Sgbwabb  in  seiner  Apotheke  hatte  herstellen  lassen. 
Die  Reibemaschinen  befinden  sich  dort  in  verschliessbaren  Kä- 
sten, so  dass  während  der  Arbeit  der  Zutritt  von  Staub  aus  dem 
Baome  so  gut  wie  vollkommen  ausgeschlossen  ist.  Trotzdem 
bod  ich  dasselbe  Rild:  bis  zu  Z>8  reichliche  Krystallisation,  bei 
09  einzelne  Krystalie,  die  bei  Z)  40  annähernd  in  gleicher  Menge 
aufzutreten  schienen. 

59.  Man  wird  also  ftlr  Alaun  eine  ähnliche,  nur  um  zwei 
oder  drei  Potenzen  weitergehende  Grenze  fttr  die  mögliche  Yer- 
dtinnung  anzunehmen  haben,  wie  die  früher  gefundene.  Trotz 
der  Unsicherheit,  die  in  der  Mitwirkung  desStaubes  liegt,  möchte 
ich  es  für  eine  Thatsacbe  halten,  dass  die  Grenze  bei  kleineren 
Mengen  fttr  Alaun  liegt,  als  ftlr  Natriumchlorat.    Wie  aus  den 
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spSiteren  MiUbeilungen  ttber  Borax  und  Chlorbaryiim  hervor- 
geben wird,  giebt  es  unzweifelhafte  FttUe,  die  sich  dem  Alaan 
ahnlich  verhalten.  Allerdings  besteht  zwischen  diesen  Versuchen 
und  denen  mit  Natriumcblorat  noch  der  weitere  Unterschied^ 
dass  hier  die  Verdünnungen  mit  Milchzucker,  beim  Natrium- 
chlorat  aber  mit  Quarz  hergestellt  worden  sind. 

60.  Als  die  Proben  nicht  mit  einer  übersättigten  Lösung 
von  Kalialaun,  sondern  mit  einer  solchen  von  Ammoniakalaun 
gemacht  wurden,  ergab  sich  ganz  das  gleiche  Verhältniss.  Da- 
raus ist  zu  schliessen,  dass  isomorphe  Keime  bis  zu  derselben 
Grenze  wirksam  sind,  wie  identische.  Ich  war  zweifelhaft  ge- 
wesen, ob  ich  dieses  Resultat  erwarten  dürfte.  Denn  man  wird 
zugeben  müssen,  dass  sich  ein  Salz  in  der  Lösung  eines  isomor> 
phen  auflösen  wird,  selbst  wenn  die  Lösung  in  Bezug  auf  dieses 
gesättigt  ist,  da  erst  bei  einer  bestimmten  Goncentration  in  Be- 
zug auf  das  neue  Jon  die  Lösung  für  das  andere  Salz  wieder 
gesättigt  sein  kann.  Dass  dennoch  die  Krystallisation  eintritt, 
glaube  ich  so  deuten  zu  müssen,  dass  unmittelbar  bei  der  Be- 
rührung des  isomorphen  Keims  mit  der  Lösung  eine  Diffusion 
des  gelösten  Salzes  in  den  festen  Keim  stattfindet,  wodurch  sich 
etwas  von  dem  gelösten  Salze  in  krystallinischer  Form  bildet ; 
geht  hernach  der  Keim  in  Lösung,  so  ist  doch  etwas  von  dem 
gelösten  Salze  bereits  krystallinisch  vorhanden,  und  der  Keim 
ist  wirksam.  Hierbei  ist  von  dem  Begriffe  der  festen  Lösungen 
Gebrauch  gemacht,  welcher  ja  bei  isomorphen  Gemischen  seine 
unzweideutigste  Anwendung  und  Bestätigung  gefunden  hat. 

64.  Es  war  mir  von  Interesse,  den  gleichen  Versuch  mit 
einem  isomorphen  Salze  anzustellen,  dessen  beide  Bestandtheile 
verschieden  von  denen  in  der  übersättigten  Lösung  waren.  Dazu 
dient  mir  Ghromalaun  gegen  eine  Lösung  von  Ammoniakalaun, 
wo  sowohl  die  einwerthigen  Metalle  Kalium  und  Ammonium, 
wie  die  dreiwertbigen,  Chrom  und  Aluminium  verschieden 
waren.  Auch  hier  fand  ich  dieselben  Verhältnisse  wieder,  und 
konnte  keine  Verminderung  der  Wirkung  bemerken. 

62.  Nach  der  Methode  des  Eintrocknens  der  Lösungen  an 
der  Platinöse  Hess  sich  der  Alaun  nicht  untersuchen,  da  die  Lö- 
sung bei  der  Verdampfung  in  einer  etwas  über  der  Zimmer- 
temperatur liegenden  Wärme  nicht  durch  einen  labilen  Zustand 
geht,  sondern  dauernd  metastabil  bleibt,  so  dass  die  Flüssigketi 
schliesslich  zu  undeutlichen  Krystallen   eines  wasserärmeren 
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Alauns  eintrocknet.  Es  geht  dies  schon  aus  den  älteren  Ver- 
suchen von  Löwbl^)  hervor  und  bestätigte  sich,  als  ich  versuchte, 
das  beim  Natriumchlorat  geschilderte  Verfahren  auf  den  Alaun 
anzuwenden.  Nicht  nur  verdttnntere  Lösungen  gaben  durchaus 
keine  Reaction,  sondern  auch  die  übersättigten  kann  man  an 
der  Drahtöse  eintrocknen,  so  dass  sichtbare  Krystallkrusten  ent- 
stehen, ohne  dass  diese  fähig  sind,  die  gewohnte  Krystallisation 
hervorzurufen.  Hat  man  eben  die  ungeheure  Empfindlichkeit 
der  Anlaunltfsungen  (vgl.  S.  294]  gegen  Keime  kennen  gelernt,  so 
wirkt  dieses  Verhalten  sehr  überraschend. 

63.  Da  krystallisirter  Kalialaun  noch  unter  400^  schmilzt, 
so  lässt  sich  erwarten,  dass  durch  Erwärmen  die  wirksamen 
Verreibungen  sterilisirt  werden  können.  Dies  tritt  in  der  That 
ein;  die  Verreibung  Z)5  in  Milchzucker  begann  bei  70"  an  Wirk- 
samkeit XU  verlieren,  und  war  bei  75"  vollkommen  steril. 

64.  Dieser  Zustand  hält  sich,  wie  es  scheint,  beliebig  lange; 
wenigstens  war  die  erwärmt  gewesene  Probe  am  folgenden  Tage 
noch  ebenso  unwirksam.  Als  sie  aber  in  der  Reibschale  nur 
kurze  Zeit  gerieben  worden  war,  hatte  sie  ihre  Wirkung  wieder 
angenommen,  auch  ohne  dass  etwas  von  wirksamer  Substanz 
absichtlich  hinzugesetzt  worden  wäre.  Es  lag  dies  natürlich  an 
dem  Vorkommen  des  Alauns  im  Staube  der  Laboratoriumsluft; 
ein  einziger  Keim,  der  in  die  Reibschale  fällt,  genügt,  um  die 
ganze  sterilisirte  Alaunmenge  wieder  zu  beleben,  d.  h.  in  Kry- 
stalle  zu  verwandeln. 

65.  Die  Temperatur  der  Sterilisirung  ist  bei  Kalialaun  in 
Substanz  höher  als  in  der  Milchzuckerverreibung.  So  habe  ich 
bei  einer  auf  93^  erwärmten  Probe,  die  ich  mit  Hülfe  eines  frisch 
gezogenen  Glasfadens  in  die  übersättigte  Lösung  übertrug,  noch 
Wirkung  gefunden.  Bei  1 00^  war  sie  indessen  gleichfalls  völlig 
verschwunden. 

66.  Eine  sehr  merkwürdige  Thatsache  ist,  dass  bei  ver- 
witterbaren wasserhaltigen  Salzen  dasVerwitterungsproductdie 
Krystallisation  ebenso  bewirkt,  wie  das  krystallisirte  Salz  da- 
seQ)st,  dessen  Pseudomorphose  es  ist.  Dies  ist  schon  früh  be- 
merkt worden;  beim  Glaubersalz,  mit  dem  bezüglich  der  Ueber- 
sättigung  mehr  experimentirt  worden  ist,  als  mit  irgend  einem 
anderen  Stoff,    und  bei   dem   die  ernorme   Verbreitung   von 


4)  Aon.  chim.  phys.  (3)  48,  405.  4856. 
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Glaubersahkeimen  im  Staube,  namentlich  der  Städte,  nachge- 
wiesen worden  ist,  konnte  ja  immer  der  Einwand  gegen  die 
Keiratheorie  gemacht  werden,  dass  Glaubersalz  an  der  Luft  ver- 
wittert, und  daher  im  Staube  das  Sah  Na* SO* +  40  H*0,  be> 
zOgb'ch  dessen  die  Lösungen  übersättigt  sind,  gar  nicht  vorhandeo 
ist.  Es  ergab  sich,  dass  auch  das  verwitterte  Glaubersalz  die 
Kry stall isation  bewirkt,  aber  nur  so  lange,  als  es  nicht  eiser 
Temperatur  von  34^  ausgesetzt  gewesen  war:  dann  wurde  es 
unwirksam.  Diese  Temperatur  ist  die,  bei  welcher  das  krystalli- 
sirte  Glaubersalz  in  seinem  Krystallwasser  schmilzt,  und  daher 
im  festen  Zustande  überhaupt  nicht  existirt. 

Dieser  Umstand  hatte  i>b  CoppbtI]  veranlasst,  besondere 
Modificationen  des  wasserfreien  Natriumsulfats  anzunehmen,  vod 
denen  die  eine  gegen  die  übersättigten  Losungen  vnrksam  ist 
die  andere  nicht.  Die  Erscheinung  ist  indessen  allgemein;  schon 
VioLBTTE  hatte  nachgewiesen^),  dass  sich  beim  Magnesiumsulfat 
ganz  dieselben  Verhältnisse  zeigen,  nur  liegt  die  tddtliche  Teoh 
peratur  für  dieses  Salz  bei  408",  entsprechend  seinem  Verhalten 
im  krystallisirten  Zustande.  Auch  ich  habe  mich  vielfach  tod 
der  Allgemeinheit  dieser  Thatsache  überzeugt;  verwitterter  Alaun 
und  Borax  wirken  ebenso,  wie  frischer. 

67.  Ghromalaun,  der  an  trockener  Luft  unter  Verlust  seiaes 
halben  Krystallwassers  in  ein  violettgraues  Pulver  übergdit 
wurde  mit  Milchzucker  verrieben,  um  zu  sehen,  ob  vielleicht 
der  wirksame  Stoff  nur  in  Spuren  vorhanden  war;  in  solebent 
Fälle  hatte  die  Wirksamkeit  viel  früher  aufhören  müssen,  als 
bei  dem  unzersetzten  Stoffe.  Als  Flüssigkeit  zum  Einsäen  be- 
nutzte ich  nicht  eine  übersättigte  Chromalaunlösung,  da  diese 
wegen  ihrer  dunklen  Farbe  schlecht  zu  beobachten  ist,  sondern 
eine  Lösung  von  Ammoniakalaun,  nachdem  ich  mich  überzeugt 
hatte,  dass  die  Empfindlichkeit  einer  übersättigten  Lösung  gegen 
isomorphe  Keime  ganz  dieselbe  ist,  wie  gegen  die  Keime  des- 
selben Salzes,  das  in  der  Lösung  vorhanden  ist.  Es  ergab  sich, 
dass  der  verwitterte  Ghromalaun  ganz  ebenso  wirksam  war,  wie 
der  nicht  leicht  verwitternde  Kalialaun,  von  dem  aus  frischen 
Krystallen  die  Verreibungen  bereitet  waren. 

68.  Ich  habe  noch  nicht  die  Zeit  gefunden,  festzustellen,  in 


i)   C.  rend.  78,  1824.  4  87-1. 

8)  Ann.  6cole  norm.  sup.  41,  254.  4866. 
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wie  weitem  Umfange  auch  andere  Pseudomorphosen ,  ausser 
dencD;  die  durch  blosse  VerwiUeruug  entstanden,  die  Fähigkeit 
habeO)  ttbersfittigte  Lösungen  der  Mutterstoffe  ssum  Krystallisiren 
zQ  bringen,  und  beschränke  meine  Betrachtungen  daher  zunächst 
auf  die  einfachen  Verwitterungspsendomorphosen.  Hier  kann 
man  die  Gesammiheit  der  Thatsachen  dahin  zusammenfassen, 
dass  Umwandiungsproducte ,  deren  Bildung  ohne  zwischenlie- 
geode  Verflüssigung  (bez.  Verdampfung)  des  ursprünglichen  Stoffes 
entstanden  ist,  immer  sich  wirksam  erweisen.  Wendet  man  den 
Satz,  dass  KrystalHsation  nur  durch  den  fraglichen  Stoff  in  fester 
Gestalt  selbst  bewirkt  werden  kann,  auf  diesen  Fall  an,  so  muss 
man  schliessen,  dass  auch  z.  B.  im  verwitterten  Glaubersalz  noch 
eine  gewisse  Menge  unverwitterten  Salzes  bestehen  muss,  die 
nichi  vertoittem  kann.  Bei  Gelegenheit  seiner  oben  erwähnten 
Versuche  hat  db  Coppbt  gezeigt,  dass  auch  nach  sehr  langem 
Verweilen  im  trockenem  Vacuum  das  verwitterte  Glaubersalz 
seine  Wirksamkeit  behält,  also  noch  Spuren  des  krystallisirten 
Salzes  unzerseUftt  beigemischt  enthält. 

Dies  ftlhrt  auf  einen  merkwürdigen  Satz,  der  sich  aus  der 
bisherigen  Lehre  vom  chemischen  Gleichgewicht,  soviel  ich 
sehen  kann,  nicht  hat  ableiten  lassen,  nämlich  dass,  solange  es 
sich  um  mehrere  feste  und  gasförmige  Phasen  handelt,  die  Menge 
einer  einmal  vorhandenen  festen  Phase  nicht  Null  werden  kann. 
Ob  die  Erscheinung  so  aufzufassen  ist,  dass  sich  in  der  ent- 
stehenden zweiten  Phase  eine  feste  Lösung  der  ersten  bildet, 
deren  Goncentration  nach  bekannten  Gesetzen  allerdings  nicht 
auf  absolut  Null  gebracht  werden  kann  ^),  oder  um  einen  anderen 
Umstand,  ist  jetzt  noch  nicht  zu  erörtern,  sondern  kann  erst 
durch  eingehendere  Versuche  entschieden  werden. 

69.  Aehnliche  Betrachtungen  sind  auch  in  Bezug  auf  die 
von  Gabey  Lba^)  beobachteten  Zersetzungen  anzustellen,  welche 
beim  längeren  Verreiben  fester  Stoffe  eintreten.    Angesichts  der 


i)  Dann  müsste  niao  den  Schluss  ziehen,  dass  jene  erste  Phase  in  der 
zweiten  unter  Beibehaltung  der  Eigenschaften,  die  sie  als  fester  kryslallisirter 
Körper  hat,  gelöst  ist.  Dieser  Scblnss  lässt  sich  prüfen,  indem  man  sich 
überzeugt,  dass  in  Fällen  des  ZusammenlcrystaUisireDS  nicht  isomorpher 
Körper,  wie  solche  von  Lbumann  vielfach  studirt  und  beschrieben  sind,  der 
aufgenommene  Fremdkörper  noch  seine  überkaltete  Schmelze  oder  über- 
sättigte Lösung  zum  Krystallisiren  zu  bringen  vermag. 

2)  Phil.  Mag.  87,  470.  4894. 
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erwähnten  Arbeiten  wttre  zu  erwarten,  dass  alsbald  durch  die 
Verreibung  der  vorhandene  wirksame  Stoff  der  Zersetzung  an- 
heimfallen mttsste.  Dies  mag  wirklich  theilweise  stattfinden, 
wenigstens  bei  einigen  Salzen;  doch  wird  man  auch  hier  an- 
nehmen können,  dass  wenn  nicht  ein  flüssiges  Zersetzungspro- 
duct  auftritt,  die  Menge  des  ursprünglich  vorhandenen  Stoffes 
in  einer  endlichen  Menge  der  Zersetzungsproducte  nicht  Null 
werden  kann. 

70.  Kalium-Natriumtartrat  oder  Seignettesalz  gab  sehr  un- 
zweideutige Erscheinungen.  Da  ich  durch  die  inzwischen  ge- 
machten Erfahrungen  gewarnt  worden  war,  brachte  ich,  als  ich 
zur  Herstellung  der  Verreibungen  schritt,  nur  die  für  die  erste 
Verreibung  erforderliche  Menge  von  einem  Centigramm  des 
Salzes  ins  Laboratorium  (die  Verreibungen  wurden  ausnahms- 
weise im  Verh&ltniss  4 :400  hergestellt),  und  stellte  die  Reib- 
schale auf  eine  dicke  Glasplatte  von  50  cm  Seitenlänge,  deren 
Oberfläche  mit  Glycerin  überzogen  war,  um  alle  aus  der  Reib- 
schale sich  entfernenden  Stäubchen  abzufangen  und  festzuhalten. 
Zwischen  je  zwei  Verreibungen  wurde  die  Reibschale  sorgfältig 
ausgewaschen,  und  mit  frischem  Filtrirpapier,  das  sofort  in 
Wasser  geworfen  w*urde,  getrocknet.  Alles  sonst  gebrauchte 
Geräth  wurde  entweder  für  jeden  Versuch  neu  genommen,  oder 
durch  Abwaschen  sterilisirt.  So  erhielt  ich  auch  ein  ganx  un- 
zweideutiges Ergebniss:  Z>8  war  deutlich  und  in  jedem  Falle 
wirksam,  D40  und  Z)  4  2,  sowie  alle  weiteren  Verreibungen  waren 
ausnahmslos  unwirksam. 

Die  geeignete  übersättigte  Lösung  bestand  aus  UO  Theilen 
des  Salzes  auf  4  00  Theile  Wasser.  Sie  trocknet  bei  Zimmertem- 
peratur bei  einigem  Schutz  zu  einer  firnissartigen  Masse  ein,  die 
bei  der  Rerührung  mit  einem  Krystall  sich  nur  überaus  langsam 
umwandelt. 

74.  Borax  lässt  sich  sehr  leicht  übersättigen.  Eine  Losung 
aus  40  Theilen  Salz  in  4  00  Theilen  Wasser  ist  sowohl  in  Bezug 
auf  das  gewöhnliche  Salz  mit  4  0  Wasser  übersättigt,  als  auch 
bezüglich  des  oktaödrischen  Borax  mit  7  Wasser.  Doch  ist  sie 
für  das  erste,  schwerlösliche  Salz  metastabil,  für  das  andere, 
weit  löslichere,  bereits  labil.  Es  ist  dies  ganz  dasselbe  Yerhält- 
niss,  wie  bei  den  beiden  Hydraten  des  Natriumsulfats.  Dem- 
gemäss  scheidet  die  genannte  Lösung  langsam  Krystalle  von 
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oktaödrischem  Borax  aus,  bleibt  aber  für  den  gewöhnlichen  stark 
übersättigt. 

72.  Bei  der  Herstellung  der  Verreibungen  war  ich  noch 
nicht  auf  die  erforderlichen  Vorsichtsmassregeln  aufmerksam 
geworden,  und  prüfte  jede  einzelne  unmittelbar  nach  der  Fertig- 
stellung mittelst  der  Culturmetbode.  Dabei  habe  ich  ein  uncon- 
trolirtes  Hineinkommen  von  Borax  in  meine  Pulver  nicht  ver^ 
mieden,  und  es  ergab  sich  scheinbar  eine  VerdtlnnungsmOglichkeit 
bis  auf />  4  7.  Da  diese  Zahl  so  weit  von  den  anderen  abwich, 
bat  ich  Herrn  Dr.  W.  Scbwarb  um  die  Herstellung  von  Borax- 
verreiboDgen  in  seiner  Officin.  Das  Ergebnis  war,  dass  Dl  noch 
wirksam  war,  die  höheren  Verreibungen  dagegen  nicht.  Eine 
Wiederfaolung  des  Versuches  unter  Beobachtung  der  eben  (S.296) 
geschilderten  Vorsichtsmassregeln  ergab  als  Grenze  den  gleichen 
Werth. 

73.  Borax,  der  auf  dem  warmen  Ofen  bei  Temperaturen, 
die  sicher  zeitweilig  60°  tiberschritten,  verwittert  war,  erwies 
sieh  als  wirksam.  Ich  habe  nicht  ermittelt,  bei  welcher  Tempe- 
ratur seine  Wirksamkeit  aufhört. 

74.  Chlorbaryum^  von  dem  mir  gleichfalls  Herr  Dr.  Schwabs 
Verreibungen  anfertigen  Hess,  gab  bei  D%  deutliche,  bei  Z)9 
etwas  zweifelhafte  Wirkung.  Als  Versuchslösung  diente  eine 
von  50  Theilen  des  krystallisirten  Salzes  nuf  400  Wasser.  Ob- 
wohl sie  verh&ltnissmSissig  schwach  übersättigt  ist  —  die  ge- 
^ttigte  Lösung  enthttlt  42  Theile  Salz  bei  20°  -~  so  scheint  sie 
»ich  doch  bereits  im  labilen  Gebiete  zu  befinden,  oder  ihm  nahe 
zu  stehen,  denn  ich  konnte  Rrystallisation  selbst  durch  Reiben 
mit  einem  nassen  Platindraht  hervorrufen,  wenn  auch  erst  nach 
iäogerer  Zeit.  Unter  Vorbehalt  gebe  ich  als  Grenze  für  die  Wirkung 
der  Verreibungen  Z)9  an;  über  das  Verhalten  der  Lösungen  sei 
Folgendes  bemerkt. 

Beim  Einsäen  von  Keimen  krystallisirt  die  übersättigte  Lö- 
sung verhaltnissmassig  langsam  aus.  Erystallisation  wird  ferner 
durch  fremde  Stoffe  sehr  leicht  hervorgerufen ;  so  fand  ich  bei- 
spielsweise keine  Probe  von  Baryumsulfat,  welche  nicht  nach 
einigen  Stunden  Krystalle  erzeugt  hätte,  und  selbst  Abdampfen 
des  Sulfats  mit  überschüssiger  Schwefelsäure  konnte  ihm  die 
Wirkung  nicht  nehmen.  Doch  trat  hier  die  Krystallisation  oft 
erst  nach  Stunden,  in  einem  Falle  sogar  erst  am  folgenden  Tage 
ein.  Dass  es  sich  nicht  um  zufällighinzugekommene  Keimehandeltr, 

Ih£b.-p1i7i.  ClMM.  1807.  20 
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ging  daraus  hervor,  dass  die  Krystalle  auf  dem  Baryurosulfat 
Sassen,  und  nicht  auf  der  Oberfläche  der  Losung;  diese  befand 
sich  zudem  in  einem  horizontal  gelegten  Proberöhrchen,  das  mit 
einem  Gummistopfen  verschlossen  war. 

75.  Zur  Warnung  vor  möglichen  Irrthttmern  auf  diesen) 
wenig  gekannten  Gebiete  will  ich  berichten,  dass  ich  die  eben 
erwähnten  Versuche  mit  Baryumsulfat  in  der  Absicht  angestellt 
hatte,  mich  von  der  Bildung  einer  gewissen  Menge  Baryumchlorid 
durch  Eindampfen  von  Salzsäure  über  Baryumsulfat  zu  über- 
zeugen. Gemäss  dem  durch  energetische  Betrachtungen  sehr 
wahrscheinlich  geraachten  Satze,  dass  alle  Stoffe,  welche  unter 
gegebenen  Verhältnissen  in  einem  homogenen  Gebilde  möglich 
sind,  auch  wirklich  sich  bilden,  wenn  auch  oft  nur  in  verschwin- 
dend geringer  Menge,  erwartete  ich  diese  Bildung,  und  gedachte 
das  ausserordentlich  empfindlich  analytische  Mittel,  das  in  den 
geschilderten  Verhältnissen  liegt,  zum  Nachweis  des  Vorhanden- 
seins zu  benutzen.  Der  Versuch  gelang  auch  in  der  That  jedes- 
mal; doch  zeigt  die  oben  geschilderte  Erfahrung,  wie  nothwendi^ 
es  ist,  in  jedem  Falle  sich  durch  den  Gegenversuch  von  der 
Bündigkeit  der  zu  ziehenden  Schlüsse  zu  überzeugen. 

76.  Es  wird  zum  Schlüsse  dieser  aphoristischen  Mitthei- 
lungen nicht  überflüssig  sein,  auf  die  analytische  Bedeutung  der 
Erscheinungen  hinzuweisen.  Seit  der  Erkenntniss  der  wahren 
Ursache  der  Krystallisation  der  übersättigten  Losungen  haben 
die  Forscher,  die  in  dem  Gebiete  experimentirt  haben,  insbe^ 
sondere  Violette,  Gbrnez  und  Lbcocq  de  Boisbavdran  nichts  ver- 
säumt, auf  die  analytische  Verwendbarkeit  dieser  AuslOsungs- 
Vorgänge  hinzuweisen.  Doch  hat  eine  wirkliche  Anwendung, 
vielleicht  mit  Ausnahme  des  Nachweises  von  einigen  Salzen  im 
Staube,  nicht  stattgeiunden;  sie  ist  in  der  That  von  einigen  Um^ 
ständen  abhängig,  die  klar  erkannt  sein  müssen,  bevor  von  einej 
sicheren  Anwendung  die  Rede  sein  kann. 

Liegt  die  zu  untersuchende  Probe  in  Gestalt  eines  festei 
Körpers  vor,  so  ist  die  Frage,  ob  ein  bestimmter  Stoff,  von  den 
man  eine  übersättigte  Lösung  herstellen  kann,  vorhanden  is( 
leicht  zu  beantworten,  und  die  oben  geschilderten  Messungei 
zeigen,  dass  man  sicher  Mengen  bis  zu  einem  hunderttausendsU 
Milligramm  erkennen  kann.  Das  ist  ungefähr  die  Grenze  de 
empfindlichsten  spectralanaly tischen  Reactionen,  und  man  ha 
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hier  den  Vortheil  einer  sehr  viel  grosseren  Mannigfaltigkeit  der 
uoterscheidbaren  Stoffe. 

Muss  der  zu  untegrsucbende  Stoff  erst  aus  einer  Lösung  ab^ 
.geschieden  werden,  so  büngt  die  Möglichkeit  des  Erkennens  da«- 
vuD  ab,  dass  man  ihn  in  eine  Verbindung  überfuhrt,  die  beim 
Verdampfen  unter  den  eingehaltenen  Verhältnissen  durch  ein 
SUdium  geht,  das  bezüglich  der  fraglichen  Verbindung  im  festen 
Mtande  labil  und  nicht  nur  metastabil  ist.  So  würde  mab  bei- 
spielsweise die  Gegenwart  des  Natriums  in  einer  Probe  durch 
Ueberfahren  in  das  Sulfat  und  Abdampfen  bei  mittlerer  Tempe- 
nior  nicht  nachweisen  können.  Denn  eine  NatriumsulfatlOsung 
wird  erst  bei  —8^  labil;  bei  höherer  Temperatur  giebt  sie  ent- 
weder das  Salz  mit  7//^0,  oder  das  wasserfreie  Salz,  die  beide 
auf  Lösungen  nicht  wirken,  die  für  gewöhnliches  Glaubersalz 
übersättigt  sind.  Natriumchlorat  wäre  dagegen  eine  geeignete 
Form^  da  dessen  wässerige  Lösung  beim  Eindampfen  durch  das 
bbile  Stadium  geht. 

77.  Wegen  der  Wirkung  der  isomorphen  Stoffe  verhalten 
^ich  gewisse  Lösungen  wie  Gruppenreagentien;  so  ist  besonders 
eine  Älaanlösung  ein  Hilfsmittel  zur  Erkennung  der  Sesquioxyde 
vie  der  Metalle  der  Kaliumgruppe.  Es  lässt  sich  absehen,  dass 
ffian  solche  Gruppenreactionen  mit  Einzelreactionen  derart  zu- 
sammenstellen kann,  dass  schliesslich  eine  Kennzeichnung  jedes 
anderen  Elements  gelingt. 

78.  Ein  ausserordentlich  empfindliches  Hilfsmittel  zur  Er- 
'^mung  des  Isomorphismus  ist  in  den  Auslösungserscheinungen 
zi^lchfalls  gegeben.  Und  zwar  ist  man  hier  ganz  sicher  gegen 
TiQScbungen  durch  Winkelähnlichkeiten  geschützt.  Die  Frage, 
"b  die  Definition  des  Isomorphismus  auf  diesem  Wege  mit  dem 
iQsbesondere  von  Bbtgers  hervorgehobenen  Kriterium,  der 
fdhigkeit,  Miscbkrystalle  zu  bilden,  übereinstimmende  Ergeb- 
ßi^Äe  zeigen  wird,  oder  nicht,  glaube  ich  bejahend  beantworten 
u  dürfen,  da  zufolge  der  oben  (S.  292)  gegebenen  Darstellung 
die  Fähigkeit,  Miscbkrystalle  zu  bilden,  die  Voraussetzung  dafür 
ist  dass  ein  Krystall  auf  die  übersättigte  Lösung  eines  isomor- 
f^en  .Salzes  auslösend  wirkt. 

79.  Auch  habe  ich  mich  überzeugt,  dass  nicht  nur,  wie 
sekoD  seit  langer  Zeit  festgestellt  worden  war,  übersättigte  Salz- 
i^migen  durch  isomorphe  Krystalle  zum  Erstarren  gebracht 
werden,  sondern  auch   überkaltete  Schmelzen.     Metachlorni- 

20* 
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trobenzol  lässt  sich  bis  auf  Zimmertemperatur  leicht  ttberkaUen, 
ohne  zu  erstarren ;  es  erstarrt  augenblicklich  bei  Berührung  mit 
einem  Giasfaden,  der  noch  so  leise  an  einem  Krystall  von  festem 
m-Bromnitrobenzol  gestrichen  worden  war.  Dagegen  ist  dat 
isomere  p-Ghlornitrobenzol  auch  in  grösseren  Stücken  ohne  jede 
Wirkung,  und  ebenso  p-Bromnitrobenzol. 

Leipzig,  Physiko-chemisches  Laboratorium. 
Februar  1897. 


Johannes  Wislicenas,  Die  tautomeren  Formen  des  Dibenzoyl^ 

Vor  einigen  Jahren  gewann  Bruno  Lobwenheim^)  in  meinem 
Laboratoriam  aus  dem  Benzylidenacetophenondibromttr^)  durch 
Zersetzung  der  siedenden  alkoholischen  Lösung  mit  einer  eben 
solchen  von  3  Hol.  Aetzkali  bei  kurzem  Kochen,  Sättigen  der 
Lösung  mit  Kohlensäure,  Abdestilliren  des  Alkohols,  Waschen 
d«sOeles  mit  Wasser,  Aufnehmen  in  Aether,  Trocknen  mit  Chlor- 
caldom  und  Verdunsten  des  Aethers  einen  aus  allen  Lösungs- 
mitteln in  langen  Prismen  und  Nadeln  krystallisirenden  Körper, 
der  bei  der  Analyse  die  Formel  C^ ,//|«0,  ergab.  Er  ist  somit 
imDiben3oylmethan^)\soineT,  besitzt  den  gleichen  Schmelzpunkt 
»ie  dieses  (77,5 — 78°)  4),  unterscheidet  sich  aber  von  letzterem 
3Qsser  in  seiner  Kryslallform  durch  seine  Unlöslichkeit  in  wässri- 
zen  Alkalien  und  durch  das  Ausbleiben  einer  Färbung  auf  Zusatz 
m  Eisenchlorid  zur  alkoholischen  Lösung.  Erst  bei  längerem 
i^tehen  tritt  letztere  ein,  indem  sich  der  LoEWENHEiii'sche  Körper 

r  Dissertation,  Leipzig  4890. 

1  CuiBER  &  Cläparedb,  Ber.  d.  d.  ehem.  Ges.  14,  2464. 

K  Ad.Bact»  dcPsMim,  Ber.d.d.chein.6es.l6,84  34;  Persin,  Chemie. 
HC.  JoiirD.47,  950  und  CLAisEit,  Ber.  d.  d.  ehem.  Ges.  20,  655  ond  Liebig's 
AQQalen  201,  83. 

V  In  den  Lehrbüchern  findet  sich  der  Schmelzpunkt  des  Dibenzoyl- 
'^eibaBsza84<' angegeben.  Es  Ist  dies  die  PBRKiN*sche  Zahl.  Die  Mitthei- 
3ogeD  alier  anderen  Forscher  erwähnen  den  Schmelzpunkt,  so  viel  ich  sehe, 
iKhX.  in  meinem  Laboratorium  ist  die  Verbindung  nach  den  Methoden 
^i^r  iriederholty  nach  der  neuesten  CLÄisBR*schen  Mittheilung  mehr  als 
»hoi&al  bereitet  und  auf  das  Sorgfältigste  gereinigt  und  mit  den  verschie- 
^«^t<n  Normalthermometern  auf  ihren  Schmelzpunkt  untersucht  worden. 
^-waaU  wurde  8<®,  sondern  ohne  jede  Ausnahme  77—78®  gefunden.  Letz- 
'*rp  Höhe  zeigte  übrigens  auch  ein  von  Claiser  an  meinen  Collegen  Prof. 
^  DiGDE  für  Untersuchungen  über  die  Absorption  elektrischer  Wellen  ge- 
^»^•ites  Präparat.  Die  Zahl  8^®  ist  daher  aufzugeben  und  dafür  77,5^—78« 
•^  s«lzeo. 
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allmählich  in  das  Dibenzoylmeihan  umwandelt.  Dasselbe  zr- 
schiebt  bei  IftDgerer  Einwirkung  von  Alkalien  und  Säuren,  in  <}^ 
Wärme  stets  weit  schneller  als  bei  gewöhnlicher  Temperalur. 

Die  neue,  dem  Dibenzoylmethan  nahe  stehende  Verblndim: 
verhält  sich  infolge  dieser  Unwandelbarkeit  gegen  die  meister 
Reagentien  wie  das  Dibenzoylmethan  selbst.  So  wird  sie  dam 
starke  Kalilosung  beim  Erhitzen  in  Benzoesäure  und  AcetopheQ  - 
gespalten,  durch  verdünnte  Salpetersäure  zu  Benzoesäure  cni 
Kohlensäure  oxydirt  und  liefert  mit  Phenylhydrazin  das  /-V- 
Triphenylpyrazol  von  Knorr  und  Laubhann^).  Durch  Hydrox.i- 
amin  werden  beide  Verbindungen  in  einen  bei  \  40^  schmeltciH 
den,  in  sechsseitigen  Prismen  krystallisirenden  stickstoffhaltig^ 
Körper  übergeftlhrt,  der  in  Wasser  und  Alkalien  anlöslich.  1-. 
kaltem  Alkohol  und  Aether  schwer,  in  Chloroform  leicht  lösütfa 
ist  und  durch  Erhitzen  mit  concentrirter  Salzsäure  auf  fiO^num 
verändert  wird.  Die  Analyse  ergab  die  Formel  C^^H^^^'0,  d.i 
Verhalten  aber  zeigt,  dass  ein  l-S'Diphenylisoxazol 

I 
CH 

II 

vorliegen  muss.  Da  das  neue  Isomere  mit  Essigsäureanh>dni 
nicht  in  einen  Ester  verwandelt  werden  kann,  bei  läDgenii 
Kochen  mit  demselben  vielmehr  ganz  unverändert  bleibt,  sokarn 
es  keine  Hydroxylgruppe  enthalten. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  das  BAEiER-PERKiN'sche  lotl 
CLAisEN^sche  sogenannte  Dibeuzoylmethan  wirklich  letztem  - 
d. b.  CJ!^ .  CO.  CH^ .  CO.  C^H^  —  sei,  fiel  die  fttr  den  neuen  Körjvi 
ursprünglich  nächstliegende  Formel  C^H^.C[OH}:CH  .GOCH 
infolge  der  ausbleibenden  Esterbildung  dahin  und  es  kam  L ' 
wENHBiH  daher  zu  der  Vermuthung,  seine  Constitution  möge  dk 
eines  Aethylenoxydes,  also 

CJL.CO 

I 

cir 
I  >o 

C,H,.CH 
sein,  weshalb  er  ihn  auch  *  Phevylbenzoylälhylenoayd^  nannt< 
i)  Berichte  d.  d.  ehem.  Ges.  21,  1S06. 
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Ich  habe  iD  der  unbehaglichen  Ueberzeugung,  dass  diese 
Hypothese  wahrscheinlich  doch  der  Wahrheit  nicht  entspreche, 
mit  der  Publication  der  LoBWENHBiM'schen  Arbeit  in  Fachzeit- 
schriften gezögert,  bis  eine  neue  Untersuchung  bessere  Auf- 
s<?hlüsse  ergäbe.  Uebrigens  erschien  die  hydratische  Formel 
C,H^.C{OH):  CH.CO.C^H^  doch  nicht  absolut  ausgeschlossen.  Die- 
selbe konnte  möglicherweise  auch  dem  alten  Dibenzoylmethan 
zakommen,  das  dann  der  neuen  Verbindung  geometrisch  isomer 
sein  würde : 

C,H,.C(OH)  C,H,,C{OH) 

R  und  II 

H.C.CO.C^H^  C^H^.CO.C.H 

Nachdem  einige  diese  Fragen  betreffenden  Arbeiten  anderer 
meiner  Schüler  resultatlos  verliefen,  wurde  die  Durchführung 
neaer  Untersuchungen  durch  andere  wissenschaftliche  Interessen 
ziirttckgedrängt,  bis  die  Studien  meines  Sohnes  Wilhelm  >)  und 
Claiseü's^]  zeigten,  dass  die  tautomeren  Modificationen  gewisser 
organischer  Kürper  eine  grössere  Beständigkeit,  als  man  ihnen 
vorher  zuzuschreiben  geneigt  war,  besitzen  können. 

Ich  habe  daher  neuerdings  mit  Herrn  H.  Wells  das  verglei- 
chende Studium  des  Dibenzoylmethans  und  des  LoBWENBEm^schen 
K()rpers  wieder  aufgenommen  und  neben  einigen  neuen,  aus  bei- 
den gleichartig  entstehenden  Derivaten  namentlich  eine  That- 
sache  aufgefunden,  welche  entscheidendes  Licht  in  die  Frage 
iirachte. 

Uebergiesst  man  nämlich  je  5  g  beider  Isomerer  mit  5  g 
Phenylpseudocyanat,  so  lösen  sie  sich  beim  Erwärmen  auf  etwa 
io*^  klar  auf.  Nach  einigem  Stehen  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
krystallisirt  die  LoEWBNHEiH'sche  Verbindung  anscheinend  un- 
verändert am  Boden  aus,  während  die  Dibenzoylmethanlösung 
vollständig  erstarrt. 

Nach  fünftägigem  Stehen  wurden  beide  Gemenge  mitPetrol- 
pentan,  in  welchem  die  ursprünglichen  Körper  sehr  schwer  lös- 
lich sind,  ausgezogen,  bis  sie  nicht  mehr  nach  Phenylpseudocyanat 
rochen.  Es  blieben  bei  Behandlung  des  LoEWBNHEiM'schen  Kör- 
pers etwas  mehr  als  4  g  einer  festen  Substanz  zurück,  welche 
stickstofffrei  war,  aus  warmem  Alkohol  und  Aether  wie  früher 

t]  Liebig^s  Annalen  291,  U7. 
1;  Ebenda  291,  25. 
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in  langen  Prismen  und  Nadeln  kryslallisirte,  in  alkoholischer 
Lösung  durch  £isenchlorid  nicht  direct,  sondern  erst  bei  län- 
gerem Stehen  gefärbt  wurde,  und  bei  77,5^  bis  78^  schmolz. 
Phenylpseudocyanat  hatte  daher  die  Verbindung  unverändert 
gelassen. 

Beim  Verdunsten  der  Petrolpentanlösung  hinterblieben  mehr 
als  5  g  einer  farblosen  Flttssigkeit,  welche  genau  wie  Phenyl- 
pseudocyanat roch,  aber  noch  einige  Nadeln  abgeschieden  hatte. 
Auf  Zusatz  von  5  g  absolutem  Alkohol  erwärmte  sie  sich,  verlor 
ihren  Geruch  und  erstarrte  nun  im  Vacuum  ttber  Schwefelsäure 
zu  grossen  Krystallen.  Dieselben  hinterliessen  beim  Auflösen  in 
Aether  noch  etwas  mehr  als  0,5  g  stickstofffreier  Prismen  von 
77 — 78^  Schmelzpunkt  und  auch  sonst  allen  Eigenschaften  der 
LoEWENHEm'schen  Verbindung.  Die  ätherische  Lösung  lieferte 
beim  Verdunsten  grosse  Krystalle  von  I%enylurethan,  C^H^.O 
CO.NH.C^H^,  welche  den  richtigen  Schmelzpunkt  bei  51,5^  bis 
52^  zeigten  und  durch  Erhitzen  mit  Anilin  auf  1 60^  den  bei  235'' 
schmelzenden  symmetrischen  Diphenylharnstoff  CO  [NH .  C^U^)^ 
lieferten. 

Das  feste  Product  aus  dem  altbekannten  sogen.  Dibenzoyl- 
methan  wog  bei  sorgfältigem  Ausziehen  mit  Petrolpentan  5,3  g  und 
war  stickstoffhaltig.  Der  von  allen  Lösungsmitteln  ausserordent- 
lich schwer  aufgenommene  Körper  Hess  sich  aus  viel  siedendem 
absolutem  Alkohol  umkrystallisiren.  Er  schied  sich  in  schimmern- 
den schneeweissen  Flocken  ab,  die  aus  äusserst  feinen  langen 
geradffächig  endenden  mikroskopischen  Prismen  bestanden  und 
sofort  den  constant  bleibenden  Schmelzpunkt  {S\^  besassen. 

Die  Petrolpentanlösung  hinterliess  beim  Verdunsten  wenig 
unverändertes  Phenylpseudocyanat,  das  durch  Alkohol  in  das 
Urethan  umgewandelt  und  als  solches  durch  Aether  von  einem 
geringen  Rückstande  getrennt  werden  konnte.  Letzterer  schmolz 
direct  bei  4  84^.  Die  alkoholischen  Mutterlaugen  gaben  mit  Eisen- 
chlorid keine  Färbung.  Es  war  somit  alles  Dibenzoylmctban  in 
den  neuen  Körper  umgewandelt  worden. 

Die  Zusammensetzung  des  letzteren  entsprach  der  Formel 


C„H„NOy 

Berechnet 

Gefunden 

C    76.97  Proc. 

76.98  Proc 

//      4.96     » 

5.09     » 

N     4,08     > 

4.24     > 
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d.  h.  der  directen  Samme  von 

Dibenzoylmethan       0^^H^^  0, 
+  Phenylpseudocyanat  C,  //^  0  N 

Solche  Additionen  von  Pseudocyanat  aber  finden  mit  alkoholi- 
schen HydroxylverbinduDgen  unter  Bildung  von  Urethankörpern 
stau. 

Aus  diesen  Thatsachen  folgt,  dass  das  bisher  sogenannte 
Dibenzoylmethan  seinen  Namen  mit  Unrecht  trägt,  vielmehr  das 
a-OxifienzyltdenrAcelophenon  ist: 

C.OH       COiN.CJI^        COXO.mLC^H^ 

0  II 
CH     +                        =  CH 

1  I 
CO                                      CO 

I  I 

Dagegen  ist  das  Loewetiheim^sche  Isomere  das  wahre  Dibenzoyl- 
methan, 

Auch  die  Bildung  der  beiden  tautomeren  Formen  ist  nun 
leicht  versländlich. 

Das  a-Oxybenzyliden'Acetophenon  entsteht  nach  dem  Claisepi- 
schen  Verfahren  aus  Benzoösaurecster,  Nalriumälhylat  und  Ace- 
topbenon  nach  folgenden  Gleichungen  zunächst  als  Natriumver- 
bindong: 


fW" i  io 

Das  wahre  Loewefiheim^sche  Dibensyolmethan  dagegen  aus  Ben- 
zNlidenacetophenondibromttr  durch  Alkali: 
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I  I  I 

CHBr       KOH  C:::+0=C=0 

I  =iliBr+H,0+  I  I         I 

CHBr  +  KOH  CH—       H       CH, 

I  I  I 

CO  CO  CO 

I  I  I 

C,H,  CJI,  C,H, 

Eine  ausfObrlichereÄbhaDdiung  über  diese  UniersuchungeD 
mit  weiteren  neuen  Thatsachen  wird  wobl  noch  im  Laufe  des 
Jabres  in  den  Bericbten  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft 
erscheinen. 


GESAMMTSITZÜNG  DER  GESELLSCHAFT 

ZUR  FEIER  DES  GEBURTSTAGES  SR.  MAJESTÄT  DES  KÖNIGS 
AM  23.  APRIL  4897. 

Vortrag  hielt 

Herr  Johannei  Wiilicenui,  o.  M.:  Die  geometrisch-isomeron  Pscudo- 
butylene. 

Johannes  Wislicenni,    Die  geometrisch  ^  isomeren   Pseudo^ 

biUylene. 

So  zahlreiche  F&lle  geometrischer  Isomerie  ungesättigter 
organischer  Verbindungen,  bei  denen  jedes  der  beiden,  unter- 
einander doppelt  gebundenen  Kohlenstoffatome  mit  zwei  ver- 
schiedenen Elementaratomen  oder  zusammengesetzten  Radicalen 
vereinigt  ist,  auch  bekannt  geworden  sind,  so  fehlt  es  doch  noch 
vollständig  an  isomeren  Kohlenwasserstoffen  dieser  Art. 

Die  einfachste  derartige  Verbindung  würde  das  symme- 
trische Dimethyläthylen,  CH^.CHiCH.CH^,  sein,  von  welchem 
wir  im  Pseudobutylen  die  eine  der  beiden  möglichen  Configu- 
rationen  ' 

CH^.G.H  H.C.CH^ 

II  und  II 

CH^.CJI  CH^,C.H 

kennen,  und  zwar  die  erste,  die  »plansymmetrische«,  mit  corre- 
spondirender  Stellung  der  beiden  Methylgruppen ,  und  ebenso 
der  beiden  Wasserstoffatome.  Diese  Configuration  des  Pseudo- 
batylens  ist  in  mehreren  Arbeiten  von  mir  und  meinen  Schülern  * ) 
darch  den  Nachweis  festgestellt  worden,  dass  dasselbe  bei  Be- 
handlang seines  Dibromürs  mit  einem  Molekül  Alkali  in  ein 
Monobrompseudobutylen  mit  centrisch- symmetrischer  Stellung 
der  Methylgruppen  übergeht: 


4)  WisLicENUs  und  HöLz,  Liebig^s  Aonalen 250,  i30  u.f.  undWiSLiCENus 
VertiandluDgen  der  Naturforscherversammlang  zu  Frankfurt  a/M.  4  896  Bd.  i. 
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CHyC.H 

(I)  II    +Br,= 

CIL.CJI 
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CH.   Br    H 

H  CH.  Br 

H 

C 

C 

/|\ 
CH,    Br    II 

CH,  Br  H 

■HBr 

~c/. 

H 

C 
\ 
Br 

o\ 


(Siedep.  92—93 

wogegen  das  geometrisch-isomere  Brompseudobutylen  mit  plan- 
symmetrischer oder  »correspondirender«  Stellung  der  Methyl- 
gruppen durch  Addition  von  \  Mol.  Bromwasserstoff  an  das 
Dimethylacetylen  oder  Crotonylen  entsteht: 

m  l     +UDr=  n 

I  /\ 

»  (Siedep.  84—85«) 

Entsprechend  diesen  Cionfigurationen  wird  aus  der  ersteren, 
der  centrtsch- symmetrischen  Modification  durch  weitere  Be- 
handlung mit  Alkali  viel  schwerer  Bromwasserstoff  unter  Bildung 
von  Dimethylacetylen  abgespalten,  als  aus  der  letzten,  der  plan- 
symmetrischen. 

Nach  der  Feststellung  dieser  Verhältnisse  Hessen  sich  die 
Gonfigurationen  der  beiden  längst  bekannten  a-ß-Dimethyl-Acryl" 
säuren,  oder  Methylcrotonsäuren  CH^.CH:C(CH^).CO.OH,  der 
Angelicasäure  und  Tiglinsäure  ermitteln,  deren  Dibromüre  beim 
Erwärmen  ihrer  neutralen  Natrinmsalzlösungen  unter  Kohlen- 
säureentwickelung und  Abspaltung  von  Bromnatrium  je  eines 
der  beiden  Monobrompseudobutylene  liefern.  Da  die  Angelica- 
säure hierbei  das  durch  Alkali  schwer  zersetzbare  Bromttr  giebt, 
so  muss  sie  selbst  die  Methylgruppen  in  correspondirender 
Stellung  enthalten: 


CH,  U  CIJ,   Br   //  //  C7/,i  Br 

(III)         II  +Br,=  I 


i 


U  CH 

II 


C  C  C  \  ]  c 


C7/3        CO.OH  CH^  Br  CO.OH    Cll^  Br\C().ONa 

(Angelicasäure) 


G//3        Br 
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die  Tiglinsäure  dagegen,  ans  deren  Dibromür  das  durch  Alkali 
leicht  zersetzbare  plansymmeiriscbe  Brompseudpbutylen  er- 
halten wird,  muss  die  Methylgruppen  in  centrisch-symmetrischer 
Stellung  binden: 


// 


IVl 


'         CH,                 II  Br   CH.          CIL  II  Ui 

^     CIL        11 

\/             ^1/          ^.'/ 

1       ^c/ 

II  .        +»»•,=          1                 =11 

'=          1 

C                               C                          Cl 

c 

/  \             /l\          /l% 

/    \ 

r,      CO.OII           CH,  Br  CO.OH    CH,  Br\  CO.ONa 

i      CH,         Bt 

[Tiglinsäure) 


In  analoger  Reaction  mtlssen  sich  nun  aus  der  AngelicasSlure 
nnd  Tiglinsäure  die  beiden  symmetrischen  Dimethyläthylene  dar- 
stellen lassen,  wenn  es  gelingt,  aus  ihnen  durch  Addition  von 
Halogenwasserstoff  zunächst  zwei  verschiedene /^-Halogen  a-Me- 
thylbuttersäuren  zu  gewinnen,  und  zwar  muss  dann  die  Tiglin- 
säure das  schon  bekannte  plansymmetrische Pseudobutylen  liefern: 


H 


CH^ 


u 

C 

/  \ 

CH,        CO.OH 
Tiglinsäure) 


+  IIJ= 


H    J     CIL 

I 
C 


CH,  //■:  J 

\\y 

c\ 

I  i 
c\ 

/IN 


CH,    H    CO.OH     CH,   H\  CO.ONa 


(H^ 


/ 

eil. 


c 

II 
c 


während  das  Additionsproduct  ^er  Angelicasäure  die  bisher  nicht 
bekannte  cenlrisch-tymmelrische  ModificcUion  geben  muss: 


// 


// 


CH,         H 

I 

C 

/    \ 


CH,   J 


H 


-\-HJ= 


II  CH,\  J 


CH, 


CO.OH 


(AngelicasHure) 


I  =       li 

c  c\ 

/l\  /l>s 

CH,    H    CO.OH    CH,  H  \  CO.ONa 


H 


CH, 


=  II 

c 

/  \ 


CIL 


H 


Die  Gonfiguration  des  letzteren  aber  wird  bewiesen  sein, 
wenn  man  anstatt  des  nach  Gleichung  (I)  aus  dem  bekannten 
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Crolonylen  entstehenden ,    durch  Alkali  schwer  zersetzbaren 
centrisch-symmetrischen  Brompseudobutylens 


//      c«. 

^c"' 

c 

/  \ 

CH,        Br 

aus  ihm  durch  Addition  von  Brom  und  Abspaltung  von  Brom- 
Wasserstoff  das  durch  Alkali  leicht  zersetzbare  plansymmetrische 
Brompseudobutylen  erhält: 


// 

\ 

CH 

1 

U  Br   eil. 

CH,  H  Br 

CH,         l 

(VII) 

/ 

CH, 

II 

C 

// 

+  Är, 

/i  \ 

CH,  Br  H 

C 

/l\ 
CH,  Br  H 

-llBr 

=         « 

c 

/  \ 

CH,        B 

// 


Mit  der  Ausführung  der  betreffenden  Versuche  hatte  ich  vor 
fast  zehn  Jahren  Herrn  Henry  Paul  Talbot  ^)  betraut,  dem  die  Lösung 
der  Aufgabe  auch  so  weit  gelang,  dass  er  aus  der  TiglinsSiure  und 
Angelicasäure  durch  Verbindung  mit  Jodwasserstoff  zwei  ver- 
schiedene Hydrojodsäuren  der  Formel  CHyCIIJ.CH{CH^).C0.OIi 
erhielt,  deren  Natriumsalze  beim  ErwSrmen  ihrer  Lösungen  gas- 
förmige Butylene  gaben ,  welche  je  mit  1  Mol.  Brom  zu  Dibro- 
müren  verbunden  wurden,  aus  denen  dann  durch  4  Mol.  Kali 
die  erwarteten  verschiedenen  Monobrompseudobutylene  wenig- 
stens annähernd  rein  gewonnen  wurden.  Von  den  erwarteten 
Pseudobutylenen  waren  bei  der  ausserordentlichen  Kostspielig- 
keit der  Ausgangsmaterialien  nicht  genügende  Quantitäten  her- 
stellbar, die  zu  einer  Isolirung  und  Untersuchung  in  Substanz 
ausgereicht  hätten.  Mein  Assistent,  Herr  Martin  Henzb,  nahm 
daher  die  Untersuchung  neuerdings  wieder  auf  und  führte  sie 
mit  grossem  Geschick  zu  voll  befriedigendem  Abschlüsse. 


4)  Dissertation,  Leipzig  4890. 
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Schon  vor  \S  Jahren  hat  A.  Fittig  durch  Alexander  Pagek- 
*^TicHBR  1)  die  TigHnsäure  und  Angelicasäure  durch  Auflösen  in 
bei  0°  gesättigter  Bromwasserstoffsäure  mit  letzterer  in  Yer- 
bioduDg  gebracht,  aber  aus  jeder  der  beiden  Isomeren  immer 
nnr  die  gleichej  bei  66^ — 66,5°  schmelzende  9  Hydrobromtiglin- 
säure«  CH^.CHBr.CH(CH^).CO,OH  erhalten.  Fast  um  dieselbe 
Zeit  stellte  Ernst  Schmidt 2)  aus  der  Angelicasäure  durch  gleiche 
Behandlung  mit  Jodwasserstoff  ein  als  «Hydrojodangelicasäurea 
bezeichnetes  Additionsproduct  dar,  das  bei  46°  schmolz.  Daneben 
wurde  eine  kleine  Menge  einer  bei  76°  noch  nichtflüssig  werdenden 
Verbindung  gewonnen,  aber  nicht  weiter  untersucht.  Die  als 
Methylcrotonsäure  bezeichnete  TigHnsäure  dagegen  gab  ein  zwar 
isomeres,  aber  bei  86,5°  schmelzendes  Product.  Beide  wandelte 
er  durch  Behandlung  mit  nascirendem  Wasserstoff  in  die  gleiche 
Valeriansäure,  die  Methyl-Aetbyl-Essigsäure,  um. 

Als  Herr  Talbot  ähnlich  wie  Pagbnstegiier  die  TigHnsäure 
und  Angelicasäure  mit  wässriger  Bromwasserstoffsäure  be- 
handelte, gelangte  er  zu  demselben  Ergebnisse.  Auch  bei  An- 
wendung einer  Absorption  von  Bromwasserstoff  in  Chloroform 
entstand  aus  beiden  die  eine  PAGSNSTECHBa'sche  Hydrobromtiglin- 
säure  von  66° — 66,5°  Schmelzpunkt,  während  durch  Brom- 
wasserstoff in  Aethyläther  der  Ester  dieser  einzigen  Säure  ge- 
bildet wurde. 

Bei  Wiederholung  der  Versuche  E.  Sgrvidt's  mit  wässriger 
Jodwasserstoffsäure  wurden  die  Angaben  des  letzteren  zwar 
ebenfalls  im  Allgemeinen  bestätigt  gefunden,  aber  gleichzeitig 
die  Beobachtung  gemacht,  dass  die  »Hydrojodangelicasäure« 
sicherlich  kein  reiner  Körper  war.  Durch  Öfteres  Umkrystallisiren 
gelang  es,  aus  ihr  etwas  »Hydrojodmethylcrotonsäurecr  von  84° 
bis  86,5°  Schmelzpunkt  zu  isoliren,  während  das  Hauptproduct 
zwischen  46° — 50°  flüssig  wurde  und  sich  absolut  nicht  auf 
scharfen  constanten  Schmelzpunkt  bringen  Hess. 

Es  wurde  daraufhin  eine  gesättigte  Absorption  von  Jod- 
wasserstoff in  Chloroform  angewendet,  die  im  Cubikcentimeter 
OjOi  g  HJ  enthielt.  In  ihr  wurde  wesentlich  weniger  als  die  dem 
Jodwasserstoff  äquimolekulare  Menge  der  ungesättigten  Säuren 
gelöst,  und  nach  siebentägigem  Stehen  in  der  Kälte  der  Jodwasser- 


4)  Liebig's  Annalen  186,  4  09. 

5)  Berichte  d.  d.  ehem.  Ges.  12,  252. 
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sloflfüberschuss  mit  dem  Chloroform  im  trocknen  Luftstrome  al>- 
gedunstet. 

Aus  Petrolatherumkrystallisirt  nahm  die  Hydrojodtiglinsäure 
den  mit  Sghiiidt's  Angabe  übereinstimmenden  Schmelzpunkt 
86,5°— 87®  leicht  constant  an,  während  die  »Hydrojodangelica- 
saure«  ebenso  auf  den  Schmelzpunkt  59,5° — 60,5°  gebracht 
werden  konnte.  Beide  Hydrojodsauren  zeigten  bei  der  Analyse 
zur  Formel  C^H^JO^  stimmende  Gehalte  an  Jod. 

Auch  die  Löslichkeitsverhaltnisse  beider  jodhaltiger  Säuren 
erwiesen  sich  als  wesentlich  verschiedene.   So  lösten 

4  00Thene  Petrolfilher:    HydrojodtiglinsKure    HydrojodangelicasSure 
bei  20— 20,5°  3,9   Theile  46,8Theile 

>    24°  4,05      .  22,4      » 

400  Theile  Wasser  dagegen 

bei  20°  0,64  Theile  1 ,49  Theile 

»    20,5°  0,65      »  1,55      » 

Mit  \  Mol.  Tiglinsäure  im  MOrser  zusammengerieben,  geben 
beide  Jodsäuren  ein  festes  pulverförmiges  Gemisch,  mit  Angelica- 
säure  die  Hydrojodtigiinsäure  ein  ebensolches,  die  Hydrojod- 
angelicasäure  dagegen  sofort  ein  Oel.  Hydrojodtigiinsäure  kry- 
stallisirt  in  wohlausgebildeten  Tafeln,  Hydrojodangelicasäure  in 
langen  Prismen. 

Zu  denselben  Resultaten  gelangte  Herr  Henzb.  Seine  Hydro- 
jodtigiinsäure schmolz  möglichst  gereinigt  bei  86° — 87°  die 
Hydrojodangelicasäure  bei  58° — 60°   meist  zwischen  56° — 58°. 

Beim  Erwärmen  der  wässrigen  Lösungen  der  mit  Hülfe  eines 
Überschusses  von  Soda  dargestellten  Natriumsalze  erfolgt  schon 
zwischen  30°  und  40°  die  in  den  Gleichungen  (V)  und  (VI)  dar- 
gestellte Spaltung  in  Jodnatrium,  Kohlensäure  undPseudobutylen. 
Lässt  man  das  getrocknete  Gasgemenge  durch  U-förmige,  mitEis- 
und  Kochsalz  gekühlte  Röhren  treten,  so  condensiren  sich  die 
Pseudobutylene  zu  leichten,  äusserst  beweglichen  und  verdampf- 
baren Flüssigkeiten,  die  sich  in  ihren  Siedepunkten  etwas  unter- 
scheiden. Letztere  waren,  wie  immer  bei  tiefer  Lage,  mit  Sicher- 
heit nur  in  einem  Räume  bestimmbar,  dessen  Temperatur  sehr 
niedrig,  etwa  um  0°  herum  lag.   Dabei  destillirte  dasjenige 

CH^.C.H 

aus  Hydrojodtigiinsäure  II       bei  4°  bis  4,5°  plansyni- 

metrische  Pseudobutylen; 
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aus  Hydrojodangelioasättre  II  bei  2,5^  centrisch- 

CHyC*  H 

symmetrische  Pseudobutylen. 

Ersteres  ist,  wie  vorausgesehen^  das  bereits  bekannte  »Psendo- 
botylen«,  dessen  Siedepunkt  LnniBN^)  bei  einem  Drucke  von 
744,4  mm  sa  +  1®  fand.  Die  Dämpfe  beider  wurden  von  Brom 
begierig  absorbirt.  Durch  Waschen  mit  verdünnter  Kalilauge 
wurden  die  Dibromüre  farblos  erhalten,  und  nach  dem  Trocknen 
Ober  Ghloroaloium  rectifictrt. 

Das  reine  analysirte  Dibromür  aus 

CH^  Br  H 

\l/  ging  ttber  bei 

C 
Hvdrojodtiglinsaare  |  \  58^ 

C 

/l\ 
C//,  Br  H 

H  Br  CU. 

^K    ■ 

Hydrojodangelicastture  |  164^ 

C 

/l\ 
Ctf,  Br  CH^ 

je  unter  einem  Druck  von  766  mm. 

Aus  ihnen  wurde  durch  Erwärmen  mit  etwas  mehr  als  der 
iDolekuIaren  Menge  Kali  in  alkoholischer  Lösung  je  \  Mol.  Brom- 
wasserstoff abgespalten  und  so  nach  den  Gleichungen  (I)  und 
IVII;  die  beiden  Monobrompseudobutylene  CH^ .  CBr :  CBr,  CH^  mit 
ihren  schon  früher  bekannt  gewordenen  Siedepunkten:  jetzt 


bei  93,5° 


H.C.CH, 

aus  Tiglinsäare 

CH, 

CBr 

CH^ 

.C.H 

aas  AngelicasMure 

CH^ 

H 
.CBr 

gewonnen. 

bei  85° 


1)  Uebig's  Annalen  160,  408. 
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In  gleichen  abgewogenen  Quantitäten  wurden  dieselben  mit 
gleichen  Mengen  alkoholischer  KalUösung  in  Glasröhren  ein- 
geschmolzen und  nebeneinander  genau  gleich  lange  im  sieden- 
den Wasser  (etwa  eine  Viertelstunde)  erhitzt.  Nach  gleich 
schnellem  Erkalten  wurden  die  Rohren  geöffnet,  die  Inhalte  mit 
Wasser  verdünnt,  mit  Salpetersäure  schwach  angesäuert  und 
das  aus  den  MonobromtLren  abgespaltene  Brom  mit  Silbernitrat 
gefallt  und  als  Bromsilber  gewogen.  Aus  den  so  gefundenen 
Brommengen  wurden  alsdann  die  Quantitäten  des  zersetzten 
MonobromUrs  ermittelt  und  in  Proeenten  der  angewendeten 
Mengen  letzterer  berechnet. 

Dabei  ergab 

I  II 

aus  Tiglinsäure-Pseudobutylen         12,2^   11,1^ 
zersetzte  Antheile 

aus  Angeiicasäure-Pseudobutylen    87,4  »     88,5  » 
zersetzte  Antheile 

Damit  aber  ist  der  Beweis  geliefert,  dass  thatsächlich  das 

CH^.CH 
Pseudobutylen  aus  Tiglinsäure  II     die  plansymmetrische^ 

CH^ .  CH 

CH,,CH 
aus  Angelicasäure  II  die  centrisch-symmetrische  Mo- 

H ,  C  C/fj 

dification  sein  muss,  wie  es  theoretisch  vorauszusehen  war. 


H.C.CH, 

CH, 

1 

.C.Br 

CHy 

.C.H 

CHy 

II 
.C.Br 

SITZUNG  VOM  3.  MAI  4  897. 

Yortrüge  hielten 
<.  Herr  Ad.  BfAYER,  o.  M. :  Vorlegung  einer  Abbandlang  von  J.  Thomae,  o.  M. : 

Lineare  Consiruction  der  Flttche  zweiter  Ordnung  aus  neun  Punkten. 
1  Derselbe:  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  Ed.  y.  Weber -München: 

R^umö  einer  Integra tionstbeorie  höherer  partieller  Differentialprobleme. 
i.  HerrSephnaLie,  o.M.:  Die  Theorie  der  Integralinvarianten  ist  ein  Corro> 

lar  der  Theorie  der  Differentialinvarianten. 

J.Thomaey  Lineare  C<mstnsctioa  der  Flache  zweiter  Ordnung 
m  neun  Punkten.  Ergänzung  der  gleichnamigen  Abhandlung 
in  den  Berichten  von  1 89S. 

In  der  Sitzung  vom  3.SeptJ89S  habe  ich  eine  lineare  Con- 
stmction  einer  Fläche  F  zweiter  Ordnung  aus  neun  Punkten  ge- 
sehen nach  einer  Methode,  die  sich  als  eine  Modification  der 
ältesten  Construction  vonHBSSE  erweist  und  sich  von  ihr  dadurch 
QDterscheidety  dass  sie  den  Punkt  P,  für  den  eine  Polarebene  in 
Bezog  auf  die  gesuchte  Flttche  F  ermittelt  wird,  so  wtthlt,  dass 
Hch  die  Construction  wesentlich  vereinfacht.  Sind  die  neun 
Punkte  reale,  so  bedurfte  es  nur  der  Zeichnung  von  dreimal  drei 
Ebenen,  die  durch  je  ein  gegebenes  Ebenenpaar  von  P  harmo- 
Disch  getrennt  sind. 

Sind  unter  den  neun  Punkten  ein  bis  drei  Paare  aggregirt 
M^ler  (conjugirt  imaginSrer),  so  ist  die  dort  gegebene  Methode 
i^  anwendbar,  wenn  schon,  wie  bemerkt  wurde,  die  Auffin- 
,  dnng  der  P  für  gewisse  Gruppen  von  je  sechs  der  gegebenen 
Punkte  oonjugirten  Punkte  etwas  complicirter  wird.  Wenn  aber 
vierPaare  aggregirt  idealer  Punkte  sich  unter  den  neun  befinden, 
so  bedarf  die  Methode  der  Ergänzung,  die  ich  hier  geben  will. 
^ei  wird  es  nun  nicht  mehr  nöthig  sein,  erst  einen  Kegel- 
sebnitt  der  Flache  (durch  Zeichnung  von  fünf  seiner  Punkte)  her- 
s^istellen,  sondern  es  wird  auf  einer  Geraden  durch  einen  (realen) 

2<* 
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der  gegebenen  Punkte  der  zweite  unmittelbar  gefunden,  und 
ebenso  auf  einer  beliebigen  Geraden  die  zu  F  gehörende  Invo- 
lution conjugirter  Punkte.  —  Eine  von  Herrn  Hossfelb  im  Jahr- 
gang 33  der  SchlOmilch' sehen  Zeitschrift  auf  Seite  \  87  gegebene 
sinnreiche  Gonstruction  der  Flüche  F  aus  einem  realen  und  vier 
Paaren  aggregirt  idealer  Punkte  erfordert  die  Construction  des 
Schnittes  einer  Geraden  mit  zwei  Hyperboloiden,  und  ist  des- 
halb nicht  linear.  —  Ich  schliesse  hieran  einige  SSitze,  die  durch 
die  anzustellenden  Betrachtungen  nahegelegt  werden. 

§  \ .  Auf  den  Geraden  y^  y^  /,  y^  seien  bez.  die  Punkt- 
paare A^B^,  ^Aj  -^«^3»  -^4^4  8®8®^ö^;  ^^®  ^^^®  ^^'^  aggregirt 
ideale  sein  können,  und  M  sei  ein  neunter  realer  Punkt.  Auf 
einer  Geraden  d  durch  M  soll  der  zweite  Schnittpunkt  von  d  mit 
der  durch  die  neun  Punkte  A^  .  .  B^U  bestimmten  Fläche 
zweiter  Ordnung  F  linear  gefunden  werden. 

Durch  einen  Punkt  N^  auf  d  und  die  Geraden  y,  y,  y^  legen 
wir  drei  Ebenen  g^g^g^,  die  y^  bez.  in  C^^C^iC^^  treffen  mögen. 
Dann  ermitteln  wir  nach  der  in  den  Berichten  von  4899  S.  547 
gegebenen  Methode  die  drei  Punkte,  die  N^  für  die  Gruppen  von 
je  sechs  Punkten 

^i^t^u^s^jCj,  auf  s.ff,, 
A,B,C^^  A,B,C,,  auf  y,(/,, 
A.B^C^,  A^B^C^^  auf  (/,(/, 

in  dem  dort  definirten  Sinne  oonjugirt  sind.  Die  durch  diese 
drei  Punkte  bestimmte  Ebene  n^  ist  die  Polarebene  des  Punktes 
N^  für  die  Flttche  O'  zweiter  Ordnung,  die  die  Punkte  A^B^, 
A^B^jA^B^  und  die  Gerade  /«  enthält.  Sie  mtfge  die  Gerade  ö 
im  Punkte  iV/  schneiden. 

Lage  N^  auf  dem  Hyperboloid  CZ^',  so  konnte  n^  die  Geradd 
d  ganz  enthalten,  und  iV;  wäre  unbestimmt.  Dann  nimmt  maii 
für  iV^  einen  anderen  Punkt  auf  d,  wodurch  sich  <Z>'  nicht  ander 
Liegt  auch  dieser  Punkt  auf  (Z>',  und  enthalt  n^  d,  so  liegt  d  gai 
in  dieser  Flache,  sie  ist  die  durch  A^  .  .  B^M  bestimmte  Fläcb 
und  es  liegt  nicht  ein  zweiter  Schnittpunkt  von  d  in  ihr,  sondeil 
d  tülli  ganz  in  sie.  Geht  aber  die  Polarebene  dieses  zweite 
Punktes  nicht  durch  d,  so  fallt  Nl  mit  N^  zusammen. 

Im  Allgemeinen  also  gehtfrt  zu  N^  ein  bestimmter  Punkt . 
auf  d,  der  ihm  für  O'  conjugirt  ist,  und  zu  einem  Punkt  A,  auf 
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eio  Ponkt  N^,  der  ihm  fttr  dieselbe  Fläche  (V  conjugirt  ist.  Die 
iDvolation 

ist  die  zar  Fläche  0'  gehörige  InvolutioD  auf  d,  sie  wird  linear 
gefunden. 

In  derselben  Weise  finden  wir  auf  d  die  Involution 

/&r  eine  Fläche  a>"conjugirter  Punkte,  die  die  Punkte  A^  B^,  A^  i^„ 
^^B^  und  die  Gerade  y^  enthält. 
Die  beiden  Involutionen 

bestimmen  eine  dritte,  deren  Doppelelemente  von  ihrem  gemein- 
samen Paare  gebildet  werden,   linear.     In  der  Projectivität 

nämlich 

die  durch  die  ersten  drei  Elementenpaare  bestimmt  ist,  mögen,. 
wie  schon  angeschrieben  ist,  den  Punkten  N^X'i  als  Punkten  der 
ersten  Reihe  L\Li  als  Punkte  der  zweiten  Reihe  entsprechen. 
Werden  dann  L^L'i  so  bestimmt,  dass 

y.irmLi ,   .Vi .v;'i; r; . . , 

bannoDische  Würfe  sind,  so  ist 

die  Involution,  die  der  Flächenbttschel  ((Z>',  0')  auf  d  bestimmt, 
and  der  in  dieser  Involution  M  zugehörige  Punkt  M'  ist  der 
trinkt,  den  d  mit  den  durch  die  neun  Punkte  A^, ,  B^M  be- 
stimmten Flächen  neben  M  noch  gemein  hat. 

§  2.  Für  die  Bestimmung  der  Involution  N'IL[ .  A'JL;  . . . 
ist  es  nicht  von  Belang,  dass  d  den  Punkt  M  enthält.  Wir  dürfen 
daher  behaupten,  auf  einer  beliebigen  Geraden  q  die  Involution 
KK .  ä,'ä;  . . .  linear  gefunden  zu  haben,  die  der  Büschel  (0)'  (D") 
bestimmt. 

Die  Polarebenen  des  Punktes  M  für  die  Flächen  des  Büschels 
'/>'<Z>"^;  bilden  einen  den  Flächen  projectiven  Ebenenbüschel,  der 
^  m  den  Punkten  S^  S^...  scheiden  möge.  Es  ist  dann  S^  S, . . . 
:  R;ü;  .  A;  A;.  . .     Die  Polarebene  des  Punktes  M  für  die  durch 
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ihn  gehende  Fläche  F  des  Bttscbels  geht  durch  M  selbst  und  ist 
deshalb  linear  construirbar.  Sie  treffe  q  in  S,  und  es  entspreche 
S  als  Punkt  der  Reihe  S,  S«. . .  das  Paar  KK'  der  ihr  projectiven 
Involution  Ä;Ä;'.Ä;fl;'... /dann  sind  KBT  die  Punkte,  die  die 
durch  die  neun  Punkte  A^,,.B^M  gegebene  Flflche  mit  q  gemeio 
hat.  Sie  zu  construiren  ist  natttrlich  eine  quadratische  Aufgabe, 
hingegen  giebt  die  Theorie  der  Kegel schnittbüschel  oder  derlo- 
volutionen  auf  Kegelschnitten  Mittel  an  die  Hand,  die  Involution 
linear  zu  construiren,  in  der  B!  R"  doppelte  Punkte  sind,  die  In- 
volution für  F  conjugirter  Punkte  auf  q. 

Die  hier  gegebene  Methode  ist  offenbar  auch  anwendbar, 
wenn  die  Punkte  A^B^,  ^t^tt  -^j-^s»  ^%^%  ®'^^  ^^^^  *"™  Theil 
reale  sind.  Vielmehr  vereinfacht  sie  sich  in  solchen  Fallen,  weil 
dann  der  ^\  fttr  Gruppen  von  sechs  der  gegebenen  Punkte 
conjugirte  Punkt  leichter  zu  finden  ist.  Sie  macht  nicht,  wie  die 
in  den  Berichten  von  1 89S  gegebene,  erst  die  Construction  eines 
Kegelschnittes,  durch  Ermittelung  von  fttnf  Punkten  desselben, 
nOthig,  sondern  giebt  den  zweiten  Punkt  auf  einer  Geraden  durch 
einen  realen  der  gegebenen  Punkte  unmittelbar. 

Andererseits  muss  aber  bemerkt  werden,  dass  es  einen 
speciellen  Fall  giebt,  in  dem  die  Methode  versagt.  Wenn  näm- 
lich die  Flächen  0'  O*'  identisch  sind,  wie  man  auch  die  Indices 
auf  die  Geraden  y^  y^y^y^  vertheilen  möge,  also  wenn  diese  Ge- 
raden ohne  sich  zu  schneiden  auf  demselben  Hyperboloid  liegen, 
denn  dann  wird  durch  (Z>'(Z>"  kein  Flächenbtlschel  bestimmt. 
Dieser  Fall  bietet  einerseits  die  Erleichterung,  dass  eine  durch 
die  acht  Punkte  .1^  , ,  ,B^  gehende  Fläche  zweiter  Ordnung  un- 
mittelbar gegeben  ist.  Die  Auffindung  einer  zweiten  Fläche 
durch  diese  Punkte  ist  aber  weniger  einfach.  Man  kann  dann 
etwa  nach  der  Methode  des  Herrn  Hosspeld  (Schlömilch's  Zeit- 
schrift, Jahrg.  33)  von  der  durch  A^  J7,,  A^B^^  A^B^  bestimmten 
Curve  dritter  Ordnung,  von  der  y^  eine  Seoante  ist,  einige  reale 
Punkte  construiren,  und  dann  ein  zweites  Hyperboloid  her- 
stellen, das  die  Punkte  A^,.B^  und  die  Gerade  y^  enthält,  und 
dieses  mit  dem  ersten  Hyperboloid  in  der  oben  angegebenen 
Weise  benutzen,  um  den  zweiten  Punkt  der  gesuchten  Fläche  V 
auf  d  zu  bestimmen.  Man  kann  aber  auch  aus  dem  realen 
Punkte  und  den  sechs  idealen  Punkten  A^,,B^  und  dreimal  zwei 
in  einer  Ebene  e  durch  y^  willktlrlich  gegebenen  Punkten  drei 
Flächen  zweiten  Grades  construiren  und  in  dem  durch  sie  in  der 
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Ebene  e  bestimmten  Kegelschnittnetze  den  Kegelschnitt  be- 
stimmen, der  durch  A^B^  geht.  Er  gehört  der  gesuchten 
Fläche  an. 

§  3.  In  meinem  Aufsatze  in  den  Berichten  von  ^  898  findet 
sich  die  Bemerkung,  dass  neun  Punkte 

if^^lf^ji/^,,    M^^M^^M^^,    J/,4Jf„if„ 

auf  einer  Gurve  vierter  Ordnung  liegen,  und  dass  demnach  ein 
Flächenbttschel  durch  sie  geht,  wenn  die  drei  Punkte,  die  dem 
Funkte  P,  dem  Schnittpunkte  der  drei  bez.dieTripel  M^^  M^^M^^, 
M^^M^^M^^^  M^^M^^M^^  enthaltenden  Ebenen  e^e^e^  für  die 
Gruppen  von  je  sechs  in  den  Ebenenpaaren  e^  e^ ,  e,  e^ ,  e^  e^  lie- 
genden Punkten  conjugirt  sind,  in  eine  Gerade  fallen,  und  es 
wird  dort  eine  einfachere  Begrtlndung  und  eine  Ergänzung  des 
Beweises  für  einen  nicht  erledigten  Fall  versprochen.  Diesem 
Versprechen  soll  jetzt  nachgekommen  werden,  wobei  wir  an- 
nehmen, dass  wenigstens  drei  der  gegebenen  Punkte  reale  seien, 
in  welchem  Falle  allein  sich  die  neun  Punkte  in  drei  reale 
Ebenen  gruppiren  lassen. 

Es  mOgen  A^B^M^J  A^B^M^,  A^B^M^  bez.  in  den  realen 
Ebenen  e^e^e^  liegen.  A^B^^  -^i^i?  ^z^^  können  Paare  idealer 
Punkte  sein.  Die  Schnittlinien  e^e,,  e^e^ ,  e^e^  werden  bez.  mit 
cf,a,a3  bezeichnet.  P  ist  der  Schnittpunkt  der  Ebenen  e^e^e^, 
Q^  sei  ihm  für  die  in  e,e, ,  Q^  für  die  in  e^e^ ,  Q^  für  die  in  e^  e, 
liegenden  Punkte  conjugirt,  und  Q^  Q^  Q,  sollen  in  einer  Geraden 
y  liegen,  die  die  Ebenen  e^e^e^  bez.  in  den  Punkten  E^E^E^ 
schneidet.  Alsdann  wird  die  FUche  F,  die  durch  die  neun 
Punkte  geht,  unter  den  Fl&chen  zu  suchen  sein,  die  in  den 
Ebenen  e^e^e^  Kegelschnittbüschel  mit  den  Grundpunkten 
.4,Ä, If^Jfj,  A^B^M^M[,  A^B^M^M'^  bestimmen,  deren  vierte 
Grandpunkte  M[M'^M'^  in  folgender  Weise  festgelegt  sind. 

Der  Büschel  in  e^  geht  durch  A^  B^  M^  und  PE^  sind  für  ihn 
eenjugirte  Punkte.  liegt  P  nicht  mit  zweien  von  diesen  Punkten 
in  einer  Geraden,  so  ist  durch  sie  und  PE^  ein  Kegelschnitlbüschel 
und  also  der  Punkt  M[  vollständig  bestimmt.  Auf  analoge  Weise 
sind  Jf,,  If,  bestimmt,  wenn  nicht  Pmit  irgend  zweien  der  ge- 
gebenen Punkte  auf  einer  Geraden  liegt.  Ein  Kegelschnitt  K^ 
des  Bttschels  (^1^4  M^  M[)  schneide  er,  in  L^  I,,  diese  Punkte  be- 
stimmen mit  A^B^M^  einen  Kegelschnitt  K'^,  Für  jede  durch 
K^K^  gehende  Fläche  zweiter  Ordnung  sind  PQ^  conjugirte 
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Punkte,  und  ebenso  PE^ ,  also  auch  PE^ ,  weil  E^  Q^E^  auf  einer 
Geraden  liegen ,  der  Kegelsohnitt  K^  gebt^rt  dem  Btt8cbel 
(A^B^M^Mi)  an,  und  wir  können  sagen  Jeder  KegelscboiitÄf  des 
Bttscheis  [A^B^M^M^)  bestimmt  einen  Kegelschnitt  k\  des 
Büscheis  (A^B^M^M^, 

Die  Polare  7v^  von  P  für  K^  und  die  Polare  ^,  von  P  für  A', 
schneiden  sich  auf  a,  in  dem  von  P  durch  L^  L^  harmonisch  ge- 
trennten Punkte.  Die  Polare  tt,  von  P  für  den  Kegelschnitt  Ä,, 
den  K^  im  Büschd  {A^B^M^Mi)  bestimmt,  schneidet  sich  mit  tc^ 
in  einem  Punkte  auf  a^.  Die  Ebenen  (tt^  tt,)  und  (^«^s)  ^^^ 
halten  ^  und  tt,,  fallen  also  zusammen,  n^7t^n;^  liegen  in  einer 
Ebene,  und  tc^tv^  schneiden  a,  in  einem  und  demselben  Punkte. 
Daraas  folgt,  dass  die  Polare  des  Punktes  P  für  den  Kegelschnitt 
KIj  denA',  im  Büschel  {A^B^M^M^)  bestimmt,  mit^ri  zusammen- 
fällt, weil  sie  mit  dieser  Geraden  neben  dem  Punkt  auf  a^  noch 
den  Punkt  E^  gemein  hat.  Durch  Pol  und  Polare  P7t^  ist  aber 
ein  Kegelschnitt  des  Büschels  (^4,  B^  M^  M^)  völlig  bestimmt,  es 
fallen  K\  und  K^  zusammen.  Wie  man  also  K^  auch  wflhlen 
mag  im  Büschel  {A^B^M^M[),  es  bestimmt  dieser  Kegelschnitt 
in  (A^B^M^M'^)  einen  Kegelschnitt  AT,,  A;  in  {A^B^M^M'^)  einen 
Kegelschnitt  ^,,  und  K^  K^h\  schneiden  sich  paarweise  in  zwei 
Punkten,  es  geht  folglich  durch  sie  eine  Flttche  zweiter  Ordnung, 
es  giebt  einfach  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ordnung  durch 
die  neun  Punkte,  die  mithin  in  einer  Curve  vierter  Ordnung 
erster  Species  liegen. 

Geht  die  Gerade  /  durch  den  Punkt  P,  geht  die  Polarebene 
von  P  für  die  gesuchte  Fläche  durch  P,  so  liegt  P  auf  ihr  selbst, 
die  Punkte  M\Af^M'^  fallen  mit  P  zusammen.  Ein  Kegelschnitt 
K^  von  (A^B^  M^  P)  bestimmt  einen  Kegelschnitt  A',  des  Büschels 
(i4,  B,  M^  P),  die  Tangenten  an  K^  K^  im  Punkte  P  liegen  in  der 
Tangentialebene  einer  durch  K^K^  gehenden  Fläche  zweiter 
Ordnung,  sie  liegen  also  mit  y  in  einer  Ebene,  weil  auf  y  noch 
ein  P  conjugirter  Punkt  liegt  Ebenso  liegen  die  Tangenten  an 
AT, und  As,  welcher  Kegelschnitt  durch  K^  im  Büschel  [A^B^M^  P) 
bestimmt  wird,  in  einer  Ebene,  und  ebenso  die  Tangente  an  A', 
und  A;,  wenn  K\  der  durch  K^  im  Büschel  (^4,  B^  M^P)  bestimmte 
Kegelschnitt  ist.  Die  Tangenten  in  P  an  AT^  A^A^^AT^  liegen  mit  y 
in  einer  Ebene,  was  nur  möglich  ist,  wenn  die  Tangenten  an 
A',  K\  und  somit  diese  Kegelschnitte  selbst  zusammenfallen.  Die 
drei  Kegelschnitte  K^  AT,  AT, ,  weil  sie  sich  in  je  einem  Punkte 


CONSTRUGTIOIf  DER  FUOHBIf  ZWBITBR  OrDNUNC.  321 

sclmeiden,  und  zum  iweiten  Male  in  P  so  schneiden,  dass  dort 
ihre  Tangenten  in  einer  Ebene  liegen,  bestimmen  eine  Fl^he 
zweiter  Ordnung.  Auch  jetxt  giebt  es  fttr  jede  Wahl  Yon  K^  ein 
A,  QDd  K^j  die  die  Bedingung  erfüllen,  dass  durch  sie  eine  Flache 
zweiten  Grades  geht,  auch  jetzt  liegen  die  neun  Punkte  in  einer 
Curve  vierter  Ordnung  erster  Species. 

Sind  also  neun  Punkte  gegdl>en,  und  ordnet  man  sie  in  drei 
Ebenen  e^  e^e^  zu  je  dreien  an,  und  fallen  die  drei  Punkte  Q^  Q«Q„ 
die  dem  Schnittpunkte  P  der  drei  Ebenen  ftUr  die  drei  Gruppen 
von  je  sechs  Punkten  in  den  Ebenenpaaren  6,e,,  e^e^ ,  e^  e^  con* 
jogirt  sind,  in  eine  Gerade,  so  liegen  die  neun  Punkte  in  einer 
Ganre  vierter  Ordnung  erster  Species. 

Liegt  jedoch  P  mit  zweien  von  den  gegebenen  Punkten, 
z.  B.  mit  A^  B^  in  einer  Geraden,  so  fallen  von  den  Punkten 
^iQtQi  zwei,  nflmlioh  Q^Q^  auf  den  Punkt  zusammen,  der  von 
P durch  A^B^  harmonisch  getrennt  ist.  Die  Punkte  Q^Q^Q^ 
liegen  also  in  einer  Geraden,  bestimmen  die  Polare  von  P  nicht 
vollständig,  die  Fläche  ist  aber  doch  im  Allgemeinen  eine  be- 
stimmte. Da  bei  der  hier  im  §  4  gegebenen  Construction  der 
Fbche  P  aus  neun  Punkten  fttr  P  ein  Punkt  N^  eintritt,  der  auf 
i  willkttrUch  gewählt  werden  kann,  so  bewirkt  dieser  Fall  fttr 
ansere  Flächenoonstmction  keine  Ausnahme. 

§4.  Wohlaberistesalseinbesonderer Fallanzunehmen, wenn 
die  Fläche  0'  durchi4,^„  i4,£„  A^B^j  y^  nicht  völlig  bestimmt 
ist,  wenn  y^  Secante  der  Curve  dritter  Ordnung  ist,  die  die 
Punkte  A^...B^  bestimmen.  Dann  liegen  fttr  jeden  Punkt  N^  die 
ihm  fttr  die  Gruppen 

A^4^44        -^l^t^i« 

coDjugirten  Punkte  in  einer  Geraden,  und  wie  0'  ist  auch  die 
Polare  des  Punktes  N^  fttr  diese  Fläche  nicht  bestimmt. 

Abgesehen  davon,  dass  man  diesen  Fall  im  Allgemeinen 
durch  passende  Vertheilung  der  Indioes  auf  die  Geraden  y  um- 
gehen kann,  lässt  sich  die  Construction  in  folgender  Weise  er- 
ledigen. 

Durch  die  Punkte  A^B^.,.B^  und  die  Gerade  y^ ,  wenn  y^ 
Secante  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  {A^B^...B^)  ist,  lassen 
sich  unendlich  viele  Hyperboloide  legen  und  auch  eins,  das  durch 
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den  Punkt  M  geht.  Dieses  letztere  ist  die  gesuchte  Fläche  F 
durch  die  neun  Punkte.  Die  Polarebene  von  MfürF  geht  durch 
die  Gerade  y,  die  die  drei  dem  Punkte  M  far  die  drei  Gruppen 
von  sechs  Punkten 

A^B^C^^  A^B^C^^j    A^B^C^^  A^B^C^^j    A^B^C^^  A^B^C^^ 

conjugirten  Punkte  enthslt,  wenn  C,^  der  Schnitt  der  Ebene 
{y^^  li)  mit  y^  ist  Sie  wird  mit  den  in  den  Berichten  von  4  89^ 
von  mir  gegebenen  Mitteln  bestimmt.  Soll  der  Punkt  M  auf  dem 
Hyperboloid  F  liegen,  so  ist  {yM)  die  Polarebene  von  M.  Sie  ist 
die  Tangentialebene  des  Punktes  M  und  schneidet  zwei  gerade 
Linien  aus  der  Fläche  F,  von  denen  eine  die  Verbindungslinie 
y'  von  M  und  des  Schnittpunktes  der  Ebene  {yM)  mit  der  Gera- 
den y^  ist  Jetzt  hat  man  von  der  gesuchten  Plttche  zwei  gerade 
Linien  y^  und  /  und  die  sechs  Punkte  A^.,.B^  und  hat  ver- 
schiedene Mittel,  die  Fläche  zu  vervollständigen.  Will  man  z.  B. 
die  hier  gegebene  Methode  der  Gonstruction  anwenden,  so  kann 
man  die  Punkte  A^  B^  durdi  zwei  reale  ersetzen,  von  denen  der 
eine  auf  y^^  der  andere  auf  der  eben  gefundenen  Geraden  /'  liegt. 

Sollte  der  Punkt  M  auf  der  Geraden  y  liegen,  so  würde  die 
Aufgabe  unbestimmt  werden.  Man  kann  nach  anderen  Fällen 
fragen,  in  denen  die  Aufgabe  mehrere  Lösungen  zulässt,  in  denen 
die  Punkte  auf  einer  Curve  vierter  Ordnung  erster  Species  liegen. 
Dies  tritt  ein,  wenn  die  Involution  auf  einer  durch  M  gehenden 
Geraden  d,  die  den  zweiten  Schnittpunkt  der  Fläche  mit  d  be- 
stimmt, eine  uneigentliche  wird,  und  wenn  M  ihr  Doppelpunkt  ist. 

§  5.  Sind  die  neun  gegebenen  Punkte  reale,  so  kann  man, 
wie  ich  in  den  Berichten  von  \  89S  gezeigt  habe,  zur  Auffindung 
des  Punktes,  der  einem  in  der  Schnittlinie  zweier  Tripelebenen 
liegenden  Punkte  P  für  die  sechs  Punkte  der  beiden  Tripel  con- 
jugirt  ist.  Ebenen  benutzen,  die  von  P  durch  ein  Ebenenpaar 
harmonisch  getrennt  sind,  und  darin  liegt  die  grossere  Einfach- 
heit der  Flächenconstruction  in  diesem  Falle.  Man  kann  ver- 
suchen, auch  für  den  Fall,  dass  unter  den  sechs  Punkten  be- 
liebig viele  aggregirt  ideale  sich  befinden,  die  Ebenen  zu 
ermitteln,  die  von  einem  Punkte  P  durch  Ebenenpaare,  die  je 
zwei  Tripel  der  sechs  Punkte  enthalten,  harmonisch  getrennt 
sind.  Eine  solche  harmonische  Ebene  wird  immer  eine  reale 
Gerade  enthalten,  es  handelt  sich  darum,  diese  Gerade  und  die 
Involution  aufzufinden,  in  der  die  gesuchte  Ebene  eine  Doppel- 
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ebene  ist  Die  Tripelebenen  enthalten  auch  je  eine  reale  Gerade, 
die  gemeinsame  Axe  eines  Paares  von  Tripelebenen  wird  aber 
im  Allgemeinen  eine  ideale  Gerade  sein  und  nur  in  besonderen 
Fällen  einen  realen  Punkt  enthalten.  Es  Iflsst  sich  voraussehen, 
dass  die  Aufsuchung  der  harmonischen  Ebenen  im  Allgemeinen 
nicht  zu  einer  Vereinfachung  der  Construction  einer  Flttche 
zweiter  Ordnung  aus  neun  Punkten,  unter  denen  ideale  sind, 
fahren  wird.  Aber  die  Beantwortung  der  Frage  nach  den  har- 
monischen Ebenen  ist  an  sich  von  Interesse,  weshalb  sie  hier 
gegeben  werden  soll. 

Sind  A^  B^ ,  A^B^,  A^B^  drei  Paare  aggregirt  idealer  Punkte 
(auf  den  Geraden  yiy^yi),  so  kann  man  durch  die  Punkte 
A^A^A^^  B^  B^B^  je  eine  Ebene  legen,  die  sich  in  einer  realen 
Geraden  schneiden,  ihre  Construction  ist  von  Herrn  Hossfbld  im 
33.  Jahrgang  von  SchlOmilch's Zeitschrift  auf  Seite  44S  gegeben. 
Die  Ebene  e,  die  in  der  Involution,  deren  Doppelebenen  [A^A^A^), 
fii^9^i)  &i^i}  zu  der  durch  den  Punkt  P  gehenden  Ebene  ge-- 
hört,  ist  die  gesuchte  harmonische,  so  dass  dieser  Fall  als  er- 
ledigt anzunehmen  ist. 

§  6.  Als  zweiten  Fall  betrachten  wir  den,  dass  die  Ebene 
c:  gesucht  wird,  die  von  einem  Punkte  P  durch  eine  reale  Ebene 
fand  eine  ideale  g  harmonisch  getrennt  ist.  Eine  ideale  Ebene 
g  enthalt  unter  allen  Umstanden  eine  reale  Gerade  y  und  wird 
als  eine  Doppelebene  einer  Ebeneninvolution  {y)j  deren  Träger 
/  ist,  gegeben.   Die  zweite  Doppelebene  sei  g'. 

Wir  legen  durch  P  drei  gerade  Linien  d,  d,  d,.  Auf  ^^  be- 
stimmt die  Involution  {y)  eine  Punktinvolution 

Wir  bestimmen  X^^  X\^  X^^X[^  ...  so  dass 

PD,,X,,D,,  Piy,,X[,D,,  PD,,X,,D,... 

brmonische  Wttrfe  sind,  wahrend  D^  der  Schnittpunkt  von  d^ 
mit  der  Ebene  f  ist.  Dann  ist  X^^X!^^ .  X^^X\^...  eine  Involution, 
deren  Doppelpunkte  X^  X^  sein  mögen.  Sie  sind  durch  f  und  g 
bez.  fxmd  g'  von  P  harmonisch  getrennt.  Auf  d,  seien  A',.Y,', 
auf  d,  \^  X^  von  P  durch  dieselben  Ebenenpaare  von  P  harmo- 
nisch getrennt.  Die  Ebenen  (X^X,X,)  (X^X^X^)  sind  die  Ebenen, 
die  dureh  fg  bez.  fg'  von  P  harmonisch  getrennt  sind.  Dabei 
ist  auf  die  richtige  Zuordnung  der  Punkte  zu  achten.  Die  Auf- 
findung des  Ebenenpaares  (X^  A,^,)   (X\XiXi)  durch  je  drei 
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ideale  Punkte  ist  einfacher  als  im  allgemeinen  FaUe,  weil  die 
Paare  aggregirt  idealer  Punkte  auf  drei  Geraden  dureb  einen 
Punkt  liegen.  Die  Gerade,  von  der  die  drei  Involutionen  auf 
^^  d^  d,  gleichzeitig  projicirt  werden,  durch  die  die  Ebenen 
(X^X^X^)  (X^X^Xi)  hindurchgehen,  liegt  in  der  Ebene,  welche 
die  dem  Schnittpunkte  (d,  d,  d,)  in  den  Involutionen  (X^  X[\  (X,  X,') 
(X3  X,')  sugeordneten  Punkte  enthält.  Sie  ist  die  Gerade,  die  von 
P  durch  Y  und  f  harmonisch  getrennt  ist. 

§  7.  Um  die  Aufgabe  zu  lösen,  die  Ebene  e  zu  bestimmen, 
die  durch  zwei  ideale  (nicht  aggregirte)  Ebenen  von  einem 
Punkte  P  harmonisch  getrennt  ist,  nehmen  wir  die  (ebene)  Auf- 
gabe vorauf,  die  Gerade  zu  finden,  die  durch  zwei  ideale  Gerade 
in  einer  Ebene  von  einem  in  derselben  Ebene  liegenden  Punkte 
P  harmonisch  getrennt  ist.  Die  beiden  idealen  Geraden  seien 
ap,  die  ihnen  aggregirten  a'/f .  U  sei  der  reale  Schnittpunkt 
von  a  a,  V  der  von/?^'.  Die  Punkte  P  und  U  werden  durch  eine 
Gerade  d^^  verbunden.  Die  Paare  der  Involution  (V),  die  ßß'  zu 
Doppelstrahlen  hat,  seien  ß^  ß[ .  ß^ß'^^  Auf  d^  werden  die  Punkte 
jßf  B[  ^  B^ff^ . , .  so  bestimmt,  dass 

Pß,B,U,    Pß[B[U,    Pß,B,U.., 

harmonische  Wttrfe  sind.  Dann  bilden  B^  B[ .  B^B^. . .  eine  In- 
volution, deren  doppelte  Punkte  BB'  bez.  durch  aßj  aß'  oder  auch 
durch  a  ß^  a' ß!  harmonisch  getrennt  sind.  Auf  der  P 17  verbin- 
denden Geraden  d^,  seien  AA  die  Punkte,  die  durch  aß^  a'ß  und 
auch  durch  txß^  a'ß*  von  P  harmonisch  getrennt  sind.  Es  giebt 
zwei  Punkte  B  und  S,  von  denen  aus  die  Involutionen  A  .  A. 
B .  B*  gleichzeitig  projicirt  werden.  Eine  von  den  beiden  pro- 
jicirenden  Involutionen  \K]  (5)  hat  die  Strahlen  zu  Doppelstrablen, 
die  hier  gesucht  werden.  Welcher  der  beiden  Punkte  B  S  un- 
serer Aufgabe  entspricht,  wird  aus  der  Zuordnung  der  Punkte 
AA,  BB'  erkannt. 

Liegt  der  Punkt  P  mit  l]\  auf  einer  Geraden,  so  ist  der 
Punkt  B  auf  ihr,  der  von  P  durch-  U  V  harmonisch  getrennt  ist, 
der  reale  Punkt  der  gesuchten  harmonischen  Geraden,  die  Punkte 
B  und  iS  des  aligemeinen  Falles  fallen  hier  in  einen  zusammen. 
Der  Aufgabe,  zwei  PunktiuTolutionen  gleichzeitig  zu  projiciren, 
steht  dualistisch  die  gegenüber,  zwei  Strahleninvolutionen  durch 
eine  Gerade  so  zu  schneiden,  dass  die  beiden  Strahleninvolu- 
tionen  auf  ihr  dieselbe  Involution  erzeugen.    Oder,  so  wie  man 


CONSTRCGTION  DER  FUCIIBN  ZWBITBR  OfiDNUIfG.  325 

deD  realen  Punkt  der  idealen  Geraden  finden  kann,  die  durch 
zwei  gegebene  ideale  (nioht  aggregirte)  Punkte  geht,  so  kann 
man  auch  die  reale  Gerade  finden,  auf  der  sich  zwei  ideale 
(nicht  aggregirte)  gerade  Linien  schneiden.  Die  reale  Gerade, 
auf  der  sich  aß  und  ebenso  a'ß'  schneiden,  ist  Trägerin  einer 
Involution,  deren  Doppelpunkte  [aß)  (a'ß')  sind.  Projidrt  man 
diese  Involution  von  R  aus,  so  sind  die  Doppelstrahlen  dieser 
Involution  die  Geraden,  die  unsere  Aufgabe  lOsen. 

Damit  ist  zugleich  die  Aufgabe  gelöst:  Auf  einer  Geraden 
sind  zwei  Involutionen  mit  den  Doppelpunkten  AA'  Bff  gegeben, 
es  soUen  die  vier  Punkte  gefunden  werden,  die  von  einem  Punkte 
P  derselben  Geraden  durch -45,  AB\  A'Bj  i4'ß' harmonisch  ge- 
trennt sind.  Sie  sind  die  Doppelpunkte  zweier  mit  den  ge- 
gebenen Mitteln  erhältlichen  Involutionen. 

§  8.  Nun  kann  man  leicht  die  räumliche  Aufgabe  lösen, 
die  Ebenen  ra  finden,  die  \<m  einem  Punkte  P  duroh  zwei  ideale 
Ebenen  a  und  b  harmonisch  getrennt  sind.  —  Die  idealen 
Ebenen  a  b  seien  gegeben  als  Doppelebenen  zweier  Ebenen- 
involulionen,  deren  gerade  Träger  aß  sein  mögen,  und  a'b'  seien 
die  ab  aggregirten  Ebenen.  Wir  legen  durch  P  eine  Ebene  e, 
die  ans  ab  die  idealen  Geraden  d^  d^,  herausschneidet,  und  e  sei 
die  Gerade,  die  von  P  durch  d^  df,  harmonisch  getrennt  ist.  Sie 
wird  nach  den  Vorschriften  des  vorigen  Paragraphen  gefunden, 
hl  einer  Kweiten  Ebene  e'  durch  P,  die  aus  ab  die  Geraden 
iai'b  schneidet,  sei  e'  die  harmonische  Gerade.  Die  Geraden «c' 
bestimmen  die  Ebene,  die  von  P  durch  ab  harmonisch  getrennt 
ist.  Legt  man  durch  P  diejenige  Gerade,  die  aß  triSt,  und  ist 
anf  ihr  Q  der  Punkt,  der  von  P  durch  aß  harmonisch  getrennt 
ist,  so  ist  er  ein  Punkt  der  harmonischen  Ebene.  Die  Ebenen  e 
and  e'  mag  man  durch  P  und  Q  legen.  Dann  sind  e  e'  Doppel* 
strahlen  yon  Involutionen  in  e  bez.  e',  deren  Centrum  Q  ist.  Die 
Verbindungsebenen  je  zweier  nicht  aggregirter  Doppelstrahlen 
dieser  Inyolutionen  sind  die  Ebenen,  die  von  ab  ab'  ab  ab' 
harmonisch  getrennt  sind.  Zwei  dieser  Ebenen  haben  eine  reale 
Gerade  gemein,  zwei  eine  andere,  die  beiden  Geraden  treffen 
sich  in  Q. 

Liegt  P  mit  aß\vk  einer  Ebene,  so  fallen  die  beiden  realen 
Geraden,  durch  die  die  vier  harmonischen  Ebenen  gehen,  in 
die  Gerade  zusammen,  die  von  P  durc&  aß  harmonisch  ge- 
trennt ist. 
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§  9.  Es  seien  sechs  Punkte  ABCM^M^M^  gegeben,  von 
denen  keine  vier  in  einer  Ebene  Hegen.  A  B  können  aggregin 
ideale  sein,  es  kommt  bei  dem  hier  su  erweisenden  Satze  über- 
haupt nur  die  sie  verbindende  Gerade  /  in  Betracht.  Ich  nehme 
den  Satz  als  bekannt  an,  dass  ein  Punkt  Q,  der  von  dem  Punkte 
P  durch  Ebenenpaare 

(ABM,)  {M,M,C) 

{ABM,)  {M,M,q 

{ABM,)  [M,M,C) 

die  sich  bez.  in  den  Geraden  cc^a^a^  schneiden  mögen,  har- 
monisch getrennt  ist,  auch  noch  durch  das  sich  in  der  Geraden 
a  schneidende  Ebenenpaar 

{ABC){M^M^M,) 
harmonisch  von  P  getrennt  ist. 

Die  Geraden  or^ a,a,  bestimmen  ein  Hyperboloid  (a^  a^a^), 
auf  dem  auch  y  liegt.  Wir  beweisen  den  Satz :  Die  zweite  Ge- 
rade d,  die  die  Ebene  [ABC]  aus  dem  Hyperboloid  (a^  ce^a^)  schnei'- 
det,  ist  die  Gerade,  die  von  C  durch  a  und  y  harmonisdi  ge- 
trennt  ist. 

Von  den  Geraden  a^  a^a^  schneidet  keine  die  andere.  Jede 
von  ihnen  nämlich  trifit  die  Gerade  y.  Schneiden  sich  zwei  von 
ihnen  in  einem  Punkte,  der  nicht  auf  y  liegt,  so  liegen  sie  mit 
/  in  einer  Ebene.  Es  wird  dann  z.  B.  ya^  a,  in  einer  Ebene 
liegen,  d.  h.  es  mOssten  (ABM^)  und  {ABAf^)  zusammenfallen 
und  ABM^M^  in  einer  Ebene  Uegen,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist. 

Schneiden  sich  aber  a^  a,  in  einem  Punkt  iVauf  y,  so  wür- 
den M^  CM^N,  M^  CM^  N  in  je  einer  Ebene  liegen.  Diese  Ebenen 
müssten  entweder  zusammenfallen,  also  es  müssten  M^M^M^C 
in  einer  Ebene  liegen,  oder  [M^M^C]  und  (M^M^  C)  müssten  sich 
in  einer  Geraden  CN  der  Ebene  i4jßC  schneiden,  also  würden 
sich  [ABC),  [M^M^C),  (M^M^C)  in  einer  Geraden  CiV  der  Ebene 
[ABC]  schneiden,  es  würden  sich  die  drei  Ebenen  in  einer  Ge- 
raden schneiden,  die  M^C  enthalt,  es  müssten  ABM^Cm  einer 
Ebene  liegen,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist. 

Die  Geraden  a^a^cL^  bestimmen  daher  ein  Hyperboloid,  in 
dem  auch  /  liegt,  weil  y  die  drei  Geraden  schneidet 

Sucht  man  zu  efiuem  Punkte  P  den  Punkt  Q,  der  von  P 
durch  die  drei  Ebenenpaare  (ABM^)  (M^ M^C),  {A »¥,)  (M^  Af ,  C), 
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[ABM^)  [M^  M^  C)  harmonisch  getrennt  ist,  so  erhKlt  man  im  All- 
gemeinen einen  und  nur  einen  Punkt  Q.  Da  die  drei  Axen 
fff  a,a,  dieser  Ebenenpaare  sich  nicht  schneiden,  so  sind  die  von 
P  dorch  diese  Paare  harmonisch  getrennten  Ebenen  sicher  von 
einander  verschieden.  Schneiden  sie  sich  in  einem  Punkte,  so 
ist  der  Schnittpunkt  der  Punkt  Q.  Es  kann  aber  P  so  liegen, 
dass  sich  die  drei  harmonischen  Ebenen  in  einer  Geraden  e 
schneiden.  Diese  Gerade  s  muss  dann  auch  a^  a^  a,  schneiden, 
weil  sie  mit  jeder  dieser  Geraden  in  je  einer  Ebene  liegt,  sie 
muss  deshalb  auf  dem  Hyperboloid  {a^  a,  a,)  liegen.  Legt  man 
durch  P  und  £  eine  Ebene  e,  so  schneidet  sie  die  drei  Ebenen 

(ABM,)  (ABM^)  (ABM,) 

in  drei  Geraden  durch  einen  Punkt  L  auf  y.  Die  Gerade  PL 
fflag  £  in  Nj  die  Ebenen 

{M^M^C]  (M^M.C)  (M^M^C) 

bez.  in  \N^N^  schneiden.  Die  Punkte  PN^NL,  PN^NL, 
PN^NL  müssen  harmonische  Würfe  bilden,  N^N^N^  mtlssen 
identisch  sein,  also  mit  C  zusammenfallen,  P  muss  in  der  Ebene 
ABC)  liegen,  iV  liegt  natürlich  auch  in  dieser  Ebene. 

Suchen  wir  zu  den  drei  Ebenen  (€  aj  [ea^)  {e  a^)  die  Ebenen, 
die  von  ihnen  durch  die  oben  genannten  Ebenenpaare  mit  den 
Axen  or^  a,  a,  harmonisch  getrennt  sind,  so  schneiden  sie  sich  in 
[mindestens]  einem  Punkte  P,  dessen  fttr  die  drei  Ebenenpaare 
conjugirte  Punkte  die  Gerade  £  ausfüllen.  Es  giebt  also  wirklich 
einen  Punkt  P,  zu  dem  nicht  ein  conjugirter,  sondern  unendlich 
viele,  eine  Gerade  e  ausfüllende  Punkte  gehören.  Die  Punkte  von 
t  mOssen  P  auch  für  das  Ebenenpaar  (ABC)  {M^  M^M^]  conjugirt 
sein.  Einem  Punkte  P  in  [ABC]  sind  im  Allgemeinen  für  das 
Ebenenpaar  [ABC)  [M^M^U^]  nur  die  Punkte  der  Ebene  [ABC] 
selbst  conjugirt,  und  nur  wenn  P  auf  a  liegt,  noch  andere.  Da 
nnn  die  Punkte  von  £  nicht  alle  in  [A  B  C)  liegen  und  alle  Punkte 
Ton  €  P  conjugirt  sind,  so  muss  P  auf  a  liegen. 

Lflsst  man  £  alle  Geraden  des  Hyperboloids  (a^  a^  a,)  von 
der  Schaar  y  durchlaufen,  so  durchläuft  P  die  Gerade  a.  Der 
Strahl  £  durchläuft  in  [ABC)  die  Gerade  d,  die  das  Hyperboloid 
neben  y  noch  mit  dieser  Ebene  gemein  hat.  Die  Elemente 
ytCa  bilden  einen  harmonischen  Wurf,  w.  z.  b.  w. 
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Eduard  von  Weber  in  Manchen,  Msume  einer  Integrations-- 
thmrie  höherer  partieller  Differentialprobleme. 

Jedes  partielle  Differentialproblem  höherer  Ordnung  kann 
durch  Einfdhning  neuer  unbekannter  Functionen  in  ein  System 
von  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  meh- 
reren abhängigen  und  unabhängigen  Yariabeln  verwandelt 
werden.  Unter  den  Systemen  dieser  Art  beanspruchen  diejenigen 
besonderes  Interesse,  welche  Herr  Lis^)  als  >InYoiutionssysteme« 
beieiehnet  hat.  Die  vorliegende  Mittheilung  bezweckt  vor  allem, 
die  Begriffsbiidungen  und  Sätze,  die  aus  der  Theorie  der  Involu- 
tionssysteme 1.  Ordnung  mit  einer  abhängigen  Veränderlichen  be- 
kannt sind,  soweit  als  möglich  auf  den  allgemeinen  Fall  zu  über- 
tragen^], wobei  wir  uns  indes  auf  die  Betrachtung  solcher  Systeme 
beschränken,  die  sich  in  gewisser  Weise  nach  den  Ableitungen  der 
anbekannten  Functionen  auflösen  lassen.  Unter  diesen  greifen 
wir  wiederum  eine  besonders  ausgezeichnete  Klasse  von  Diffe- 
rentialproblemen heraus,  die  wir  als » Normalsysteme<  bezeichnen ; 
io  den  Sätzen,  die  wir  für  diese  Systeme  aufstellen,  finden  zwei 
bekannte  wichtige  Theorien,  die  der  sogenannten  JACOBi'schen 
Systeme  partieller  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  mit  einer 
Unbekannten,  und  die  DjLRBOux-LfivY'schen  Untersuchungen  über 
partielle  Differentialgleichungen  II.  Ordnung  mit  drei  Yariabeln, 
ihre  naturgemässe  und  zugleich  weitestgehende  Yerallgemeine- 
mng.  Uebrigens  werden  im  Folgenden  nur  die  Resultate  der 
Theorie  entwickelt;  ich  behalte  mir  vor,  an  anderer  Stelle  eine 
ausführliche  Darlegung  dieser  und  verwandter  Untersuchungen 
m  geben. 


M  Vgl.  z.  B.  Leipz.  Ber.  4  896  pag.  53 — 42S. 

S)  Die  Grundlinien  der  nachfolgenden  Entwickelungen  habe  ich  in 
einer  Note  der  Compt.  Rend.  vom  3.  Aug.  4  896  angedeutet;  eine  ausführ- 
liche Dsratelluog  des  Falles  zweier  Independenten  in  rein  analytischer  Be- 
t^odlongswelse  findet  sich  in  meiner  Arbeit:  »GnindzUge  einer  Integra- 
Uositheorie  etc.«  Jonrn.  f.  Math.  Bd.  HS. 

Mttb..pk7s.  ClMM.  1807.  %% 
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1.  Wir  bezeichnen  mit  z^,z*...3^  die  abhängigen,  mit  a*^, 
07, . . .  x^  die  unabhängigen  Veränderlichen,  mit  pf  die  partielle 
Ableitung  von  js*  nach  x^ ;  ein  Werthsystem  x^yX^...  x^^  a'. . .  5", 
Pi*  *  •  *Pm  werde  nach  Lis  ein  Flächenelement  des  Raumes  i?„|^„ 
(Xf . . . Xff^^  jSj . . .  js„)  genannt;  swei  benachbarte  Plächenelemente 
a?,a*p,*und  x^+dx.^  a*  +  d^*j  pg^  +  cfpi^l^eissendannveretfii}^ 
liegend^  wenn  die  Relationen: 

(i^*  =  pfdx,  +  P*dir,+  -   •+Pmrfa:,„    (*  =  <  •-•'») 

bestehen.  Eine  00^-Schaar  von  Flächenelementen  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  jedes  Element  der  Schaar  mit  allen  00^'*  be- 
nachbarten vereinigt  liegt,  heisse  eine  (9-fach  ausgedehnte 
»Mannigfaltigkeit«  und  werde  mit  Mg  bezeichnet;  es  ist  dann 
9^m.  Eine  itf^,  deren  Elemente  sämmtlich  den  iV  Gleichangen 

(A)  AK-^m,^*-    ^^P;••Pm)  =  0,     A  =  0...     A,  =  0, 

genügen,  heisse  eine  Integral- Jf^  von  (A).  Im  Folgenden  betrach- 
ten wir  indes  ausdrücklich  nur  Jf^  von  der  Eigenschaft,  dass  die 
mn-\-m'{'n — q  Gleichungen,  durch  die  sie  definirt  werden, 
die  Grössen  Ä*,p,*  und  m  —  g  der  x  durch  die  übrigen  q  Varia- 
bein X  auszudrücken  erlauben^).  Nehmen  wir  an,  dass  die  Glei- 
chungen (A)  hinsichtlich  der  p^  unabhängig  seien,  so  ist  A'^ 
mn\  also  dürfen  wir  setzen 

2.  Wir  führen  nun  die  Voraussetzung  ein,  dass  die  Relationen 
(A),  die  wir  auch  kurz  als  das  »System  J«  bezeichnen,  durch  Auf- 
lösung nach  den  Ableitungen 

P1pI--P?,  Pl-..P?,  --P;!   ••P)i,  P*^+i---p;i+,*) 
die  folgende  »kanonische  Form« 3)  erhalten  k(innen: 


4)  Hierin  liegt  eine  ähnliche  Beschränkung  der  Allgemeinheit,  wie  sie 
die  tfltere  (jACOBi*sche)  Theorie  derpart.  DiOgl.  I.  0.  mit  einer  Unbekannten 
der  LiE*schen  Theorie  gegenüber  aufweist. 

3)  Diese  Grössen  werden  künftig  generell  mitpj,  die  Übrigen  mitpj 
bezeichnet. 

3)  Vgl.  BouRLET,  Ann.  de  l'Ec.  Norm.  (8),  YIII,  4  894,  p.  43,  woselbst 
diese  Form  im  Falle  linearer  Svsteme  betrachtet  wird. 
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-pn-yi(a^i,^*,p;;r.-Pm)=o,-p?+9?=0"— pr+<p?=o 


sowiedass  dies  System  im  Sinne  desHerrn  600»« ')  unbeschränkt 
iDtegrabel  sei,  oder  nach  Lu  ein  Involutionssystem  bilde.  Um 
die  Bedingungen  biefOr  aufzustellen,  bat  man  nach  Bourlbt  so 
la  verfahren.  Setzt  man: 

so  kann  man  vermöge  der  mN  in  den  r^^  linearen  Gleichungen, 
die  durch  einmalige  partielle  Ableitung  nach  x^,x^.,.Xfn  aus 
(A')  henrorgehen,  alle  Grössen  r^^  als  ganze  lineare  Functionen 
der  folgenden  unter  ihnen  ausdrücken: 


(I) 


I  49(5  =  ^••^;  P,9  =  ."  +  2-.m), 


V  '•Jft;(*^  ==^  +  ^  •••^;  w,  t;  =  ^i  +  4  •  •  •  m). 
Für  jede  zweite  Ableitung  der  Form : 

"ian  ^J.^+4(«,a'=  <•••/*;  0  +  0';  /?=4-n;  y  =  1  . .  •  r) 

ergeben  sich  solcherweise  zwei  formal  verschiedene  Ausdrücke; 
indem  man  je  zwei  derselben  identisch,  d.  h.  unabhängig  von  den 
Griissen  (4)  gleichsetzt,  erhält  man  die  nothwendigen  und 
iünreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  die  Gleichungen  (A] 
ein  Involutionssystem    bilden.     Diese    in    den    Ableitungen 

l'—,  ~^r7  "Y^  ^"™  Allgemeinen  bis  zum  3.  Grade  ansteigen- 
den Relationen  mögen  die  »Definitionsgleichungen  des  Involu- 
tionssystems« heissen. 

3.  Es  gilt  das 

Theorem  1. 2)  Versteht  man  unter  C*,  ?*...?"  arbiträre  Func- 
tmen  wm  a5^+, . . .  x^,  unter  ^*'"*'*  ...t^  ebensolche  Functionen  von 

i}  I.  c.  pag.  SS. 

«)  Für  lineare  Involationssysteme  der  Form  (A')  zuerst  von  Herrn 
BoiruET  aofgesteIH,  h  c.  p.  48. 

2ä* 
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^/j^\'"  ^m  *  ^^^^  ferner  an  der  Stelle  x^^^ . . .  x^^  die  ^*  regulär 
und  besitzen  daselbst  bez.  die  Werthe  js* . . .  js*  während  die  Ab- 
leitungen  ^  ebenda  bez,  die  Werthe  pg'^  annehmen  mögen;  sind 

endlich  die  Functionen  q)J^  in  der  Umgebung  der  SteUe  x^^z^^pj^ 
regulär,  so  gibt  es  ein  und  nur  ein  an  der  Stelle  x^,..  x^  reguläres 
System  von  Integralfunctionen  z^  .,.z^  des  Involutionssystems (Ä) 
von  der  Beschaffenheit^  dass  z*  ,..z^  für  x^ss:x^ . . . flc^+i=a;^+|i 
bez,  in  ^* . . .  C'',  femer  ä*^*  . . .  a*  für  x^=x^ . . .  x^^^^x^  bez.  in 
^*^* . . .  ^  übergehen. 

4.  In  begrifflicher  und  zugleich  etwas  allgemeinerer  Aus- 
drucksweise kann  dieser  Sachverhalt  so  dargestellt  werden. 
Durch  eine  beliebige  Integral-J/|,|_^  von  J  ist  successive  eine 
ganz  bestimmte  Serie  von  Integralmannigfaltigkeiten  üm-^i+i' 
^m^u-t^ ' . .  -Wfn  ^^^  ^  festgelegt,  deren  jede  die  vorhergehende 
ganz  in  sich  enthalt.  Die  allgemeinste  Integral'if„|.^  ergibt 
sich  im  Falle  v=0  ohne  jede  Integration,  im  Falle  t/^0  durch 
Integration  eines  Httlfssystems  von  r  Gleichungen  I.  Ordnung  in 
V  abhängigen  und  m — fi  unabhängigen  Veränderlichen. 

5.  Die  Annahme  fi=m  (also  i/=  0)  führt  auf  Systeme,  deren 
allgemeines  Integral  nur  von  einer  endlichen  Constantenzahl  ab- 
hängt und  durch  Integration  eines  Systems  gewöhnlicher  Diffe- 
rentialgleichungen ermittelt  wird;  unter  der  Annahme  ^=0 
können  n  —  v  der  z^  ganz  willkttrlich  angenommen  werden. 
Wir  betrachten  daher  im  Folgenden  ausschliesslich  die  Fälle 
4S^«^m — 4;  OSvgn  —  \. 

6.  Theorem  n.  Jede  einzelne  in  (A)  enthaltene  Gruppe  von 
jen+v  Gleichungen 

bildet  für  sich  ein  Involutionssystem,  wenn  man  darin  ac^ . . .  (r,.„ 
Xg^^  ...Xf^  als  Constante  betrachtet.  Wir  bezeichnen  (2)  als  das 
»Theilsy Stern  /,«. 

Theorem  HI.  Führt  man  in  das  System  (A')  vermöge  der 
Matmr^ sehen  Transformationsformeln 

^i  =  5^1  +  2/i ;     ^«  =  ^,  +  J/iy«  •  •  •  a^^  =  5p^  +  ViVfi  j 
^fi-t-i  =  ^ju-hi  +  y^+i  •  •  •  ^m  =  ^m  +  ym 
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neue Independente  y^^-^ym  ^^*))  ^^^  wird: 

(ßietst,  $0  finden  sich  unter  den  transformirien  Gleichungen  die 

folgenden 


(3: 


9?+^+2'«y,VS  =  0,     b  =  \...n, 


-9^*.+v: 


=  0, 


c=i 


die  für  beliebige  Werthe  der  als  Parameter  zu  betrachtenden  GröS" 
fffly,...y^  ein  Involutionssystem  von  n+v  Gleichungen  in  den 
Independenten  y,  y^^^  •  •  •  ym  darstellen^  und  auf  deren  Integration 
die  Ermittelung  des  in  Nr.  5  definirten  Integralsystems  zurück-- 
kmml, 

7.  Wir  setzen  zur  Abkürzung: 


M«  =  5^7      ^i  =2"  ^«^*' 


5^ 

unter  den  X^  unbestimmte  Grössen  verstanden^  und  bezeichnen 
das  rechteckige  Schema : 


.B) 


JT|,    il? 


JT- 


il],,  Jl«^..il- 


als  die  »charakteristische  Matrix«   des  Involutionssystems  (A) 
oder  (A').  Dann  gilt  das 

Theorem  IV.  Bedeuten  die  Grössen  a:,-,z*,p^*  irgend  welche 
^  Relationen  (A)  genügende  Constanten^  die  l^...Xf^  homogene 
Mitcoordinaten  eines  Rff^^^y  so  drücken  die  Definitionsgleichungen 
de4  Involutionssystems  aus,  dass  die  Gleichungen,  die  man  durch 
Sullsetzen  aller  n-reihigen  Determinanten  von  (B)  erhält,  zusammen 
mtm—pL — l-fach  ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit  M  der  Ord- 
nung n—v  darsteüenj  mit  andern  Worten,  dass  zu  jedem  beliebig 
^wählten  Werthsystem  l^^^ ,  ^^^,  •  •  •  ^m  ^ocA  n  —  v  Werthsysteme 
^  Variabeln  Jl^ . . .  X«  existiren,  die  alle  n-reihigen  Determinanten 
B;  anmdliren. 


4)  BOÜILBT,  I.  c.  p.  43. 


334  Eduabd  von  Webkr, 

Die  Mannigraltigkeit  M  ist  ganz  unabhängig  davon,  ob  man 
zur  Bildung  von  (B)  die  unaufgelOste  Form  (A)  oder  die  aufgelöste 
Form  (A')  benutzt.  Ist  i^t  =  \,  also  N=n  +  p^  so  haben  die  n- 
reihigen Determinanten  von(B)  eine  ganzrationale,  in  den  ^homo- 
gene Form  n  —  v^^  Grades 

K(l^  Aj5  . . .  A„i) 

als  gemeinschaftlichen  Factor;  ebenso  ist  für  je<^4  jedem  Thcil- 
system  J,  eine  Form  n  —  v^^  Grades 

zugewiesen. 

8.  Wir  denken  uns  nun  einer  beliebigen  IntegraKif„|  vod 
(A)  entsprechend  die  a^^Pi^  als  Functionen  der  x  definirt,  und 
durch  eine  weitere  Relation  zwischen  den  x^  die  x^^^  also  auch 
alle  z^^pj^  als  Functionen  von  x^ . .  .a?,„_^  auszudrücken  erlaubt, 
eine  auf  M^  gelegene  M^^^  bestimmt;  dann  findet  die  in  Nr.  4 
hervorgehobene  Thatsache,  dass  durch  eine  Integral-Jf„|.^  im 
Allgemeinen  eine  einzige  Integral-if,„  von  [AJ  festgelegt  ist,  ihren 
analytischen  Ausdruck  darin,  dass  sich  aus  den  Relationen,  die 
aus  (A)  durch  partielle  Ableitung  nach  den  x  entstehen,  sowie 
aus  den  folgenden 

O^-ljÄ...?/!  — 4;  /  =  4,..m;  fc  =  4...n) 

ein  und  nur  ein  Werthsystem  der  Unbekannten  r^-^'  ermitteln 
lasst.  Es  gibt  dann  und  nur  dann  unendlich  viele  derartige 
Werthsysteme,  wenn  x^,^  als  Function  von  x^..,  x^^^  allen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  I.  Ordnung  genügt,  die  erhalten 
werden,  wenn  man  in  (B)  fttr;5*^,p/  ihre  der  if,^  entsprechenden 
Ausdrücke  in  x^ . . .  x^,  ferner  für  A,,  X, . . .  h^  bez.  die  Grössen: 

substituirt,  hierauf  alle  n-reihigen  Determinanten  von  (B)  null 
setzt.  Die  betrachtete  JH^.!  heisst  dann  eine  >m — 1-fach  aus- 
gedehnte Charakteristik«,  oder  eine  C^^^.  Ist  nun  1^  =  1,  so 
ergibt  sich  für  o?^  eine  einzige  partielle  Differentialgleichung 
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und  es  folgt,  dass  durch  jede  auf  einer  Integral-Jf^  von  J  beliebig 
gewalilteif^.,eineauflf^  gelegene C|„_^  (praciser  ausgedruckt 
n—i' Zweige  einer  solchen]  bestimmt  ist.  Ist  ii'>\^  so  sind 
nach  Theorem  lY  die  fttr  o^^^  erhaltenen  Differentialgleichungen 
mit  II  unabhängigen  Relationen  aequivalent  und  die  Existenz  von 
Cg,_,  ist  nicht  unmittelbar  evident;  ohne  weiteres  aber  erledigt 
sich  die  Frage  für  die  »Normalsysteme«,  zu  deren  Definition  wir 
Dan  abergehen. 

9.  Wir  schreiben : 

and  bilden  die  Matrices 


(9 


ß|y  ß?/ 


ßi;/  ß'v/ 


o«. 


iiij 


Die  n-reihigen  Determinanten  von  (Cy)  verschwinden  nach  Theo- 
rem IV  sämmtlich  resp.  fttr  n — t/ im  Allgemeinen  verschiedene 
Werthsysteme  A^i^ , . .  u^^^*  (x  =  4 . . .  n — v)  der  Verhältnisse 
-'i,^:lj...  —  ^u'^j*  Is^  °^°  {^)  d^^  A^s ^  Zeilen  und  (m — /i) n 
Colonoen  bestenende  Matrix,  die  durch  Nebeneinanderstellung 
derm — (i  Schemata  (Cj)  entsteht,  so  bezeichnen  wir  (A)  als  ein 
>Sormalsystem*^j  wenn  alle  n-reihigen  Determinanten  von  (D) 
unier  der  Voraussetzung  verschwinden,  dass  in  jedem  der  Theil" 
Schemata  [Cj)  die  Verhältnisse  — Xilj  durch  irgend  eines  der 
"ien  genannten  n — v  Werthsysteme  ersetzt  werden,  wobei  in  allen 
Matrices  [Cj)  der  Index  x  gleich  zu  nehmen  ist.  Die  Punktroannig- 
keil  M  des  Rm-\  «erft^H^  nunmehr  in  n' —  v  lineare,  m  —  fi  —  1  - 
fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten,  die  bez.  durch  die  Glei- 
chungen 


i.+J'y^fi>  =  o 


u+1 


^+1 


MJ 


(x  =  1 ,  2 .  . . .  n  —  y) 


defioirt  werden,  und  man  hat : 
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10«   Wir  maohen  nun  zunächst  die  Annahme  /i  ==  4 ;  dann 
können  wir  schreiben  . 

hierin  bedeuten  ^,^0 . , .  uig^^"^^  die  n  —  t'  Werthe  des  Verhält- 
nisses —  X^  :  Xgj  welche  die  charakteristische  Form  AT  annuUireo, 
wenn  man  darin  alle  X  mit  Ausnahme  von  X^  und  kg  durch  Null 
ersetzt.  Denkt  man  sich  wiederum  durch  ein  System  von  Glei- 
chungen, welche  a* . . .  is**,  p/ . . .  p^**  als  Functionen  von  x^ . . .  (t^ 
definiren,  eine  Integral- illf„|  gegeben,  so  bestimmen  die  gewöhn- 
lichen Differerentiaigleichungen: 

(4)  dx^  =  ^[^^dx^\    ...  dx^  =  ^i^^dx^ 

n  —  V  verschiedene  Systeme  von  je  oo*'*'"*  auf  der  i/„j  gelegenen 
eindimensionalen  Punktmannigfaltigkeiten.  Die  zu  den  Punkten 
einer  solchen  gehörigen  Flächeneleroente  von  Mf^  bilden  eine 
M^ ,  welche  »  eindimensionale  Charakteristik  von  J«  genannt  werden 
möge;  wir  bezeichnen  eine  solche  mit  C/^),  um  ihre  Zugehörig- 
keit zu  dem  Werthsystem  -^,(*) . . .  ^^^*^  anzudeuten.-  Sind  die 
7-y*  die  Ableitungen  der  obigen  Functionen  p,*  von  a\.  ..x^, 
so  genttgt  jede  C/^)  den  Gleichungen: 

(5)  d;s*  =  (p*  +  ^*>pJ-f-...  +  ^^)p*)da;,    {A  =  4...«) 

(6)  rfP?  =  (r?.  +  ^.«>r*+...+^ij)r?Jd<r.  (^Zj;';;)- 

Die  Elimination  der  r^^  aus  (6)  und  den  Relationen,  die  aus  (A) 
durch  partielle  Ableitung  nach  x^...  x^  entstehen,  führt  auf  ein 
System  totaler  Differentialgleichungen,  die  von  der  betrachteten 
Integral-if„i  ganz  unabhängig  sind.  Wir  können  diese  »Defini- 
tionsgleichungen der  C/^)<,  denen  wir  noch  (4)  und  (5)  hinzu- 
fügen, so  schreiben: 
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dxs  =  ^?^dx^     (5  =  2, 3  ...  m) 
,g;a)  [Mi,+^jJf>Mi^dx,+2Pldp[^^    (1  =  4... A) 

(s  =  \  ...r+4;  j  =  2.3...m). 
Hierin  ist 

gesellt,  während  Z^/*),  /,/*) ...  Zjy,(*)  ^+4  linear  unabhängige 
Ufsangen  der  n{m — 4)  Gleichungen: 

ia  den  Unbekannten  {/^)  bedeuten.   Es  ist  zu  bemerken,  dass  ^ 
der  Relationen  b)  eine  Folge  von  a)  sind ;  im  Uebrigen  aber  sind 

die  Gleichungen  (JS'J  in  Bezug  auf  die  Ableitungen  -p-  linear 

unabhängig,  lassen  also  (m  —  4 )  (n — v — 4)  derselben  willkürlich. 
11.  Ist  ^>>  4,  und  J  ein  Normalsystem,  so  bildet  jedes  der 
Theilsysteme  Jg  fttr  sich  ein  Normalsystem,  wenn  x^. ., x^^^, 
Xg^^ ..  .x^  als  Gonstante  gelten.  Durch  jedes  Flachenelement 
einer  Integral-lf|^  von  J  geht  eine  und  nur  eine  ganz  auf  Jtf^ 
gelegene  C^C^)  von  Jg,  welche  also  den  Differentialgleichungen: 

dxJ=z^J)dx^     (;  =  |u+4...m) 

and  den  zu  (4),  (5)  analogen  Relationen  genügt. 

Betrachten  wir  nun  ein  Flächenelement  e  einer  Integral- 
Jffli  von  J  und  die  durch  e  gehende,  auf  M^^  gelegene  C/^)  von 
/{;  die  auf  lf|,i  gelegenen,  bez.  von  den  oo*  Elementen  dieser 
C/")  auslaufenden  Charakteristiken  C^W  von  J^  bilden  dann  eine 
ganz  bestimmte  Jf,;  die  von  den  oo*  Elementen  dieser  M^  aus- 
gehenden C^(^)  von  y,  eine  Jtf,  etc. ;  schliesslich  gelangt  man  so 
w  einer  auf  M^  gelegenen  Jf^. 
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Die  erhaltene  Jtf^  ist  ganz  unabhängig  von  der  Reihenfolge, 
in  welcher  die  Theilsysteme  J^^Jt-'-^fA  benutzt  werden,  und 
heisst  eine  ^fi-fach  ausgedehnte  Charakteristik <  oder  eine  C^W 
von  J, 

Theorem  V.  Durch  jedes  Flächenelement  e  einer  allgemeinen 
Jntegral'Mf^  eines  Normalsystems  J gehen  n  —  y  im  Allgemeinen  ver- 
schiedene, vollkommen  bestimmte  fx-fach  ausgedehnte  Charakteris- 
tiken C^^K . .  C^^^^^,  die  ganz  auf  der  Mf^  enthalten  sind. 

Es  ist  darnach  leicht,  die  C^  von  J  durch  n — r  verschiedene 
Systeme  linearer  partieller  Differentialgleichungen  in  den  ab- 
hängigen Variabein  cc^^^ . . .  x^^,  z^,  p^^  und  den  Independenten 
x^...Xfji  unabhängig  von  der  gerade  betrachteten  Integral-if^ 
zu  definiren. 

12«  Wird  auf  einer  Iutegral-Jf„}  von  J  eine  Jlf,„_«_,  be- 
liebig angenommen,  so  erzeugen  die  von  den  Elementen  der 
letzteren  auslaufenden  C^W  die  allgemeinste  auf  M^  gelegene 
^m-i  ^OQ  ^>  ^^^  kann,  wie  leicht  ersichtlich,  in  analoger  Weise 
auch  Charakteristiken  C^^.^ . . .  C,  von  J  definiren. 

13.  Die  Analogie,  die  solchergestalt  zwischen  den  Theii- 
Systemen  J^,J^,.,J^j^  und  einem  System  von  (i  involutorischen 
partiellen  Differentialgleichungen  I.  Ordnung  mit  einer  Unbe- 
kannten von  der  Form 

ZU  Tage  tritt,  wird  noch  augenfälliger,  wenn  wir  den  Fall  f = n  —  < , 
also  ein  Normalsystem  der  Form 

P\  =  9\  >    K  =  vi .  •  •  •  /').  =  9it  >    P}*+t  =  9)i^i 
(F)  

betrachten.  Die  n  —  v  Systeme  (EJ  reduciren  sich  jetzt  auf  ein 
einziges  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen.  Man  er- 
hält sowohl  dieses  System  als  auch  die  Bedingungen,  die  (F)  als 
Normalsystem  charakterisiren,  wenn  man  ausdrückt,  dass  aus 
den  rechten  Seiten  der  Relationen 


^^  —  r^         -4-  y/.         r^  J_...    ^.      r*» 

^  — r^-l-^-        r'  4-  ...  ^1     r* 
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vermöge  der  Gleiohuogen,  die  sich  durch  partielle  Ableitung  des 
Systems  (P)  nach x^...  x^  ergeben,  alle r^^ herausfallen.  Man 
erhalt  so  das 

Theorem  VI.  Damit  das  Involutianssystem  (F)  ein  Normal-- 
System  hiUsj  ist  nothtvendig  und  hinreichend^  dass  die  folgenden 
Rdatumen  bestehen : 

[a  =  <  ...  ju;  /?=r4  ...  n  —  4 ;  5  =  ]U  +  2  ...  w;  /  =  4  ...  n) . 

Die  Grössen  ^^-  haben  jetBt  bez.  die  Werthe  —  ^c^y**'*;  die 
Definitionsgleichungen  der  Charakteristiken  C^  desTheilsyslems 
y,  werden : 

dxjfe  =  —  P?fc*da;,;  da»  =  p',da?,  +^>  p]  dxj ; 

dpjf  =  M^,dx, ;  dp*  =  (Jf*^  -  P,^;i,,  JfJ,,^^) da:,  ^) 
(i  =  ^4-4...m;  A  =  4...n  —  4;  j  =  jU  +  S...fw). 

Die  Differentiale  der  übrigen  Grössen  p/^  ergeben  sich  durch 
Differentiation  von  (F),  wobei  o?, . . .  a?,„,,  Xg^^  . . .  x „  als  Con- 
stante  gelten. 

Theorom  YII.  Durch  jedes  Plächenelement^  da^  den  Relationen 
(F)  geniigtj  ist  eine  und  nur  eine  Charakteristik  eines  jeden  der  ^i 
Theilsysteme  J,,  mithin  (nach  Theorem  V)  auch  eine  und  nur  eine 
Charakteristik  C^  des  Normalsystems  (F)  festgelegt.  Die  allgemein- 
ste  IntegralrMfn  von  (F)  wird  erzeugt  von  den  od^'^f^  Charakteris- 
täim  C«,  die  hez.  von  den  oo*'*"  ^  Elementen  einer  beliebigen  Inte- 
gral'il^^^  von  (F)  ausgehen. 

Die  Integration  von  (F)  kommt  sonach  zurück  auf  gewöhn- 
liche Differentialgleichungen  und  die  Herstellung  einer  Integral- 
^m^fii  <*•«  ihrerseits  durch  Integration  eines  Hülfssystems  von 


"  j. 
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n  --  4  partiellen  Differeniialgleichangen  I.  Ordnung  in  n —  4  Un- 
bekannten und  m — /i  Independenten  gefunden  wird.  Fttrn=:=  4, 
also  ^53=0,  ergibt  sich  die  bekannte  Theorie  eines  Involutions- 
systems mit  einer  Unbekannten. 

14«  Auch  im  Falle  p^n  —  4  kann  unter  Umstanden  eioe 
Reduction  des  Normalsystems  (A)  auf  Probleme  in  einer  geringe- 
ren Zahl  von  Independenten  erfolgen;  dabei  können  wir  uns 
nach  Nr.  6  unbeschadet  der  Allgemeinheit  auf  die  Annahme 
ju  =  4  beschranken ;  ist  nämlich  (A)  ein  Nonnalsystero,  so  gilt 
dasselbe  fttr  alle  Parameterwerthe  ^t  *  •  •  Vi«  ^^^^^  ^^^  d®™  Systeme 
(3)  der  Nr.  6. 

Theorem  Till.    Sind  x^,  x, . . .  x^  s  verschiedene  Zahlen  der 

Reihe  i,i,..n  —  $f{s^n  —  v)^  ferner  xp^^^K . .  t//'*''  Functionen 
von  x^ ,  js^,  p/^  und  iMsungen  bez.  der  totalen  Differentialgleichungs- 
systeme (^x  )  •  *  *  (^x )  ^^^  ^^  Beschaffenheit^  dass  die  Relationen 

(7)  /;  =  0...  fn^y^O,  V^W  =  0...  ipM^o 

sich  nach  den  Grössen: 

auflösen  lassen^  so  bilden  die  Gleichungen  (7)  ein  Involutionssystem j 
dessen  charakteristische  Form  für  s<^n  —  v  durch 

"^^  (vgl.  Nr.  40) 


^x,^x,-^x. 
gegeben  ist 

Besitzt  nun  jedes  der  n — v  Systeme  [E^  je  m  unabhängige 
Integrale,  und  ist  i//(^)  eine  arbiträre  Function  derselben,  so  kann 
man  die  \p^^)  auf  eine  und  nur  eine  Weise  so  bestimmen,  dass 
die  Gleichungen 

(8)        /;  =  0...    r„^,  =  0,     V;(0=0...     i/;(»-O=0 

von  einer  beliebigen  Integral-if|„.f,  also  auch  von  der  durch  sie 
bestimmten  Integral-lf^  des  gegebenen  Systems  (A)  befriedigt 
werden.  Da  aber  die  Gleichungen,  die  aus  (8)  durch  Auflösung 
nach  p, *  •  •  •Pi'', /'«^ . . Pt"  entstehen,  mit  Hülfe  der  MAYsa^schen 
Transformation  (Nr.  6)  auf  ein  System  von  n  Gleichungen  I.  Ord- 
nung in  m  —  4  lodependenten  zurückkommen,  schaben  wir  das 
Theorem  IX.  Durch  die  angegebene  Methode  ist  die  Integra- 
tion des  Normalsystems  {k)  (iV=n— i/)  mriickgeführt  auf  Pro- 
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bleme  inm—  i  Independenten,  auf  die  Integration  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  und  auf  die  Herstellung  der  (dlgemeinsten 
IntegrairU^^^^  von  (A),  die  ihrerseits  durch  Integration  eines  Hülfs- 
Systems  inm  —  4  Independenten  gefunden  wird. 

15.  Die  Function  tfr^  heisse  eine  »Normal tosung c  des  Sys- 
tems (^j,^,  wenn  die  n  +  ^  +  ^  Gleichungen 

n=o...  f^,^o,  vw=o 

ein  Normalsystem  bilden;  zu  den  linearen  homogenen  partiellen 

Differentialgleichungen  I.  Ordnung,  die  xp  als  Lösung  von 
(fy.)  definiren,  treten  jetzt  im  Allgemeinen  noch  weitere  der- 
artige Gleichungen.  Besitzt  jedes  der  Systeme  (E^^J . . .  (f^J  m  un- 

tx  )  ix  ) 

abhängige  Normaliösungen  und  sind  ip^  ^  . . .  t/;  ''  bez.  arbiträre 
Functionen  derselben,  so  ist  auch  (7)  ein  Normalsystem.  Ist  ins- 
besondere Ä=n  — y  — 4,  so  beträgt  die  Anzahl  der  Gleichungen 
(7)  n  +  n  —  4 ,  und  die  Integration  dieses  Systems  kommt  nach 
Nr.  43  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  und  die  Ennitte- 
lang  der  allgemeinsten  Integral-ilf|,i .  i  hinaus.  So  erhalten 
wir  das 

Theorem  X.  Besitzen  n  —  v  —  4  der  Systeme  [E^  je  m  wn- 
Mängige  Normaliösungen^  so  ist  die  Integration  des  vorgelegten 
Sormalsystems  (A)  {N=n+v)  zurückgeführt  auf  die  Herstellung 
der  allgemeinsten  Integral-Mf^^^  und  auf  die  Integration  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen. 

Die  in  den  Nummern.  44  und  45  gegebenen  Reductionsme- 
thoden  bilden  Analoga  zu  der  DARBoux'schen  Theorie  der  parti- 
ellen Differentialgleichungen  IL  Ordnung  in  drei  Veränderlichen, 
bez.  zu  der  Ergänzung,  die  Herr  M.  LfivT  zu  dieser  Theorie  ge- 
liefert hati). 

München,  im  März  4897. 


1)  Comples  Rendas  4872. 


i 


SopbnB  Lie,  Die  Theorie  der  JntegraUnvariantefi  ist  ein  Co- 
roUar  der  Theorie  der  Differentialinvarianten. 

In  dieser  Note  zeige  ich  zunächst,  dass  meine  allgemeine 
Theorie  der  Differentialinvarianten  ohne  Weiteres  die  volistäD- 
dige  Theorie  der  Integralinvarianten  liefert.  Sodann  gestatte  ich 
mir,  das  Abhängigkeitsverhältniss  klarzustellen,  in  dem  nicht 
allein  die  betreffenden  Untersuchungen  der  Herren  Zoiawskt, 
Cartaii(  und  Hurwitz  i],  sondern  auch  Arbeiten  des  Herrn  Poin- 
CARfi  und  ganz  besonders  eine  Note  von  Königs  zu  meinen  älteren 
Arbeiten  stehen.  Soweit  ich  es  übersehe,  ist  Herr  Gartan  der 
einzige,  der  die  Sachlage  ganz  correct  aufgefasst  hat;  gleichzeitig 
spreche  ich  aber  den  Herren  Zorawskt  und  Hurwitz  meinen  Dank 
dafür  aus,  dass  sie  jedenfalls  auf  die  Beziehungen  ihrer  Unter- 
suchungen zu  den  meinigen  hingewiesen  haben.  Was  die  Arbeit 
des  Herrn  Königs  betrifft,  so  muss  ich  annehmen,  dass  meine  aus 
dem  Anfang  des  Jahres  4  877  herrührende  Arbeit  im  norwegi- 
schen Archiv,  Bd.  II:  Die  Störungstheorie  und  die  Berührung^- 
transformationenj  seiner  Aufmerksamkeit  entgangen  ist. 


I. 
Allgemeine  Definition  des  Begriffs  Integralinvariante. 

Liegt  eine  endliche  oder  unendliche  continuirliche  Trans- 
formationsgruppe in  den  Veränderlichen: 

i)  Zorawskt,  Akademie  zu  Krakaa,  April  1895.  —  Königs,  Comptes 
rendus,  Paris  9.  Dec.  1895.  —  Cartan,  Bulletia  de  la  Sociöt^  math.,  Paris 
4896.  —  A.  HüRwiTz,  Gesellsch.  d.  Wiss.  zu  Göltingen,  Mttrz  1897.  —  Pmn- 
GARE,  Acta  math.,  t.4  8,  1890. — Sophos  Lie,  Norweg.  Archiv,  Bd.  2, 1877  und 
Theorie  der  Trfgr.,  Leipzig  1888—4893,  Bd.I  und  III;  Ges.  d.  Wiss.  zu  Chri- 
stiania  1883. 
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X^  .».  X^r    OJJ  . . .  af^n  .  . 

1 

^<«) 
•«'«(«) 

1 

vor,  so  sagen  wir,  dass  ein  Integral : 

Idcu  =  dx[  . . .  dx^Jr  . . .  ^^J/j)) 

eine  Integralinvariante  der  betreffenden  Gruppe  darstellt,  wenn 
die  Variation: 


6jsi[...)dx[...dx 


(1) 


des  Integrals  bei  allen  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe  verschwindet,  anders  ausgesprochen,  wenn  die  Form 
des  Integrals  bei  allen  endlichen  Transformationen  der  Gruppe 
bewahrt  wird. 

Es  ist  hierbei  unsere  Voraussetzung,  dass  jedes  z^^  als  eine 
Function  von  xf  xf  ,..  ccj(}i)  betrachtet  wird,  ferner  dass  ß  nicht 
allein  die  x  und  z^  sondern  zugleich  Ableitungen  beliebig  hoher 
Ordnung  der  s  nach  den  x  enthält,  dass  endlich  die  Grössen 
d*)  z^*)  unter  sich  transformirt  werden. 

Dass  die  beiden  hier  formulirten  Definitionen  des  Begriffes 
lategralinyariante  äquivalent  sind,  ist  ein  specieller  Fall  meines 
allgemeinen  Satzes,  dass  jede  endliche  Transformation  einer  be- 
liebigen endlichen  oder  unendlichen,  continuirlichen  Trans- 
formationsgruppe  durch  die  Reihenfolge  von  unendlich  vielen 
infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  ersetzt  werden 
kann. 

Ich  werde  nun  zeigen,  dass  meine  allgemeine  Theorie  der 
Differentialinvarianten  in  jedem  einzelnen  Falle  unmittelbar  die 
Bestimmung  aller  vorhandenen  Integrßlinvariantefi  leistet  y  indem 
sie  dieses  Problem  auf  die  Integration  eines  vollständigen  Systems 
zurückfuhrt. 

Um  dem  Leser  die  Richtigkeit  dieses  beachtenswerthen  und 
allgemeinen  Satzes  klar  zu  machen,  finde  ich  es  zweckmässig, 
zaerst  ein  Beispiel  zu  betrachten,  das  ich  schon  längst  aus- 
ftthrlich  behandelt  habe.  Ich  werde  nämlich  zunächst  daran 
erinnern,  wie  ich  seinerzeit  die  Frage  erledigt  habe,  ob  eine 
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vorgelegte  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Baumes 
x^  ...  Xf^  einen  Differentialausdruok : 

H{x^  ...  a?,|  dx^  ...  da?J 

invariant  Iflsst,  der  in  den  Differentialen  dx^  ...  dXf^  homogen 
von  erster  Ordnung  ist  und  somit  ein  Bogenelment  in  Riemann^s 
Sinne  des  Wortes  darstellt.  Ist  irgend  ein  derartiger  Ausdruck 
H  vorgelegt;  so  ist: 

selbstverständlich  eine  Integralinvariante  der  betreffenden 
Gruppe. 

II. 
TransformationsgmppeB,  die  ein  Bogenelement  invariant  lassen. 

Schon  im  Jahre  4886^)  beschäftigte  ich  mich  eingehend  mit 
allen  Transformationsgruppen 

^i  =  /ife(^i  •••^11  «4  •••an)        (*=4...n), 

bei  denen  eine  in  den  Differentialen  dx^  . . .  dx^^  homogene  Func- 
tion erster  Ordnung: 

H[x^  •••  ^fi  dx^  ...  dflCfi) 

invariant  bleibt.  Eine  möglichst  elementare  Darstellung  dieser 
speoiellen  Theorie,  die  implicite  als  ganz  einfacher  Fall  in  meiner 
allgemeinen  Theorie  der  Differentialinvarianten  enthalten  ist, 
gab  ich  dann  im  Kap.  SS  des  ersten  und  Kap.  28,  23  des  dritten 
Bandes  meiner  Theorie  der  Transformationsgruppen  (4888  und 
4893).  Ich  werde  mir  erlauben,  zunächst  diejenigen  Entwicke- 
lungen  zu  resumiren ,  die  ich  an  der  letztgenannten  Stelle  ge- 
geben habe. 

S'mdXJ...  X^/*,  wo: 

ist,  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-glied- 
rigen  Gruppe,  und  sind 


4)  Vgl.  Leipziger  Berichte  1886,  S.  344,  S4S;  4890,  S.  S92,  S98,  Grund- 
lagen der  Geotnetrie. 
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die  iofinitesimalen  Transformationen  der  einmal  erweiterten 
Grnppe,  so  erzeugen  die  r  +  4  infinitesimalen  Transformationen 
x;f...Xr'fuad 

auch  ihrerseits  eine  Gruppe,  indem  die  ?'  Ausdrücke 

sämmtlich  identisch  verschwinden. 

Hier  können  aber  zwei  Fälle  eintreten.  Es  ist  zunächst 
denkbar,  dass  X^f  sich  als  Summe  der  X/f  multiplicirt  mit  pas- 
senden Grössen 

darstellen  lasst.  In  diesem  Falle  sind  alle  bei  der  r-gliedrigen 
Grappe  A'i/*...  A,./* invarianten  Differentialausdrttcke 

ii{x^  ...  Xf^,dx^  ...  dx^) 

von  nuüter  Ordnung  in  den  Differentialen  dx^  ...  dx^-  Dann 
eiistirt  also  kein  invarianter  Differentialausdruck  erster  Ord- 
nung in  den  dx^,  also  auch  kein  invariantes  Bogenelement.  Die 
Curven  des  Raumes  x^  ...  x^  haben  dann  keine  bei  der  Gruppe 
invariante  Bogenlänge.  —  Besteht  dagegen  keine  Relation  von 
der  Form  (4),  so  erzeugen  die  Transformationen  X^'f ...  X^f 
and  X^'f  eine  (r  +  4  )-gliedrige  Gruppe  in  den  Veränderlichen 
x^  und  es  ist  überdies  möglich ,  Lösungen  der 


j  X//'=O...AVA=0 

w  6nden;  denn  offenbar  erzeugen  dann  X//*...  X^'f  und  Yf 
eine (r  +  4 ]-gliedrige Gruppe  mx^  ...  x^  x^'  ...  x^  und  qp.  Ist 
^[^1  ...  x^  £c/  .. .  x^'q>)  eine  beliebige  Lösung  des  vollständigen 
Systems  (2)  und  giebt  die  Gleichung 

0(x^  ...  x^  x^'  ...  a?n'y)  =  Gonst. 

M^tL-^kyi.  ClMse.  1897.  23 
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durch  Auflösung 

(p  =  g)[x^  ...  a?„  a?/  ...  Xn), 

so  ist  q>  eine  Differentialinvariante  der  Gruppe  X^f ..,  X^f,  die 
in  den  xj^'  homogen  von  erster  Ordnung  ist.  Dann  ist  femer 

d8=iip(x^  ...  Xn  dx^  ...  dxj 
ein  bei  der  Gruppe  X^f ,,.  X^/* invariantes  Bogenelement. 
Dann  ist  also 

Jq)(x,  ...oc«  iE;...Oj^-i 

eine  Integralinvariante  unserer  Gruppe.  Offenbar  sind  hiermit 
alle  Integralinvarianten  erster  Ordnung  unserer  Gruppe  gefun- 
den, die  sich  auf  eine  Gurve  des  Baumes  x^  ...  x^  beziehen. 

An  der  citirten  Stelle  im  dritten  Bande  meiner  Theorie  der 
Transformationsgruppen  hielt  ich  die  Betrachtungen  wesentlich 
allgemeiner.  Einerseits  gab  ich  die  Theorie  in  so  allgemeiner 
Form,  dass  auch  die  unendlichen  Gruppen  erledigt  wurden,  an- 
dererseits wurde  angedeutet,  dass  ich  die  Bestimmung  cUler  Inte- 
gralinvarianten durchgeführt  hatte. 

III. 
^  Ein  allgemeiner  Satz  über  Integralinvirianten. 

Wir  wollen  wiederum,  wie  in  §  4  annehmen,  dass  eine 
endliche  oder  unendliche  continuirliche  Transformationsgruppe 
in  den  Veränderlichen: 

-r--nCO-r'-*^  (.•.7  =  ^2. ..9) 

vorliegt,  und  dass  wir  alle  zugehörigen  Integralvarianten 
J=fn  (x/  ...  .« ,  ..'...  .2,,!^  •  •  •)  äa:,' ...  d<i, 

suchen;  dabei  ist  es  unsere  Annahme,  dass  ii  nicht  allein  die 
unabhängigen  Veränderlichen  x  und  ihre  Functionen  js,  sondern 
zugleich  die  zugehörigen  Ableitungen  erster,  zweiter  bis  etwa 
v^'  Ordnung  enthält. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

dx/dx^'  ...  c/flcjjf  ...  dx^l^)^^dio  j 
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and  demeatsprecbend : 

so  soll  für  alle  infinitesimalen  Transformationen  unserer  Gruppe 
die  Variation 

dfSidia  =/(d£i  .  dw  +  Sidäo}) 

verschwinden;  hierzu  ist  nach  den  Regeln  der  Variationsrech- 
nung nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Gleichung 

d[Sidu))  =  dß .  dw  +  Qädw  =  0  , 

oder  aber  die  äquivalente : 

X(ßdcu)  ==  Xiidto  +  iiX[dtiß)  =  0 

immer  besteht,   welche  infinitesimale  Transformalion  Xf  der 
Grappe  wir  auch  als  Operator  der  Variation  wählen. 
Ist  nun 

das  allgemeine  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation  un- 
serer Gruppe,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Hydro- 
dynamik, den  wir  übrigens  spater  gruppentheoretisch  ableiten 
werden : 

wobei  bei  der  Berechnung  jeder  Ableitung  UA  zu  beachten  ist, 

dass  die  z  und  ihre  Ableitungen  nach  den  x  als  Functionen  der 
X  lu  betrachten  sind. 
Sind  nun 

JSi^dio     und    fil^dco 

zwei  solche  Integralinvarianten,  und  bestehen  dementsprechend 
(Qr  jede  infinitesimale  Transformation  Xf  der  betreffenden 
Gruppe  die  beiden  Relationen: 

oder  aber  die  äquivalenten: 

23* 
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dann  ist 

d.h.  das  Verhaltniss  der  beiden  Grössen  a^  und  £i^  iät  eine 
Differentialinvariante  der  Gruppe,  die  hinsichtlich  ihrer  Form  gar 
keiner  anderen  Beschränkung  unterworfen  ist,  als  da^s  sie  nur 
von  den  x,  den  z  und  den  Ableitungen  der  z  nach  den  x  abhän- 
gen soll. 

Es  gilt  also  der  folgende  Satz: 

Theorem.  Liegt  eine  endliche  oder  unendliche  con- 
tinuirliche  Gruppe  in  den  Veränderlichen 


vor, 

x^    .. 
und  ist 

fh.dx;. 

...  dac;, 

{t,j=i,i...q 
dJ"^ 

eine 

bekannte  Jntegralv 
U(xl...af,,...x%, 

ariante,  während 
"*■••    m(«)  öx,'         dx,'« 

da;/-        / 


irgend  eine  Differentialinvariante  der  betreffenden 
Gruppe  bezeichnet,  die  nur  von  den  x,  den  z  und  den 
Ableitungen  der  z  nach  den  x  abhängt,  so  liefert  die 
allgemeine  Formel 


ß 


U.n.dxl...  dx^^^g^ 


alle  zugehörigen  Integralinvarianten  der  Gruppe. 

Zu  jeder  continuirlichen  Gruppe  gehören  mehrere  Reihen 
von  Integralinvarianten,  deren  jede  unbegrenzt  viele  Individuen 
umfasst. 

Ist  Jii.dxi...dx^^l^ 

eine  Integralinvariante,  so  ist  ii  selbst  im  Allgemeinen  keine 
Integralinvariante,  denn  der  Ausdruck  Xi2  hat  nach  den  oben- 
stehenden EntWickelungen  den  Werth 
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und  daher  stellt  ii  nuTi  wenn  alle  Ausdrticke 

identisch    verschwinden ;    eine    Differentialvariante    unserer 
Gruppe  dar. 

Dagegen  ist  der  Ausdruck 

iidxl ...  dx'^,  ...  dx^%  =  ndiü 


wiederum  eine  Differentialinvariante  der  Gruppe;  diese  Differenz 
tialinvariante  ist  dadurch  particularisirtj  dass  sie  die  Grösse  d(o 
als  Factor  enthält. 

Wir  werden  später  für  diese  Sachlage  einen  nach  präciseren 
Ausdruck  finden. 

IV. 
Mt  eoBtimiirliehe  Orappe  hat  unendlich  viele  Integralinvarianten. 

Indem  wir  nun  weiter  gehen,  setzen  wir : 

n'  +  n"-] h  n<«)  =  n 

m'  +  wi"  H h  m^^>  =  m 

and  beseichnea  dementsprechend  die  unabhängigen  Veränder- 
lichen a:|[0  mit: 

^11  ^1  •••  ^n 

und  andererseits  die  Functionen  z^^^  mit: 


Die  zugehörigen  Ableitungen  erster  Ordnung  bezeichnen  wir  mit 
Pi?Pt  ••*)  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  mit  r^,  r^  ...  u.s.w. 
Ist  nun 

das  aUgemeine  Symbol  der  infinitesimalen  Transformationen 
einer  continuirlichen,  endlichen  oder  unendlichen  Gruppe  und 
bezeichnet  andererseits 

fil(x^  ...a?,|  z^  ...  Zff^p^  ...  r,  ...)dx^  ...  dx^^/iidiQ 
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irgend  eine  zugehörige  Integralinvariante,  so  bestehen,  wie  vir 
sahen,  die  Gleichungen 


i/(ß)  +  ß:j(||)  =  o, 


und  umgekehrt  giebt  jede  Lösung  £i  dieser  Gleichungen  eine 
Integralinvariante. 

Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  Q  sich  zunächst  als  Faactioo 
derir,  der«,  der  Ableitungen  erster  Ordnung  p,  der  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  r  ...  u. s.w.  darbietei;  für  unsere  AuffassüDs 
sind  aber  die  z  Functionen  der  x  und  daher  fassen  wir  auch  Ü 
als  Function  der  x  auf.  Wollen  wir  daher  den  Ausdruck  U\ii' 
berechnen,  so  müssen  wir  zunächst  die  v-mal  erweiterte  infini- 
tesimale Transformation 

aufstellen ,  und  sodann 

u{i2)  =  u^'^yn 

setzen.  Wir  müssen  andererseits  unter  2  [v^l  die  Grösse  ver- 
stehen, die  wir  präciser  durch 

bezeichnen. 

Die  gesuchte  Function  £2  der  (r,  js,  p,  r  .. .  ist  somit)  wenn 
Uf  das  allgemeine  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation 
unserer  Gruppe  darstellt,  dadurch  definirt,  dass  sie  jede  Gleichung 
von  der  Form 

erfüllen  soll.  Wir  haben  zu  untersuchen,  ob  diese  Gleichungen 
eine  gemeinsame  Lösung  besitzen.  Das  ist  die  Frage^  dU  beant- 
wortet werden  soll. 

Diese  Frage  deckt  sich  nach  längst  bekannten  Principieo 
mit  der  Frage ,  ob  die  linearen  partiellen  und  homogenen  Diffe- 
rentialgleichungen 

gemeinsame  Lösungen  besitzen,  und  diese  letztere  Frage  wird 
von  meinen  Theorien  in  allgemeiner  Weise  erledigt. 


Die  Thboiiib  der  Intigraunvarianteei  etc.  351 

Da  nämlich  üf  das  allgemeine  Symbol  der  infinitesimalen 
ransfonnationen  einer  Gruppe  liefert,  und  U^^^f  A\ez\iffi\x\iT\ffi 
-mal  erweiterte  Transformation  darstellt,  so  erzeugen  auch 
ie  infinitesimalen  Transformationen 


"r-!'2-{^+^p',}ä 


ine  unendliche  Gruppe^)  in  den  Veränderlichen: 

ian  hat  also  nur  nach  meinen  gewöhnlichen  Regeln  zu  ent- 
cheiden,  ob  diese  unendliche  Gruppe  Invarianten  besitzt.  Jede 
ierartige  Invariante,  die  Si  enthalt,  liefert  eine  Integralinvariante 

fildx^  ...  dar^ 

ind  in  dieser  Weise  findet  man  alle  Integralinvarianten. 

Ist  insbesondere  die  vorgesetzte  Gruppe  endlich,  so  lässt  sich 
lachweisen,  dass  v  so  gross  gewählt  werden  kann,  dass  Inte- 
;ralin Varianten  v^^^  Ordnung  vorhanden  sind. 

Ist  dagegen  die  Gruppe  (//*  unendlich,  so  ist  eine  specielle 
Intersuchung  erforderlich.  Nehmen  wir  z.  B.  die  Gruppe  aller 
^uokttransformationen : 

ind  wenden  wir  diese  Transformationen  auf  das  Gurvenpaar: 

in,  so  haben  wir  zu  untersuchen,  ob  unsere  Gruppe  Integral- 
nvarianten  von  der  Form 

/ß(a?,ap,y,y;yr  ...  y,,  yi,  y"^  ...)dx,dx^ 

besitzt. 

Jetzt  haben  wir  zu  setzen: 

Ist  nun  l/W/*  die  i/-mal  erweiterte  infinitesimale  Transformation, 
50  erzeugen  auch  die  infinitesimalen  Transformationen : 

^'f-^2^^-^  +  ^^y^)lh 

1}  Vgl.  Leipziger  Berichte,  44.  April  4895,  S.  307—808. 
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eine  unendliohecontinuirliche  Gruppe,  die  allerdings  nicht  durch 
Differentialgleichungen  definirt  werden  kann.  Will  man  ent- 
scheiden, ob  diese  Gruppe  fttr  bestimmtes  v  Invarianten  besitzt, 
so  hat  man  zu  beachten ,  dass  zwischen  den  verschiedenen  Ab- 
leitungen erster,  zweiter  bis  v**'  Ordnung  von  ^(x^y^)  und  den 
entsprechenden  Ableitungen  von  ^(^,y,)  kein  Zusammenhang 
besteht.  Die  gesuchten  Invarianten  mttssten  also  gleichzeitig 
Invarianten  einer  unendlichen  Gruppe  sein,  die  man  findet, 
wenn  man 

Vf=M,  {X,  y,)  ^  +  *?!  (^4  yj  ^^  +  I.  (a^tV.)  ^  +  ^i^[x^y^)  1^, 

setzt,  sodann  zunächst  die  y-mal  erweiterte  Transformation  W^f 
und  endlich  die  Gleichung: 

(3)     v^f-^2'i^-^^+'-%fyH]^^^ 

bildet.  Hier  stellt  die  linke  Seite  die  infinitesimale  Transforma- 
tion einer  unendlichen  Gruppe  dar,  die  durch  Differential- 
gleichungen definirt  wird.  Die  Gleichung  (3)  zerfällt,  da  die 
Grössen  ^«i^i^ii?!  und  die  zugehörigen  Ableitungen  erster  bis 
v^^  Ordnung  durch  keine  (lineare)  Relation  gebunden  sind,  in 

4(4+8  +  3  +  ...  +  (v+^))  =  2(v+4)(y  +  2) 

verschiedene  lineare  partielle  Differentialgleichungen.  Die  Zahl 
der  unabhängigen  Veränderlichen  x^  y^  W  •  •  •  Vi*^  ^iV»  •  •  •  yi*^  >st 
aber  gleich 

2(v  +  2) 

und  da  v  grösser  als  Null  sein  muss,  so  ist  die  Zahl  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  fttr  jedes  v  kleiner,  als  die  Zahl  der 
Gleichungen,  es  lässt  sich  daher  voraussehen,  dass  die  Gruppe 

keine  Invarianten  besitzt,  und  dass  dementsprechend  die  un- 
endliche Gruppe  Uf  keine  Integralinvariante  besitzt,  die  sich  it 
der  verlangten  Weise  auf  ein  Curvenpaar  der  (ry-Ebene  bezieht 


Um  derThatsache,  dass  die  Theorie  der  Diffentialin Variante! 
die  Theorie  der  Integralinvarianten  beherrscht,  ja  als  speciellei 
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Fall  mnfasst,  eine  möglichst  einfache  Form  zu  geben,  durfte  es 
besser  sein,  sich  in  der  folgenden  Weise  auszudrücken: 

Soll,  wenn  vrir  die  früheren  Bezeichnungen  behalten ,  das 

lotegral 

y«  (a?,  x,  . . .  2 ,  ^,  . . .  ^^    . .  ^  .  ■ . )  d ir ,  d  ar.  . . . , 
das  durch  Einführung  der  Parameter  t^  ...  t^  auf  die  Form 

gebracht  werden  kann,  bei  allen  Transformationen  einer  ge- 
wissen endlichen  oder  unendlichen,  continuirlichen,  discontinuir- 
nairlichen  oder  gemischten  Gruppe  in  den  x  und  z  seine  Form 
bewahren  und  also  eine  sogenannte  Integralinvariante  darstellen, 
so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  das  Product 

irgend  eine  Differentialinvariante  der  betreffenden  Gruppe 
darstellt. 

Für  die  praktische  Berechnung  dürfte  allerdings  die  früher 
gewählte  Form  oft  die  zweckmassigste  sein. 

Wie  man  sieht,  ist  der  Zusammenhang  zwischen  der  Theorie 
der  Integralinvarianten  und  der  Theorie  der  Differentialinvari- 
anten  unmittelbar  evident  für  jeden  Mathematiker,  der  sich  die 
ersten  Elemente  meiner  Theorie  der  Transformationsgruppen 
angeeignet  hat. 

Dass  ein  so  ausgezeichneter  Mathematiker  wie  Herr  Poin- 
GiEt  diese  Sachlage  vom  ersten  Augenblick  klar  erkannt  hat, 
daran  habe  ich  keinen  Augenblick  gezweifelt.  Wenn  er  es  nicht 
nothwendig  gefunden  hat,  hierauf  hinzuweisen,  so  liegt  es  wohl 
darin,  dass  er  sich  nur  mit  eingliedrigen  Gruppen  beschäftigte. 
So  selbstverständlich  aber  auch  meine  Auffassung  des  Ausdrucks : 

als  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation  und  als  Er- 
zengende einer  eingliedrigen  Gruppe  nachträglich  erscheinen 
mag,  so  bleibt  doch  zu  berücksichtigen,  dass  gerade  diese  meine 
Auffassung  der  Ausgangspunkt  für  Untersuchungen  gewesen 
ist,  die  schon  auf  die  Entwickelung  der  reinen  wie  der  ange- 
wandten Mathematik  einen  mächtigen  Einfluss  geübt  haben. 
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Was  besonders  die  von  Herrn  Poincar«  behandelte  Theorie 
der  n  Körper  belrifit,  so  erlaube  ich  mir  darauf  hinzuweisen, 
dass  meine  alten  Untersuchungen  ttber  Functionengruppen  in 
demselben  Sinne  diese  Theorie  gefördert  haben,  wie  Lagrangb's 
Untersuchungen  ttber  algebraische  Gleichungen  dritten  und 
vierten  Grades  die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
chungen. 

V. 
lieber  kanonische  Bjstene  nnd  Differential-  bez.  Inte^alinvarianten. 

In  meinen  alteren  Untersuchungen  (vgl.  z.B.:  Die  Störungs- 
theorie  und  die  Berührungstransformationen,  Norweg.  Archiv  Bd.ll, 
Januar  4877)  zeigte  ich  u.  a.,  dass  die  Reduction  eines  simul- 
tanen Systems 

auf  die  sogenannte  kanonische  Form  dann  und  nur  dann  geleistet 
werden  kann,  wenn  ein  gewisser  PpAFF'scher  Ausdruck 

X^  (x)  dx^  + [-  X^^dx^n  =^2Xdx 

vorliegt,  der  eine  Gleichung  von  der  Form 

erfüllt,  und  überdies  2n  Grössen 

y,  ,..y^  q,  ...  7,, 

gegeben  sind,  die  eine  Relation  von  der  Form 

^qkdyk  +  dV=SX^dxj, 

erfüllen.  Insbesondere  ergab  sich,  dass  die  charakteristische 
Function  des  betreffenden  kanonischen  Systems  homogen  von 
erster  Ordnung  in  den  q  wird ,  wenn  die  beiden  Differentiale 
dSl  und  cfF  gleich  Null  sind. 

In  diesem  letzten  Falle  ist  es  evident,  dass  das  Integral 

fX.dx.-^ V,«rfa^,» 

erstreckt  längs  einer  beliebigen  Curve  des  Raumes  x  seinen 
Werth  behält  bei  der  infinitesimalen  Transformation 
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und  gleichzeitig  bei  allen  endlicheD  Transformationen  der  zu- 
gehörigen eingliedrigen  Gruppe. 

Diese  letzte  Bemerkung  fand  ich  es  nicht  nothwendig  expli- 
cite  zu  machen ;  meine  Arbeiten^  besonders  meine  alteren,  sind 
Dämlich  nicht  auf  Leser  berechnet,  denen  es  nicht  unmittelbar  klar 
ist,  dass  jede  Transformation,  die  ein  Differential  dta  invariant 
lässi,  gleichzeitig  das  entsprechende  Integraiy*dcci  reproducirt. 

In  der  betreffenden  Abhandlung  gab  ich  u.  a.  auch  die  all- 
gemeine Bestimmung  aller  Transformationen  in  sc^ . .  •  a;^  Pi . . .  Pn , 
die  m  vorgelegtes  kanonisches  System  in  ein  kanonisches  System 
Oberfllhrt.  Ich  fand  dabei  Transformationen,  die  im  Allgemeinen 
keine  Bertthrungstransformationen  in  den  x,  p  darstellen. 

Neuerdings  (Comptes  rend.  Paris,  Dec.  \  895)  hat  sich  nun 
Herr  Königs  in  der  Note:  »Application  des  invariants  inti^- 
graux  ä  la  reduction  au  type  canonique  ...«  mit  gerade  einigen 
anter  diesen  von  mir  allgemein  erledigten  Problemen  be- 
schäftigt. Seine  Note  mag  ihren  formellen  Werth  haben.  Was 
die  Realität  betrifft,  hat  er  nach  meiner  Ansicht  nichts  zu 
meinen  £niv^ickelungen  hinzugefügt.  Nun  weiss  ich  ja  wohl, 
dass  Herr  Königs  meine  oben  genannte  Arbeit  bei  der  Redaction 
seiner  Note  noch  nicht  kannte.  Nach  meiner  Ansicht  htttte  er 
aber  jedenfalls  auf  die  Beziehungen  hinweisen  müssen,  die  zwi- 
schen seiner  Note  und  noch  älteren  Arbeiten  stattfinden,  die 
ebenfalls  von  mir  herrühren  und  ihm  kaum  ganz  unbekannt  sind. 

Um  zu  ilhistriren,  wie  viel  weiter  als  Herrn  Königs  Note 
meine  damaligen  Untersuchungen  gingen,  erlaube  ich  mir,  den 
folgenden  Schlusssatz  meiner  Arbeit  zu  reproduciren : 

»Sei  umgekehrt  ein  vollständiges  System 

•vorgelegt.   Ich  setze  voraus,  dass  ich  einen  Ausdruck 

X^dx,-] f--W^a?m 

kenne,  der  q  Relationen  von  der  Form 

Ai(2Xdxu)  =  dni    (oder  =  0) 

»erfüllt.  Ich  stelle  die  Aufgabe,  diesen  Umstand  möglichst  viel 
'Ka  verwerthen.  Ist  9  =  4,  m  =  %n  und  enthält  dabei  die 
Normalform  von  2Xdx  in  unabhängige  Functionen,  so  verlangt 
»die  Integration  von  A^fsaQ  nur  die  Operationen 

2n  — 2,    2n-.4  ...  6,  4,8  ...« 
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VI. 
Geschichtlielie  Bemerknngea. 

Implicite  kommt  der  Begriff  Integralinvariante  schon  bei 
den  alten  Mathematikern  vor,  die  ja  die  Begriffe  Bogenlänge, 
Flächeninhalt,  Volum  etc.  in  ziemlich  grosser  Allgemeinheit  ein- 
geführt und  selbstverständlich  ihre  Beziehung  zu  der  Schaar 
aller  Bewegungen  vollständig  erkannt  haben. 

Nach  und  nach  tritt  der  Begriff  Integralinvariante  in  allge- 
meinerer Form  auf,  so  z.  B.  haben  ja  Lobatsgheffskt,  Boltai,  Gauss 
und  BiEiiANN  die  Begriffe  Bogenlänge,  Flächeninhalt  u.s.w.  auch 
in  die  nichteuclidische  Geometrie  eingeführt. 

Eine  Ausdehnung  des  Begriffes  Integralinvariante  auf  be- 
liebige Transformationsgruppen  war  nach  der  Natur  der  Sache 
erst  möglich ,  nachdem  ich  den  allgemeinen  Begriff  der  conti- 
nuirllchen  Gruppe  eingeführt  hatte. 

In  allen  meinen  Untersuchungen  über  infinitesimale  Be- 
rührungstransformationen und  PpAFp'sohe  Ausdrücke,  die  im 
Jahre  4874  anfangen,  und  ganz  besonders  in  der  oben  citirten 
Note  aus  dem  Jahre  4  877  habe  ich  mich  eingehend  mit  linearen, 
homogenen  Differentialausdrücken  erster  Ordnung: 

beschäftigt,  die  bei  eingliedrigen  Gruppen  invariant  bleiben.  Ich 
habe  insbesondere  im  Jahre  4877  Theorien  entwickelt,  die 
Königs  neuerdings  reproducirt  hat  und  zwar  aus  PoiNCARfi's  im 
Jahre  4890  veröffentlichten,  ganz  speciellen  Betrachtungen  ixber 
Integralinvarianten  abgeleitet  hat. 

Im  Jahre  4886  habe  ich  ferner  in  diesen  Berichten  allge- 
meine Untersuchungen  angedeutet  ^  die  sich  auf  Transformations- 
gruppen beziehen,  bei  denen  Bogenintegrale  invariant  bleiben.  Eine 
ausführliche  Darstellung  dieser  Untersuchungen  gab  ich  an  ver- 
schiedenen Stellen  und  am  ausführlichsten  im  dritten  Bande 
meiner  Theorie  der  Transformationsgruppen  (vgl.  insbesondere 
S.  499  u.  f.). 

Ich  besprach  eingehend  den  Zusammenhang  zwischen 
dieser  Theorie  und  meinen  allgemeinen  Untersuchungen  über 
die  Invarianten  mehrerer  endlich  entfernten  Punkte  gegenüber 
allen  Transformationen  einer  continuirlichen  Gruppe.  Ganz  be- 
sonders richte  ich  die  Aufmerksamkeit  auf  den  folgenden  Satz, 
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der  deutlich  zeigt,  dass  ich  damals  im  Besitze  der  allgemeinen 
Theorie  der  Integralinvarianten  war : 

»Die  vorstehenden  Betrachtungen  über  die  Beziehungen 

>  zwischen  den  Invarianten  endlich  von  einander  entfernter 
>Pankte  und  denen  unendlich  benachbarter  Punkte  lassen  sich 
>noch  wesentlich  vervollständigen;  man  kann  sie  auch  ver- 

>  allgemeinem,  indem  man  drei  und  mehr  Punkte  einführt,  die 
> Differentiale  zweiter  und  höherer  Ordnung  der  x^  mitnimmt 
=u.s.  w.  Wir  behalten  uns  vor,  auf  diese  Fragen  bei  einer  an- 
>dem  Gelegenheit  ausführlich  einzugehen.« 

In  meinen  alteren  Vorlesungen  habe  ich  regelmässig  den 
Begriff  Integralinvariante  gestreift,  aber  auch  nur  gestreift. 

Im  Jahre  4895  (4  4.  April)  legte  ich  der  hiesigen  Gesellschaft 
eine  Abhandlung  vor  (deren  Inhalt  ich  übrigens  der  Gesellschaft 
schon  im  Jahre  4  894  vorgetragen  hatte),  die  auf  S.  307*^308  eine 
Formel  aufstellt,  die  für  die  wirkliche  Berechnung  der  Integral- 
invarianten  die  Grundlage  liefert.  Genau  gleichzeitig  (ApriH895) 
veröffentlichte  Herr  Zorawskt,  der  in  den  Jahren  4889  und  4894 
bei  mir  meine  Theorien  studirte,  eine  unzweifelhaft  werthvoUe 
Arbeit  über  Integralinvarianten.  Leider  habe  ich  nur  die  For- 
meln, nicht  den  Text  seiner  polnischen  Arbeit  lesen  können. 

Später  hat  Herr  Gartan  eine  sehr  interessante  Arbeit  über 
diese  Theorie  veröffentlicht.  Herr  Gartan,  dessen  ausgezeichnete 
Arbeiten  über  die  Zusammensetzung  der  Gruppen  eine  beson- 
ders hervortagende  Stellung  unter  neueren  gruppentheoretischen 
Untersuchungen  einnehmen,  sagt,  und  zwar  nach  meiner  Ansicht 
mit  vollem  Bechte:  ■  La  question,  ainsi  posee  se  reduit  a  un  pur 
probldme  de  calcul,  gr^ce  au  th^ories  de  M.  Lie  qui  permettent  de 
fonner  toutes  ces  quantit^s  (Integralinvarianten).  Bei  einer  ande- 
ren Gelegenheit  werde  ich  mir  erlauben,  zu  zeigen,  dass  Herrn 
Gaktan's  schöne  Bemerkungen  über  (die  Optik  des  nichteuclidi- 
schen  Baumes  mit  meiner  Auffassung  der  HuTGHSifs'schen  Wellen- 
tbeorie  als  einen  Abschnitt  aus  der  Theorie  der  Berührungstrans- 
formationsgruppen,  andererseits  auch  mit  meinen  Untersuchungen 
über  Flachen,  deren  Haupttangencuryen  linearen  Liniencomplexen 
angehören,  in  Zusammenhang  gebracht  werden  können. 

In  einer  folgenden  Note  werde  ich  u.  A.  die  Existenzfrage 
der  Int^ralin Varianten  auch  für  unendliche  continuirliche  Grup- 
pen definitiv  erledigen. 


AUSSERORDENTLICHE  SITZUNG  VOM  31.  M AH  897. 

Nach  Erledigung  der  Qeschäfle  hielt  Vortrag 
Herr  S.  Lib,  o.  M.  :  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  W.  Ahreu-Rostock 
»Zur  Theorie  der  adjungirten  Gruppe«. 

W.  Ahrens-Roslock,  Zur  Theorie  der  adjungirten  Gruppe, 

Aus  LiB^s  grundlegenden  Untersuchungen  ist  hinlänglich 
bekannt,  dass  die  Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
eontinuirlicher  Transformationen  vollstUndig  charakterrsirt  ist 
durch  r'  Constanten  c^jt«  >  welche  durch  gewisse  lineare  und  bi- 
lineare Relationen  mit  einander  verbunden  sind>).  Diese  Gon- 
stanten  c^^g  bestimmen  auch  die  zu  der  ursprünglichen  Gruppe 
adjungirte  Gruppe  mit  den  infinitesimalen  Transformationen 


^'kf 


ö/- 


1  ' 


jene  Gruppe,  welche  bekanntlich  für  Fragen  der  Zusammen- 
setzung von  äusserster  Wichtigkeit  ist.  Diese  adjungirte  Gruppe 
ist  nun  bekanntlich  zu  der  ursprünglichen  isomorph  und  zwar 
holoedrisch  isomorph,  wenn  die  ursprüngliche  Gruppe  keine 
ausgezeichneten  Transformationen  besitzt,  im  anderen  Falle 
meroBdrisch  isomorph^}.  Im  ersteren  Falle  ist  die  adjungirte 
Gruppe  also  eine  mit  der  ursprünglichen  gleichzusammenge- 
setzte lineare  homogene  Gruppe.  Es  wurde  nun  von  Lie  die  Frage 
aufgeworfen,  ob  auch  in  dem  zweiten  Falle  sich  eine  mit  der 
ursprünglichen  Gruppe  gleichzusammengesetzte  lineare  homo- 
gene Gruppe  angeben  Hesse.  Lie  bejahte  Biese  Frage  entschie- 
den, bemerkte  jedoch,  dass  die  von  ihm  gegebene  Behandlung 

4)  »Theorie  der  Transformationsgruppen«  (Im  folgenden  kurz  »Trfgr.« 
III,  p.  597. 

«)  >Trfgr.«  I,  p.  294,  Theorem  54. 
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nicht  aligemeiD  sei  >).  Jene  Daratellang  bei  Lib^)  besohränkt  sieb 
nämlich  auf  Gruppen,  deren  ausgezeichnete  Transformationen 
in  der  ersten  derivirten  Gruppe  nicht  vorkommen.  Dieser  Unter- 
schied ist  wesentlich  in  vielen  Fallen,  wo  auageseichnete  Trans^ 
formationen  eine  Sonderstellung  einnehmen,  und  wir  wollen  da- 
her, ohne  jedoch  schon  jetzt  bezüglich  der  Terminologie  einen 
bestimmten  Vorschlag  machen  zu  wollen,  der  bequemeren  Aus- 
drocksweise  wegen  unter  »wesentlichen«  ausgezeichneten  Trans- 
formationen solche  ausgezeichneten  Transformationen  verstehen, 
welche  in  der  eisten  derivirten  Gruppe  vorkommen,  und  unter 
»ausserwesentlichen«  solche,  welche  dort  nicht  vorkommen, 
eine  Bezeichnung,  welche  sich  dadurch  rechtfertigt,  dass  die 
ausgezeichneten  Transformationen  der  letzteren  Art  gestrichen 
oder  umgekehrt  in  beliebiger  Anzahl  zu  jeder  Gruppe  hinzu* 
gefügt  werden  können,  ohne  dass  durch  diese  Aenderungen  das 
System  der  charakteristischen  Constanten  c^^g  sich  um  eine  von 
NqU  verschiedene  Grösse  ändert,  was  für  die  ausgezeichneten 
TransformatioDen  der  ersteren  Art  nicht  zutrifft. 

Jene  Frage  nach  einer  zu  einer  gegebenen  Gruppe  gleich- 
zQsammengesetzten  linearen  homogenen  Gruppe  ist  offenbar  er- 
ledigt, wenn  es  gelingt,  die  umfassendere  Aufgabe  zu  lösen,  zu 
einer  gegebenen  Zusammensetzung  c^j^g  eine  Zusammensetzung 
d^^  einer  Gruppe  so  anzugeben,  dass  die  adjungirte  Gruppe 
jener  letzteren  Gruppe  die  Zusammensetzung  c^j^^  hat.  Würden 
^ir  dann  zu  der  Zusammensetzung  d^j^g  in  analoger  Weise  eine 
Zusammensetzung  e^j^g  u.s.w.  bestimmen,  so  erhielten  wir  eine 
Reihe  von  Zusammensetzungen  derart,  dass  jede  Zusammen- 
setzung immer  die  Zusammensetzung  der  adjungirten  Gruppe 
der  folgenden  ist.  Es  liegt  jedoch  offenbar  näher,  diese  Reihe 
von  Zusammensetzungen  zunächst  in  der  umgekehrten  Reihen- 
folge zu  Studiren,  d.  b.  zu  der  adjungirten  Gruppe  e^'ner  Gruppe 
wieder  die  adjungirte  zu  construiren  u.s.f.  Lie,  der  auf  diese 
und  damit  zusammenhängende  Fragen  hinwies'),  bezeichnete 
diese  successiven  adjungirten  Gruppen  einer  gegebenen  Gruppe 
als  erste,  zweite* etc.,  entsprechend  der  Terminologie  der  deri- 
virten Gruppep,  und  richtete  die  Aufmerksamkeit  besonders  auf 
diejenigen  Gruppen,  deren  soundsovielte  adjungirte  Gruppe  die 

i)  »Trfgr.c  in,  p.  598  Anm. 

i)  Math.  Ann.  25,  p.  92.  3)  »Trfgr.«  111,  p.  745. 
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Identität  ist.  Ich  betrachtete  nun  sonächst  die  Gruppen  dieser 
letzteren  Art  und  stellte  mir  die  Aufgabe,  die  nothwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  für  jene  Eigenschaft  anzugeben. 
Dabei  zeigte  sich  denn,  dass  diese  Gruppen  identisch  sind  mit 
einer  von  Herrn  Killing  zuerst  studirten  Kategorie  von  Gruppen, 
den  Gruppen  vom  Bange  Null.  Mit  diesen  Gruppen,  sowie  Ober- 
haupt mit  der  Form  der  successiven  adjungirten  Gruppen  einer 
beliebigen  Gruppe  beschäftigt  sich  §  \ ,  während  der  §  2  noch 
einige  einfache,  sich  hier  leicht  anschliessende  Eigenschaften 
der  Gruppen  vom  Bange  Null  giebt.  Auf  Grund  der  Entwicke- 
lungen  des  §  \  glaube  ich  bestimmt  aussprechen  zu  dttrfen,  dass 
die  oben  aufgeworfene  Frage,  ob  die  adjungirte  Gruppe  jede  fttr 
Gruppen  überhaupt  mögliche  Zusammensetzung  haben  kann, 
bejaht  werden  muss;  immerhin  ist  es  mir  bisher  nicht  gelangen, 
fttr  ein  auf  Grund  von  §  4  leicht  angebbares  Verfahren  zur  Erledi- 
gung dieser  Frage  den  Nachweis  zu  führen,  dass  dasselbe  wirk- 
lich alle  Fälle  umfasst,  so  dass  ich  jetzt  noch  darauf  vernichten 
muss,  hierauf  einzugehen. 

§<• 

Besitzt  eine  Gruppe  keine  ausgezeichnete  Transformation, 
so  sind  ihre  successiven  adjungirten  Gruppen  mit  ihr  holoedrisch 
isomorph  und  unter  sich  identisch.  Besitzt  die  Gruppe  jedoch 
ausgezeichnete  Transformationen,  und  denken  wir  uns  die  Anord- 
nung so  getroffen,  das  X^  _^  4  X^^  ^  . . .  X^  und  auch  nur  diese 
ausgezeichnet  sind,  so  ist  die  erste  adjungirte  Gruppe  r -gliedrig 
und  mit  der  ursprünglichen  Gruppe  meroedriscb  isomorph.  Ihre 
Zusammensetzung  geht  aus  der  der  ursprünglichen  Gruppe  her- 
vor, indem  wir  die  ausgezeichneten  Transformationen  der  ur- 
sprünglichen Gruppe  durch  identische,  d.  h.  die  betreffenden 
infinitesimalen  durch  Null  ersetzen^)  oder,  was  dasselbe  ist:  die 
Zusammensetzung  der  ersten  adjungirten  Gruppe  wird  charakte- 
risirt  durch  die  Gonstanten  c^j^^  der  ursprünglichen  Gruppe,  i^enn 
von  diesen  die 

(1)  Cj'jfc^,  für  welche  ä  >  r'  ist,  =  0 

gesetzt  werden.    Besitzt  die  erste  adjungirte  Gruppe  nun  keine 
ausgezeichneten  Transformationen,  so  ist  die  zweite  und   alle 

4)  »Trfgr.c  I,  p.  803. 
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folgenden  adjungirten  Gruppen  r'-gliedrig;  jedoch  braucht  die 
sweite  adjungirte  nicht  dieselbe  Form  zu  haben  wie  die  erste, 
vielmehr  tritt  dies  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  die  ausgezeich- 
neten Transformationen  der  ursprünglichen  Gruppe  ausser- 
wesentlich  waren.  Besitzt  die  ursprüngliche  Gruppe  dagegen 
nur  eine  wesentliche  ausgezeichnete  Transformation,  so  sind  die 
erste  und  zweite  adjungirte  Gruppe  nicht  identisch,  wenn  auch 
holoedrisch  isomorph,  jedoch  fallen  die  zweite  und  alle  folgen- 
den dann  zusammen  —  alles  natürlich  noch  immer  unter  der 
Voraussetzung,  dass  keine  Transformation  der  ersten  adjungirten 
Gruppe  ausgezeichnet  ist. 

Besitzt  nun  aber  die  erste  adjungirte  Gruppe  ausgezeich- 
nete Transformationen,  so  ist  die  zweite  jedenfalls  weniger  als 
r'-gliedrig.  Die  ursprüngliche  Gruppe  und  ihre  erste  adjungirte 
seien  bezw. 

E^j  E^  ...  Ej.f 

und  zwar  seien  sie  so  angeordnet,  dass  sie  in  dieser  Form  iso- 
morph auf  einander  bezogen  sind.  Es  werde  nun  in  der  adjun- 
girten Gruppe  eine  solche  Anordnung  getroffen,  dass  gerade 
^/'^4  •"  E^  die  ausgezeichneten  Transformationen  derselben 
sind  und  in  der  ursprünglichen  Gruppe  werde  die  entspre- 
chende Umformung  getroffen ,  sodass  die  isomorphe  Beziehung 
beider  Gmppen  auf  einander  von  Bestand  bleibt.  Dabei  tritt 
bezüglich  der  ausgezeichneten  Transformationen  X^i_^^  ...  X^ 
keinerlei  Aenderung  ein  und  wir  haben  also  die  Anordnung : 

A\,  X^  ...  Xy/t\  X^^^  ...  X^;  ^r'+4  •••  ^r 
£|  f  E^  . . .  E^r  ]  E^i\  /(  *  •  •  E^  • 

Da  nun  derUebergang  von  der  Zusammensetzung  der  ursprüng- 
lichen Gmppe  zu  der  der  ersten  adjungirten  durch  das  Null* 
setzen  der  Gonstanien  (4)  bewerksteUigt  wird,  so  mttssten  also, 
wenn  die  €k>nstanien  (4 )  =  0  geaetit  würden,  X^j^  ^  . . .  X^  aus- 
gezeichnete Transformationen  werden,  mithin  muss  jeder  Klam- 
merausdrnck,  gebildet  mit  einer  oder  zwei  der  Transformationen 
V-f4  ...-V  ^^®^  aliein  durch  X^r_^^  ...  X^  ausdrücken,  ohne 
dass  jedoch  für  eine  dieser  Transformationen  alle  mit  ihr  gebil- 

)Utk.-ph7i.  CUm«.  1897.  24 
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deten  Klammerausdrttcke  =  0  sein  dürfen.  Dies  sind  die  noth- 
wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafOr,  dass  in  der 
ersten  adjungirten  Gruppe  die  Transformationen  Ef^^i  ,,iE^ 
ausgezeichnet  sind,  und  dieses  Raisonnement  setzt  sich  oflfeDbar 
in  derselben  Weise  fort,  und  wir  erhalten  als  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  successiven  adjungirten 
Gruppen  einer  Gruppe  beständig  an  Gliederzahl  abnehmen  und 
schliesslich  mit  der  Identität  endigen,  die,  dass  sich  eine  solche 
Anordnung  in  der  ursprünglichen  Gruppe  treffen  lässt,  dass  eine 
letzte  Classe  alle  ausgezeichneten  Transformationen  X^^^  ...  A',. 
enthält,  eine  vorletzte  Classe  alle  die  Transformationen  A'^^^^ 
...  X^/,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  jeder  Klammeraus- 
druck, gebildet  mit  wenigstens  einer  von  ihnen,  sich  allein  durch 
AV'^4  ...  AC,.  ausdrückt,  ferner  eine  drittletzte  Classe  alle  Trans- 
formationen AC^r/f_|.4  ...  X^f  mit  der  Eigenschaft,  dass  jeder 
Klammerausdruck,  gebildet  mit  wenigstens  einer  Transformation 
von  ihnen,  sich  nur  durch  A'^/_^  ^  ...  X^,  X^_^^  ...  X^,  die  Trans- 
formationen der  späteren  Classen,  ausdrückt  u.s.  f.  Analytisch 
drückt  sich  dies  natürlich  so  aus,  dass 

r 

sein  muss.   Es  gebe 

(3)  x^ ...  x^ce)  I  a:^((»)+<  ...Ar^((>-i)  I  -.  I  Al>^4  ...  x^  |  x^^^ ...  av 

r(P)  <  r(?-0  <  . ..  <  r"  <  r'  <  r 

die  Anordnung  der  Transformationen  in  Classen  in  dem  oben 
angegebenen  Sinne,  wobei  eine  beliebige  Transformation 

1 

natürlich  derjenigen  Classe  zuzurechnen  ist,  welcher  das  X,  mit 
kleinstem  Index  s  und  nicht  verschwindendem  Coefficienten  u^ 
angehört,  und  wo  nach  den  obigen  Angaben  tü>er  die  Anordnung 

r 

ZU  jeder  beliebigen  Transformation  ^»  o,X,  sich  auch  wenig- 

1 

r 

stens  eine  ^t  b^  X^  so  angeben  lässt,  dass 
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derjenigen  Glasse  angehört,  welche  auf  die  Glasse  von 

1 

(im  Sinne  der  obigen  Festsetzung)  folgt. 

Da  (X^j  Xjt)  stets  einer  spateren  Glasse  als  A'j  oder  X^  ange- 
hört, 50  können  zwei  Transformationen  einer  solchen  Gruppe 
T0QderZusammensetzung(8)  nur  dann  eine  zweigliedrige  Unter* 
gnippe  bilden,  wenn  sie  vertauschbar  sind,  mithin  sind  diese 
Gruppen  nach  einem  von  Herrn  Kilung^)  eingeführten  Begriffe 
vom  Range  Null.  Da  nun  umgekehrt  jede  Gruppe  vom  Range 
Null,  wie  Herr  Engel ^)  gezeigt  hat,  sich  auf  eine  solche  Form 
bringen  lässt,  dass  sie  eine  Zusammensetzung  von  der  Form  (2) 
besitzt,  so  können  wir  sagen : 

Theorem:  »Alle  Gruppen  vom  Range  Null  und  auch  nur 
diese  haben  die  Eigenschaft ,  dass  ihre  suooessiven  adjungirten 
Gruppen  beständig  an  Gliederzahl  abnehmen  und  mit  der  Iden- 
tität endigen.« 

Was  schliesslich  den  allgemeinen  Fall  einer  Gruppe,  deren 
Rang>0  ist,  anlangt,  so  ist  hier  die  Anordnung  der  Transforma- 
tiooen  in  Classen  nach  den  obigen  Principien,  so  weit  wie  mög- 
lich, durchzuführen,  und  ergeben  sich  alsdann  aus  dieser  An- 
ordouDg  sofort  die  Gliederzahlen  der  successiven  adjungirten 
Gruppen. 

§2. 

Da  nach  Lic')  die  integrablen  Gruppen  sich  auf  eine  solche 
Form  bringen  lassen,  dass 


1)  Math.  Ann.  81,  p.  366. 

2)  s.  Umlauf,  »Ueber  die  Zusammensetzung  der  endlichen  continuir- 
licheo  Transformationsgruppen,  insbesondere  der  Gruppen  vom  Range 
>'Qli<.    Leipziger  Disseri  4894,  p.  40. 

3)  »Trfgr.€  I,  p.  597,  Theorem  408. 

24* 
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ist,  so  folgt,  dass  die  Im  vorigen  Paragraph  betrachteten  Gruppen 
von  der  Zusammensetzung  (d)  a  fortiori  integrabel  sind.  In  der 
That  kann  die  erste  derivirte  Gruppe  offenbar  keine  Transfor- 
mation der  ersten  Classe  mehr  enthalten,  allgemein  die  kie  de- 
rivirte nur  noch  aus  Transformationen  der '(A'+ ^)toi^  ^i^d 
späterer  Classen  bestehen.  Da  nun  die  erste  Classe  offenbar  aus 
mindestens  zwei  Transformationen  bestehen  muss,  so  ist  die 
erste  derivirte  Gruppe  höchstens  (r  —  2)-gliedrig^).  Rechnen 
wir  nun  einen  Augenblick  swei  aufeinanderfolgende  Classen  von 
je  einer  Transformation  in  der  Darstellung  (3)  für  äquivalent  mit 
einer  Classe  von  zwei  Transformationen  und  ist  bei  dieser  Art 
der  Zählung  k  die  Anzahl  von  Classen  von  mindestens  je  zwei 
Transformationen,  so  besitzt  die  Gruppe  höchstens  k-^  \  deri- 
virte Gruppen;  eine  r-gliedrige  Gruppe  vom  Range  Null  hat  also 

überhaupt  höchstens  --— -  resp. — - —    derivirte  Gruppen,    je 

nachdem  r  gerade  oder  ungerade  ist. 

bt  nun  Y\,  l\  ...  Yg  eine  Untergruppe  einer  Gruppe  von 
der  Zusammensetzung  (2)  und  gehOrt  keine  der  Transformationen 
dieser  Untergruppe  einer  späteren  Classe  als  Yß  an,  so  muss 
( Y^ ,  Yg)  als  Transformation  einer  noch  späteren  Classe  =  0,  mit- 
hin Yg  in  der  Untergruppe  ausgezeichnet  sein,  und  es  ergiebt 
sich  offenbar  durch  Fortsetzung  dieses  Schlusses,  dass  auch  jede 
beliebige  Untergruppe  einer  Gruppe  von  der  Zusammensetzung 
(2)  auf  diese  charakteristische  Form  (2)  gebracht  werden  kann-;-. 
Wir  können  demnach  sagen: 

Satz  1:  »Nehmen  die  successiven  adjungirten  Gruppen 
einer  Gruppe  beständig  an  Gliederzahl  ab  und  endigen  mit  der 
Identität,  so  gilt  dies  auch  für  die  adjungirten  Gruppen  aller 
ihrer  Untergruppen,  insbesondere  für  die  ihrer  successiven  deri- 
virten  Gruppen.« 

Die  Transformationen  der  verschiedenen  Classen  besitzen 
nun  eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft  in  Rezug  auf  die  d^ri- 
virten  Gruppen.  Sind  nämlich  Xq  ,  X^  beliebige  Transformatio- 
nen der  ursprünglichen  Gruppe,  also  (A^,  A'5)  eine  Transforma- 


i)  KlLLIlfG,  1.  c.  p.  289. 

S)  Bei  Zugrundelegung  des  KiLLiKG'schen  Begriffes  »Reng  Null«  In 
Verbindung  mit  dem  oben  (p.  368)  citirten  Satze  ^§  Herrn  Eitgbl  ergiebt 
sich  dies  natürlich  ohne  weiteres. 
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Uoii  der  ersten  derivirten  Gruppe,  und  X^  eine  Trattsformation 
der  k'ten  Classe  in  der  Anordnung  (d),  so  folgt  aus  der  Jagobh 
sehen  Identität 

.4)  (X..(X^,  X^))  =  (X^(X,,  X^))  -  (X,(X,,  A'J) , 

da  ja  {X|,  X^)  und  (J,-,  A'^)  der  (k  +  ^)-ten  oder  einer  späteren 
Classe,  mithin  (X^iX^^  X^))  und  (XjfX^,  X^j)  der  [k  +  2)-ten  oder 
einer  späteren  Classe  angehören,  dass  durch  Bildung  des  Klam- 
merausdrucks aus  einer  Transformation  der  ^-ten  Classe  und 
einer  der  ersten  derivirten  Gruppe  eine  Transformation  ent- 
steht, welche  keiner  früheren  als  der  {k  +  2)-ten  Classe  ange- 
hört. Denkt  man  sich  jetzt  in  der  Gleichung  (4)  unter  X^,  Xi, 
zwei  beliebige  Transformationen  der  ersten  derivirten  Gruppe, 
QDler  (Xg,  X5)  also  eine  Transformation  der  zweiten  derivirten 
Gruppe,  wahrend  X^  seine  Bedeutung  beibehält,  so  folgt  offenbar 
auf  Grund  des  soeben  erhaltenen  Resultats,  dass  durch  Bildung 
des  Klammerausdrucks  aus  einer  beliebigen  Transformation  der 
k'ieu  Classe  und  einer  Transformation  der  zweiten  derivirten 
Gruppe  sich  eine  Transformation  ergiebt,  welche  der  (/r  +  Sj-ten 
oder  einer  späteren  Classe  angehört;  allgemein  folgt  so  offenbar: 

Sati  S :  »Ist  X  eine  Transformation  der  k-ien  Classe  einer 
Gruppe  vom  Range  Null  und  Y  eine  Transformation  der  i-ten 
derivirten  Gruppe  jener  Gruppe,  so  ist  {X,  Y)  eine  Transforma- 
tion der  (k  +  i+  4)-len  oder  einer  späteren  Classe  in  der  ur- 
sprttngliclien  Gruppe.  Insbesondere  sind  die  Transformationen 
der  vorletzten  Classe  mit  denen  der  ersten  derivirten  Gruppe 
vertauschbar,  die  der  drittletzten  Classe  mit  denen  der  zweiten 
derivirten  Gruppe  u.  s.  f.« 


Bei  dieser  Gelegenheit  gestatte  ich  mir  zugleich,  einige  Be- 
merkungen Aber  »gemischte  Gruppen«  hinzuzufügen.  Genligen 
die  Transformationen 

i*i  <=/if{^i  •••^'n;  «1  •••0,.),    i  =  4...n, 

Differentialgleichungen  von  der  Form 
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und  enthält  die  Transformationensehaar  die  identische  Trans- 
formation, d.  h.  existirt  ein  Werthsystem  aj^  ssss  ai  so,  dass 

ist,   so  bildet  die  Transformationensehaar  (1)  eine  Gruppe  i). 

Unterwirft  man  die  Parameter  a^  ...  a^  gewissen  Bedingungen, 

etwa 

(2)  <iPp(a,  ...a,)  =  0,     9  =  4  ...  r', 

und  bestimmen  sich  aus  diesen  Gleichungen  (2)  r'  der  a  als  ein- 
deutige Functionen  der  übrigen  r  —  r'  und  genügen  die  Werthe 
ajt  =  aj  den  Gleichungen  (2),  so  bilden  unter  einer  gewissen  — 
hier  nicht  zu  erörternden  —  weiteren  Bedingung  die  zu  diesen 
Werthen  der  a  als  Parameter  gehörigen  Transformationen  für 
sich  eine  continuirliche  Gruppe,  eine  Untergruppe  der  ursprüng- 
lichen Gruppe.  Bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen  (2)  die  a 
jedoch  nicht  als  eindeutige,  sondern  als  mehrdeutige  Functionen, 
so  zwar,  dass  zu  einem  der  Zweige  die  Werthe  aj^  =  aj  gehören, 
so  erhält  man  zu  den  verschiedenen  Zweigen  der  betreffenden 
Functionen  verschiedene  Schaaren  von  Transformationen,  unter 
denen  eine  jedenfalls  für  sich  eine  continuirliche  Gruppe  bildet, 
und  welche  alle  zusammen  unter  einer  gewissen  weiteren  Be- 
dingung eine  Gruppe  bilden  können,  insofern  als  zwei  beliebige 
Transformationen  aus  beliebigen  Schaaren ,  nach  einander  aus- 
geführt, stets  eine  Transformation  ergeben,  welche  einer  der 
Schaaren  angehört.  Unterwirft  man  z.  B.,  um  die  Gedanken  zu 
fixiren,  die  Parameter  der  allgemeinen  linearen  homogenen 
Gruppe 

x{  —  ^»o^jtXjk;    t  =  4  ...  n, 
1 

der  Bedingung  |  a,j^  |'  =  4 ,  so  erhält  man  —  entsprechend  den 
s  verschiedenen  Wurzeln  der  Einheit  —  s  discrete  Schaaren, 
welche  zusammen  eine  Gruppe  bilden  und  unter  denen  gerade 
eine  Schaar  für  sich  eine  continuirliche  Gruppe  bildet.  Auf  die 
Existenz  solcher  Gruppen,  welche  aus  disoreten  Schaaren  con- 
tinuirlicher  Transformationen  bestehen,  wies  Lu  1883^)  unter 


\)  »Trfgr.«  III,  p.  568. 

2)  >  Ueber  unendliche  continuirÜche  Gruppen  «.    Berichte  d.  Ges.  d. 
Wiss.  zu  Christiania  4883. 
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Angabe  der  praktisch  wichtigsten  Beispiele  hin  und  gab  dann 
spater  eine  grundlegende  Theorie  derselben  ^].  Man  nennt  die- 
selben jetzt  nach  Lib  »gemischte«  Gruppen^),  da  sie  gewisser- 
maassen  eine  Brücke  zwischen  continuirlichen  und  discontinuir- 
lidien  Gruppen  bilden.  Lie  zeigte,  dass  eine  Schaar  der 
gemischten  Gruppe  stets  eine  continuirliche  Gruppe  fttr  sich 
bildet  3).  Die  Zusammensetzung  dieser  ausgezeichneten  Schaar, 
welche  die  Eigenschaft  besitzt,  bei  allen  Transformationen  der 
gemischten  Gruppe  invariant  zu  bleiben^),  und  daher  die  »in- 
variante« Schaar  der  gemischten  Gruppe  heisst,  ist  für  die  Zu- 
sammensetzung der  gemischten  Gruppe  überhaupt  von  grOsster 
Bedeutung.  Jedes  Problem,  für  welches  die  Zusammensetzung 
gemischter  Gruppen  in  Betracht  kommt,  zerlegt  sich  nämlich  in 
iwei,  von  denen  eins  der  Theorie  der  continuirlichen  Gruppen 
(eben  in  Bezug  auf  jene  »invariante«  Schaar),  das  andere  der 
Theorie  der  discontinuirlichen  Gruppen  angehört.  In  dieser 
Hinsicht  sind  die  von  Lib  gegebenen  Untersuchungen  tlber  Diffe- 
rentialin Varianten  gemischter  Gruppen  vorbildlich^),  wo  dieses 
Princip  klar  hervortritt.  Es  liegt  nach  diesen  Untersuchungen 
nahe,  dass  überall  dort,  wo  eine  gemischte  Gruppe  für  ein  Inte- 
grationsproblem ausschlaggebend  ist,  das  Integrationsgeschäft 
sich  in  zwei  Aufgaben  zerlegt,  von  denen  die  eine  von  einer 
continuirlichen,  die  andere  von  einer  discontinuirlichen  Gruppe 
beherrscht  wird*). 

Ich  stellte  mir  nun  die  Aufgabe,  die  gemischten  Gruppen 
nach  der  Seite  des  discontinuirlichen  Elements  näher  zu  be- 
trachten und  gestatte  mir,  in  Folgendem  einige  Resultate  mitzu- 
theilen,  welche  ich  an  anderer  Stelle  in  ausführlicherer  Darstel- 
lung entwickeln  werde.  Sind  T^,  T^,  einerseits  und  T^,  Tj^ 
andererseits  Transformationen  derselben  Schaar,  so  ergiebt  sich, 
dass  dann  auch  T^ .  T^  und  T^,  .  T^,,  derselben  Schaar  ange- 
hören.   Hiemach  erscheinen  die  Transformationen   derselben 


1)  »Trfgr.c  I,  Kap.  iS. 

t)  »Influence  de  Galois  sur  le  d^veloppement  des  mathömatiquesc, 
Livre  du  centenaire  de  röcole  normale  supdrieure  4895,  p.  486. 

3)  »Trfgr.«  I,  p.  845,  Theorem  56. 

4)  »Trfgr.«  I,  p.  820,  Theor.  58. 

5)  »Trfgr.c  I  §  87. 

6)  Diesen  Gedanken  entwickelte  mein  boctiverebrter  Lehrer,  Herr 
Prof.  Dr.  LiE,  in  seinem  Seminar  im  Januar  1897. 
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Scbaar  in  gewissem  Sinne  als  äquivalent  und  daher  jede  Trans- 
formation als  Repräsentant  der  ganzen  Scbaar,  der  sie  angehört. 
Damit  werden  die  geouschten  Gruppen  offenbar  fdr  die  in  der 
Theorie  der  discontinuirliohen  Gruppen  üblichen  Methoden  zu- 
gänglich, und  es  ergiebt  sieh  alsdann,  dass,  wenn  m  die  Anzahl 
der  discreten  Schaaren  ist,  eine  m-malige  Anwendung  derselben 
Transformation  oder,  was  in  dieser  Hinsicht  nach  dem  eben  an- 
gegebenen Princip  auf  dasselbe  hinauskommt,  m  Transformatio- 
nen derselben  Scbaar,  nach  einander  ausgeführt,  eine  Trans- 
formation der  invarianten  Scbaar  liefern.,  Ist  nun  m  eine 
Primzahl,  so  lässt  sieh  hiernach  die  ganze  gemischte  Gruppe  aus 
den  Transformationen  einer  Scbaar  durch  Iterationen  herleiten; 
ist  m  dagegen  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  gilt  dies  im  All- 
gemeinen nicht  mehr,  jedoch  auch  noch  dann,  wenn  4)  für  die 
gemischte  Gruppe  das  commutative  Gesetz  gilt,  dass  bei  beliebi- 
gen Transformationen  T^,  T^  die  Transformationen  T^ .  T^  und 
75  .  fg  derselben  Schaar  angehören  und  8)  m  nur  einfache  Prim- 
factoren  enthält.  Ist  die  Bedingung  \)  erfüllt,  2)  dagegen  nicht, 
so  lässt  sich  die  gemischte  Gruppe  nur  aus  mehreren  Schaaren, 
einem  »Fundamentalsystem«  von  Schaaren,  herleitm. 

Rostock,  44.  April  4897. 
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3.  Dersbub:  Vorlegung  einer  Arbeit  von  Paul  8t&okel-Kiel  unter  dem 
Titel:  Anwendungen  von  Lie's  Theorie  der  Transformalionsgruppen 
auf  die  Differentialgleichungen  der  Dynamik. 

(  Adolf  Matkr,  o.  M.:  Vorlegung  einer  Arbeit  von  E.  Study- Greifswald 
unter  dem  Titel:  Ueber  die  Invarianten  der  projectiven  Gruppe  einer 
quadratischen  Mannigfaltigkeit  von  nicht-verschwindenderDiscriminante. 

Sophas  Lie,  Ueber  Integralinvarianten  und  ihre  Verwer- 
(hung  für  die  Theorie  der  Differentialgleichungen. 

In  einer  Abhandlung  ttber  Integralinvarianten  und  Differen- 
tialinvarianten der  continuirlichen  Gruppen  zeigte  ich  neuerdings 
vgl  diese  Berichte  1897,  S.  342),  dass  alle  Integralinvarianten 

/(pdw 

einer  gegebenen  continuirlichen  Gruppe  durch  Integration  eines 
vollständigen  Systems  gefunden  werden  können.  Nun  aber  trat 
die  gesuchte  Grösse  q>  selbst  als  unabhängige  Veränderliche  in 
dem  betreffenden  vollständigen  Systeme  auf,  und  es  gab  anderer- 
seits eine  Lösung  O  dieses  vollständigen  Systems  nur  dann  eine 
btegralinyariante,  wenn  O  wirklich  die  Grösse  q)  enthielt.  Da 
femer  das  betreffende  vollständige  System  im  Allgemeinen  Lö- 
sangen  (Z>  besitzt,  die  q)  nicht  enthalten,  und  es  sogar  oft  vor- 
kommen kann,  dass  sämmtliche  Lösungen  0  von  (p  unabhängig 
sind,  so  war  in  jedem  einzelnen  Falle  eine  Discussion  der  Matrix 
des  betreffenden  vollständigen  Systems  erforderlich,  ehe  eine 
definitive  Antwort  auf  die  gestellte  Frage  nach  der  Existenz  von 
Integralinvarianten  m^'  Ordnung  gegeben  werden  konnte. 

M&tlL-phyB.  Claue.    li»97.  25 
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Nun  ist  es  allerdings  nach  der  Natur  der  Sache  nicht  mög- 
lich einen  allgemeinen  Satz  zu  formuliren,  der  die  Frage  nach  den 
Integralinvarianten  einer  beliebigen  continuirlichen  Gruppe  de- 
finitiv und  gleichzeitig  in  erschöpfender  Weise  erledigt;  denn 
factisch  können  mehrere  wesentlich  verschiedene  Möglichkeiten 
eintreten.  Immerhin  ist  man  dazu  im  Stande,  allgemeine  Sätze 
tiber  die  Existenz  der  Integralinvarianten  aufzustellen.  Solche 
Sätze  beweisen  wir  im  ersten  Kapitel  dieser  Abhandlung,  und 
gleichzeitig  gehen  wir  auf  den  Zusammenhang  zwischen  den 
beiden  Begriffen  Differential-  und  Integralin  Variante  genauer  ein. 

Im  zweiten  Kapitel  denken  wir  uns,  dass  eine  lineare  par- 
tielle Differentialgleichung  in  drei  unabhängigen  Veränderlichen: 

ZU  Integration  vorgelegt  ist,  und  dass  wir  zufälligerweise  von 
vornherein  ein  Flächenintegral  erster  Ordnung: 

fq)(xyzpq)dxdy 
oder  ein  Cur  venintegral  erster  Ordnung: 

/^p{xyzy'.')dx    (j,'  =  Jf,    .' =  g) 

kennen,  das  bei  der  Transformation  Xf  invariant  bleibt.  Wir 
zeigen,  dass  sich  aus  dem  Vorhandensein  einer  solchen  Integral- 
invariante immer  Integrationsvereinfachungen  der  Gleichung 
Xf=0  ergeben.  Wir  erkennen  aber  gleichzeitig,  dass  verschie- 
dene Möglichkeiten  denkbar  sind.  Während  es  unter  gewissen 
Umständen  gelingt,  die  Integration  von  X/*  =  0  auf  ausfuhrbare 
Operationen  zurückzuführen,  kann  man  in  anderen  Fällen  be- 
weisen, dass  sich  aus  dem  Vorhandensein  einer  gewissen  Integral- 
invariante  kein  weiterer  Vortheil  als  die  Auffindung  eines  Jacobi- 
sehen  MuUiplicators  ziehen  lässt. 

Die  Satze  des  zweiten  Kapitels  erledigen  daher,  so  beach- 
tenswerth  und  elegant  sie  auch  erscheinen  mögen,  nicht  einmal 
vollständig  die  an  sich  so  specielle  Frage  nach  den  Integrations- 
vereinfachungen einer  Gleichung: 

die  sich  aus  dem  Vorhandensein  eines  bekannten,  invarianten 
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Flächen-  oder  Gurvenintegrals  erster  Ordnung  ergeben.  Man 
übersieht  andererseits  keineswegs  unmittelbar,  ob  sich  die 
Theorien  des  zweiten  Kapitels  auf  n-dimensionale  Räume  und 
aaf  Integralinvarianten  zweiter  und  höherer  Ordnung  ausdehnen 
lassen. 

Daher  schlagen  wir  im  dritten  Kapitel  einen  anderen  Weg 
ein,  und  zwar  bringen  wir  die  allgemeinen  Methoden  meiner 
Invariantentheorie  zur  Anwendung.  In  dieser  Weise  gelingt  es 
uns  in  jedem  einzelnen  Falle,  das  vorliegende  Integrationsproblem 
auf  ein  wohlbegrenztes  Problem  zurückzuführen,  das  von  meinen 
Theorien  vollständig  beherrscht  wird,  nämlich  auf  die  Integration 
der  Definitionsgleichungen  der  endlichen  Transformationen  einer 
Qontinmrlichen  Gruppe. 

Endlich  im  Kapitel  4  dehnen  wir  den  Begriff  Integral- 
iDvarianle  auf  ^eriiArun^^transformationsgruppen  aus  und  finden 
dadarch  Gelegenheit  zur  Entwickelung  einiger  allgemeinen 
Theorien,  die  ein  selbstständiges  Interesse  darbieten. 

Schon  in  meiner  vorigen  Abhandlung  sah  ich  mich  dazu 
veranlasst,  stark  zu  betonen,  dass  die  Theorie  der  Integral- 
invarianten  als  ein  Abschnitt  meiner  allgemeinen  Theorie  der 
Differentialinvarianten  betrachtet  werden  muss.  Jedes  Kapitel 
dieser  neuen  Abhandlung  bestätigt  die  Richtigkeit  dieser  Auf- 
fassung. In  der  That  sind  die  Theorien  dieser  Abhandlung  im 
Grande  nur  Ausflasse  meiner  allgemeinen  Transformationstheorie. 
Wenn  ich  nichtsdestoweniger  auf  die  Ergebnisse  dieser  Arbeit 
Gewicht  lege,  so  rührt  das  in  erster  Linie  davon  her,  dass  meine 
jetzigen  Entwickelungen  lehrreiche  Illustrationen  meiner  allge- 
meinen Theorien  liefern. 

Ich  behalte  mir  vor,  bei  einer  späteren  Gelegenheit  ver- 
schiedene Probleme  zu  discutiren,  die  durch  die  Entwickelungen 
dieser  Abhandlung,  wenn  auch  implicite,  gestellt  werden.  Gleich- 
zeitig werde  ich  den  allgemeinen  Begriff  Integralinvariante  sogar 
nach  mehreren  Richtungen  verallgemeinern. 

Kapitel  I. 
Allgemeine  Sätze  über  die  Existenz  von  Integralinvarianten. 

Liegt  eine  continuirliche  Gruppe  vor,  so  gehören  zu  dieser 
Gruppe  immer  mehrere  Reihen  von  Differentialinvarianten, 
deren  Form  nicht  allein  von  der  Gruppe,  sondern  auch  von  den 

i5* 
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Gegenständen  abhängt,  auf  welche  die  Transformationen  der 
Gruppe  ausgeftihrt  werden. 

Besteht  die  betreffende  Gruppe  z.  B.  aus  Punkttransforma- 
tionen  des  Raumes  a?,  y,  z,  so  können  diese  Transformationen 
auf  Curven^  auf  Flächen^  auf  Differentialgleichungen^  auf  Flächen- 
schaaren,  überhaupt  auf  viele  verschiedene  Gegenstände  aus- 
geführt werden.  Ist  die  vorliegende  Gruppe  insbesondere  endlich 
und  continuirlich ,  so  giebt  es  in  allen  Fällen ,  d.  h.  gleichgültig 
ob  man  Curven,  Flächen,  Differentialgleichungen  u.  s.  w.  in  Be- 
tracht zieht,  immer  eine  unendliche  Reihe  zugehöriger  Differential- 
invarianten. Ganz  anders,  wenn  die  Gruppe  unendlich  ist.  Da 
kann  man  nicht  von  vorneherein  behaupten,  dass  zu  dieser 
Gruppe  unendlich  viele  Differentialinvarianten  gehören,  die  sich 
z.  B.  auf  Flächen  (oder  auf  Curven)  beziehen,  während  man 
allerdings  weiss,  dass  man  immer  die  Transformationen  der 
Gruppe  auf  Gegenstände  anwenden  kann,  denen  unendlich  viele 
Differentialinvarianten  entsprechen. 

Betrachtet  man  z.  B.  die  Gruppe  aller  Punkttransformatio- 
nen: x^  =  X[xyz)^  y^  =  Y\  z^  =  Z,  bei  denen  alle  Volumina 
ungeändert  bleiben,  d.h.  alle  Transformationen,  deren  Functio- 
naldeterminante 

yr^  dxj  öyj  Ö2,  _  ^ 

ist,  so  erkennt  man  leicht,  dass  zu  dieser  Gruppe  keine  Diffe- 
rentialinvariante von  Flächen : 

ja  nicht  einmal  eine  invariante  partielle  Differentialgleichung: 

a(x  y  z  p  q  r  s  t  ,  .  ,)  ^=  0 

gehören  kann,  die  z  als  Function  von  x,  y  bestimmt.  Wäre  näm- 
lich z  =  xp[xy)  eine  Integralfläche  einer  solchen  invarianten 
Differentialgleichung:  ß  =  0,  und  z=%[xy)  irgend  eine  Fläche, 
die  iQ  =  0  nicht  erfüllt,  dann  würde  die  Transformation: 

x,=x,  y,=y,  z,  =  z  +  x[x,y)  —  xp[x,  y), 

die  offenbar  der  Gruppe  angehört,  die  Integralfläche:  z  =  ip{ivy] 
der  invarianten  Differentialgleichung:  i2  =  0  in  eine  Fläche: 
z=x[^i  y)  überführen,  die  ß  =  0  nicht  befriedigt,  und  das 
steht  mit  der  vorausgesetzten  Invarianz  von  fi  =  0  im  Wider- 
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Spruche.    Es  giebt  also  keine  invariante  partielle  DifferentiaU 
gleichung:  fi  (xy^p^  . . .)  =  0. 

Bei  der  Gruppe  aller  Trans formattotien :  x^=Xj  y^  =  Yy 
3,  =  Z,  deren  Determinante  gleich  4  ist,  haben  daher  Flüchen 
keine  Differentialinvariante  J{x,  y,  s,  p,  q,  r,  s,  t. . .).  Ein  ganz 
analoges  Räsonnement  zeigt,  dass  auch  nicht  die  Curven  des 
Raumes  Eigenschaften  haben,  die  bei  den  Transformationen 
dieser  Gruppe  invariant  bleiben,  dass  also  keine  Differential- 
invarianten  von  der  Form 

U{x,  y,  Zy  y\  z\  y",  a"  . . .) ,       y  =%"  '  y 
vorhanden  sind. 


Betrachten  wir  andererseits  die  Gruppe: 

x,=x,    y^  =  y,    z^  =  Z[z,x,y), 
deren  infinitesimale  Transformationen  die  allgemeine  Form: 

?(^,  y,  ^)  jz 

besitzen.  Sucht  man  jetzt  alle  zugehörigen  Differentialinvarianten 
von  Flächen,  so  erkennt  man  wiederum,  indem  man  genau  wie 
im  vorigen  Falle  räsonnirt,  dass  Differentialinvarianten  erster 
oder  höherer  Ordnung  J{Xj  y,  js,  p,  q,  r . .)  nicht  vorhanden  sind. 
Dagegen  sind  x  und  y,  sowie  jede  Function  von  x  und  y  Diffe- 
rentialinvarianten nullter  Ordnung  unserer  Gruppe. 

Es  verdient  wohl  beachtet  zu  werden ,  dass  es  wirklich  un- 
endliche  Gruppen  in  ar,  y,  z  giebt ,  bei  denen  zwei  und  nur  zwei 
Dlfferentialinvarianten  von  Flächen  vorhanden  sind.  Dies  ist  des- 
wegen beachten swerth,  weil,  sobald  drei  unabhängige  Diffe- 
rentiahnvarianten  u,  v,  w  von  Flächen  vorhanden  sind,  immer 
unendlich  viele  Differentialinvarianten: 


V  w\  \u  w 

div X  y\  bw \x  y 

du           V  u    '  TiT           UV 

X  y  X  y 

construirt  werden  können. 

Denken   wir  uns  andererseits  die 

Gruppe: 


u.  s.  w. 


Transformationen   der 
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auf  Curven  angewandt,  so  sind  x  und  y  wiederum  Differential- 
invarianten  von  nullter  Ordnung.  Jetzt  aber  genttgt  das  Vor- 
handensein dieser  beiden  Invarianten,  um  beliebig  viele  weitere 
Invarianten: 

y     dx^  ^ ^  ^  ' " 

zu  construiren. 

Liegt  daher  eine  (unendliche)  continuiriiche  Gruppe  von 
Punkttransformationen  des  Raumes  x^  y,  s  vor,  und  werden 
ihre  Transformationen  auf  Flächen  angewandt,  so  können  die 
folgenden  verschiedenen  Fälle  eintreten.  Es  ist  denkbar,  dass 
gar  keine  Invariante  von  Flächen:  J{x,  y,  ä,  p,  9,  r,  5,  ^ . . .)  vor- 
handen ist;  oder  es  giebt  eine  einzige  derartige  Invariante;  oder 
es  giebt  zwei  derartige  Invarianten  u,  v  und  keine  von  u,  v  un- 
abhängige Invariante;  oder  endlich,  es  giebt  unendlich  viele  un- 
abhängige Flächeninvarianten,  die  dann  immer  aus  einem  vollen 
Systeme: 

A  »  M  >  A  j  •  •  •     /w 

durch  Differentiation  abgeleitet  werden  können.  In  diesem  letz- 
ten Falle  ist: 

•ß (A  j  A j  "^i >  •  •  •  •^n»  y;/"  •  •  ') 

die  allgemeine  Form  der  zugehörigen  Fiächeninvarianten. 

Dieses  Beispiel  genttgt,  um  zu  zeigen,  dass  bei  der  Auf- 
sxAchung  aller  Differentialinvarianten  einer  q- fachen  Mannigfaltiy- 
keit  gegenüber  allen  Punkttransformationen  eines  n-- fachen  Raumes 
viele  wesentlich  verschiedene  Fälle  eintreten  können. 

Unter  diesen  Umständen  darf  es  nicht  überraschen,  dass 
sich  auch  nicht  fttr  das  Auftreten  von  Integralinvarianten  bei 
(unendlichen)  continuirlichen  Gruppen  ein  einfaches  und  all- 
gemeines Gesetz  angeben  lässt,  das  alle  Möglichkeiten  er- 
schöpft. Wir  werden  aber  eine  Reihe  von  Sätzen  aufstellen,  die 
eine  wirkliche  Einsicht  in  die  Sachlage  gewähren.  Um  die 
Sprache  zu  erleichtern,  werden  wir  zunächst  im  dreifachen 
Räume  o?,  y,  z  bleiben. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Gruppe  aller  Translationen  und 
denken  wir  uns,  dass  diese  Transformationen  auf  Flächen  an- 
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gewandt  werden,  so  erkennen  wir  unmittelbar,  dass  p,  q,  r,  s,  i 
und  überhaupt  alle  Differentialquotienten  von  z  nach  x  und  y 
invariant  bleiben.   Setzen  wir: 


P  =  A  )     9  =  A  ,     ^  =  «^i ,     «  =  «^1 ,     ^  =  «^j 


3  ) 


SO  können  wir  jede  derartige  Differentialinvariante  einer  Fläche 
auf  die  Form: 

bringen.  Liegt  irgend  eine  nicht  developpable  Fläche  vor,  so 
können  wir  /,  =  p  und  /^  =  q  als  Gaussische  Coordinaten  der 
Flächenpunkte  wählen.  Alsdann  wird  jede  (geschlossene)  Curve 
dieser  Fläche  durch  eine  Relation  zwischen  /^  und  /,  (d.  h.  zwi- 
schen p  und  q)  definirt.  Es  kann  daher  jedes  Flächenintegral, 
gleichgültig  ob  es  bei  der  Gruppe  invariant  bleibt  oder  nicht, 
auf  die  Form 

fWdl.dl, 

gebracht  werden,  und  dabei  wird  der  zugehörige  Integrations- 
bereich durch  eine  gewisse  Gleichung  zwischen  /^  und  /^  definirt. 
Es  ist  aber  unmittelbar  evident,  dass  ein  Flächenintegral: 
JWdl^dl^  dann  und  nur  dann  bei  allen  Transformationen  un- 
serer Gruppe  invariant  bleibt,  wenn  W  selbst  eine  Differential- 
invariante  der  Gruppe  ist,  und  es  ist  daher  im  vorliegenden  Falle : 

/t/(/.,A,y.,y.,y„|^,  |^; •  •  •) d/. •  d/, 

die  allgemeine  Form  eines  invarianten  Flächenintegrals. 

Man  übersieht  ohne  Weiteres,  dass  sich  diese  Betrachtungen 
und  Ergebnisse  auf  n-dimensionale  Räume  und  9-dimensionale 
Mannigfaltigkeiten  ausdehnen.  Wir  können  daher  unmittelbar 
das  folgende  allgemeine  Theorem  aufstellen: 

Theorem  I.  Liegt  eine  (endliche  oder)  unendliche 
continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen  des 
Raumes  x^  . . ,  XgZ^  .  , .  Zjj^  vor,  die  auf  q-dimensionale 
Mannigfaltigkeiten 

z,  =  fp,[x,  . . .  a?^)  . . .,  z^  =  (p^[x,  ...Xg) 
dieses  Raumes   angewandt  werden^   so   ist  es   in   zwei 
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Fallen  immer  möglich^  die  allgemeine  Form  aller  zu- 
gehörigen Integralinvarianten  anzugeben. 

Besitzt  die  Gruppe  mehr  als  q  unabhängige  Diffe- 
rentialinvarianten: 

so  können^  wenn 

passend  gewählte  Invarianten  bezeichnen^  alle  weiteren 
Differentialinvarianten  auf  die  Form 

gebracht  werden;  dann  ist: 

fW(l,...I,J,...J,\'l...)dI,...dl^ 

die  allgemeine  Form  der  Integralinvarianten  einer 
q-dimensionalen  Mannigfaltigkeit, 

Besitzt  andererseits  die  vorgelegte  Gruppeq  und  n  iir 
q  von  einander  unabhängige  Differentialinvarianten  : 

so  ist 

/a)(7..../,)d/....d/, 

die  allgemeine  Form  einer  Integralinvariante  der  q- 
fachen  Mannigfaltigkeiten, 

Wenden  wir  dieses  allgemeine.Theorem  z.  B.  auf  die  Gruppe 

an,  die  keine  anderen  Fiächeninvarianten  0{xyzpqr  , ,)  als  x 
und  y  zttlasst,  so  dürfen  wir  schliessen,  dass  die  allgemeine 
Formel: 

fip[xy)  dxdy 

alle  zugehörigen  Integralinvarianten  von  Flächen  liefert. 

Betrachten  wir  dagegen  die  Gruppe  aller  Transformationen: 
^A)  ^1  =  3,     x,=  (fAxyz),    y,  =  xp[xyz) 

mit  den  infinitesimalen  Transformationen: 
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so  finden  wir  keine  andere  Fldcheninvariante  £i(xyzpq .,)  als  z. 
Daher  giebt  das  obenstehende  Theorem  keinen  Aufschluss  über 
die  Existenz  von  invarianten  Flächenintegralen.  Eins  können 
wir  immerhin  von  vorneherein  sagen.   Sind  Dämlich 

und 

zwei  invariante  Flächenintegrale,  so  ist  q>^ :  <p^  eine  Differential- 
invariante und  somit  eine  Function  von  z: 

^=W(z). 

Jetzt  können  wir  aber  in  der  folgenden  Weise  die  vorliegende 
Frage  entscheiden.   Ist 

ffp{Xyy,^,Pjq'")dxdy 

ein  invariantes  Flächenintegral,  so  besteht,  welche  Functionen 
von  Xj  y,  s  auch  |  und  rj  sein  mögen  (diese  Berichte  S.  348), 
Immer  die  Relation: 

^>  +  (^x  +  riy  +  §,/>  +  ri^q](p  =  0  , 

und  es  bleibt  io  Folge  dessen  die  Gleichung:  ip  =  0  invariant 
bei  jeder  Transformation  von  der  Form  (A).  Wäre  nun  (p  eine 
Function  von  o?,  y,  z  allein,  so  wäre  ^  =  0  eine  invariante  Fläche 
und  zwar  eine  Ebene  z  ==  Const.;  dann  besässe  aber  unser 
Flächenintegral  die  Form: 

fio{z)(lxdy 

und  wäre  dementsprechend  keine  Integralinvariante.  Enthielte 
andererseits  die  Grösse  (p  wirkliche  Differentialquotien  von  s, 
dann  wäre  r/)  =  0  eine  invariante  partielle  Differentialgleichung; 
unsere  Gruppe  hat  aber  keine  invarianten  Differentialgleichungen. 
Bei  der  unendlichen  Gruppe : 

^i^y^)i^  +  ^{^y^)Ty 

exisUrt  daher  gar  keine  Integralinvariante  von  Flächen  und  nur 
eine  einzige  Differenlialinvariante  von  Flächen^  nämlich:  z. 
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Schon  früher  betrachteten  wir  die  Gruppe  aller  Punkt* 
transformationen  des  Raumes  x^y^z^  deren  Determinante  gleich 
1  ist.  Wir  sahen,  dass  weder  Flachen  noch  Curven  Differential- 
invarianten  bei  dieser  Gruppe  haben.  Unsere  damaligen  Betrach- 
tungen fahren  aber  weiter.  Existirte  nämlich  ein  invariantes 
Flachenintegral  f(p  dx  dy  oder  ein  invariantes  Gurvenintegral 
/(//  dx^  so  wäre  die  Gleichung  <)C)  =  0  bez.  die  Gleichung  i//  =  0 
invariant  bei  den  Transformationen  unserer  Gruppe.  Aber  solche 
invariante  Gleichungen  giebt  es  nicht.   Also  gilt  der 

Satz  1.  Bei  der  Gruppe  aller  Transformationen:  x^=\^ 
y,  =  y,  j8^  =Z,  deren  Determinante  gleich  \  istj  haben  Flächen 
und  Curven  des  Raumes  weder  Differential^  noch  Integral-Inra- 
riantetiy  und  das  einzige  invariante  Raumintegral  istfdxdydz. 

Es  liegt  nahe,  sich  das  Problem  zu  stellen,  in  drei  Veränder- 
lichen Xj  y,  z  alle  Transformationsgruppen  Xf  zu  finden,  die 
entweder  keine,  oder  eine  einzige j  oder  nur  zwei  unabhängige 
Flächen-Differentialinvarianten 

U{x,  y,  z,  p,  y,  r,  5,  ^ . . .) 

besitzen,  ferner  alle  Gruppen  Xf,  die  entweder  kein  Flächen- 
integral 

fy(x,y,s,p,q,r,s,t,..)dxdy 

oder  ein  einziges  derartiges  Integral  invariant  lassen.    Die  hier 
formulirten  Probleme  bieten  keine  bedeutenden  Schwierigkeiteu, 
wahrend  die  entsprechenden  Probleme  fttr  n  Dimensionen  noch 
nicht  von  mir  in  Angriff  genommen  worden  sind. 
Liefert  die  Formel: 

/V{Uj  v)  w  dx  dy 

mit  der  willkttrlichen  Function  V  zweier  Argumente  u,  v  alle 
invarianten  Flächen  integrale  einer  Gruppe  des  Raumes  x,  y,  z, 
so  können  diese  Integrale  nach  den  früheren  Entwickelungen 
die  Form/.Y(w,  ??)  du  dv  erhalten,  und  es  sind  u  und  v  die  ein- 
zigen Differentialinvarianten  von  Flächen  der  betreffenden  Gruppe. 


In  dieser  Abhandlung  beschränken  wir  uns  auf  die  hier  ge- 
gebenen Entwickelungen  über  die  Existenz  der  Integralinvarian- 
ten.  Wir  halten  es  aber  fttr  zweckmässig,  die  wichtigsten  soeben 
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vorgetragenen  Resultate  durch  neue  Betrachtungen  abzuleiten, 
die  unter  mehreren  Gesichtspunkten  Interesse  darbieten.  Um 
die  Formelsprache  zu  vereinfachen,  beschränken  wir  uns  auf 
Gruppen  in  x,  y^  z.  Es  wird  aber  nicht  der  Aufmerksamkeit 
eines  intelligenten  Lesers  entgehen,  dass  sich  unsere  Entwicke- 
luDgen  unmittelbar  auf  n  Dimensionen  ausdehnen. 

Wir  denken  uns  die  Coordinaten  x^y^  z  der  Punkte  einer 
Fläche  als  Functionen  zweier  Parameter  u,  v  gegeben,  die  bei 
den  Transformationen: 

einer  vorliegenden  Gruppe  invariant  bleiben.  Wir  führen  an- 
dererseits für  die  partiellen  Ableitungen  von  x^  y,  z  nach  u  und 
t'  die  folgenden  Bezeichnungen  ein: 

^x  ,  hy  t  hz  , 

57i  =  ^'       Ji  =  y  >       Tu  —  '^' 

bx  by  bs 

bl  =  ^^y       lii  —  y'^       ^  —  ^' ' 

b*x  „        b*x  , 

öu*  '     bubv  '  ' 

Dann  lässt  sich  jede  Function  von  cc,  t/,  js,  p,  q^  r,  s,  t . . . 
als  Function  der  Grössen: 

X  j  y  y  z  j  X  j  X,  j  y  . , ,  X  j  X  fj  x„ ,  . .  • 

ausdrücken,  während  das  Umgekehrte  keineswegs  immer  der 
Fall  ist. 

Wünscht  man,  dass  die  Grösse: 

ii{Xj  yy  z,  X,  x,  ...  x" . . .) 

eine  Function  von  x,  y^  z,  p,  q  . , ,  sein  soll,  dass  also  i2  von  der 
zufälligen  Wahl  der  Parameter  u,  v  unabhängig  sein  soll ,  so  hat 
man  nur  zu  verlangen,  dass  £i  eine  Differentiaiin Variante  der- 
jenigen unendlichen  Gruppe: 

sein  soll,  deren  Transformationen  in  allgemeinster  Weise  den 
Uebergang  von  einem  Parametersystem  u,  v  zu  einem  anderen 
Parametersystem  u^J  v^  definiren.    Wir  setzen  daher: 
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du  =  a{u,  v)dt ,     dv  =  ß{u,  v)dt 

und  verstehen  unter  a  und  ß  willkttrliche  Functionen  von  i/,  i' ; 
wir  berechnen  die  entsprechenden  Incremente  von  or',  er,,  y',  y,, 
. . . ,  indem  wir  berttcksichtigen,  dass  x,  y,  z  bei  der  Aenderung 
der  Parameter  invariant  bleiben,  und  wir  verlangen,  dass  der 
entsprechende  Zuwachs  von  ß : 

gleich  Null  sein  soll. 

Es  ist: 
dx  —  X  du  —  x,dv  =  0  ,     d{dx  —  x'du  —  x,dv)  =  0 

und 

dx'  =  —  xa'  —  x,ß' ,     öx,  =  —  x'a,  —  Xfß, , 

ferner 

iy'  =  —  y'cc  —  y.jf  ,     dy,  =  —  y'a,  —  y^ß, , 
ds'  =  —  a'a'  —  Zfß\     i^f  =  —  5«,  —  Sfßt , 

In  entsprechender  Weise  berechnen  wir  die  Incremente  6j:\ 
dx'f^  u.  s.  w.    Es  ist 

öidx'  —  d'du  —  x\dv)  =  0 
und 

t/do;'  —  af'da  —  x',dß  —  öxdu  —  dx\dv  =  0, 

ferner 

r/(—  x'a'  —  ir,/^)  —  x"[a'du  +  a,dv)  —  x',{ß'du  +  ß,dv) 
-'dx"du  —  dx',dv  =  Q, 
woraus 

da?"  =  —  8x"a'  -  ix',ß'  —  o?'«'  —  x,/?" , 

da;;  =  —  ac"a,  —  a?;(a'  +  ß,)  —  a:»,,/?'—  x'«;  —  x,ß', , 

da?,,  =  —  Äa^Jcr, —  ioD„ß,  —  x'a„  —  x,ß„ 

u.  s.  w. 

Bezeichnen  wir  eine  Summation  über  a;,  y,  z  mit  2 ,  so  er- 
halten wir  fttr  d£i  den  Ausdruck: 
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+2^15  (^"«'  +  ^'(«'  +  /^')  +  ^"^' + ^'«' + ^''^') 

+2^1^  (^^''"'  +  ^^"^'  +  ^'"" + ^'  ^")  > 
+  ... 

wobei  wir  nur  die  Incremente  der  Ableitungen  erster  und  zweiter 
Ordnung  explicite  hingeschrieben  haben. 

Es  soll  nun  di2  gleich  Null  sein,  welche  Werthe  auch  a\  a, , 
/,  ß,,  a"  . , ,  haben  mögen.  Daher  muss  ii  (nach  meiner  all- 
gemeinen Theorie  der  Dififerentialinvarianten)  alle  linearen  par- 
tiellen Dififerentialgleichungen  erfüllen,  die  wir  erhalten,  wenn 
wir  der  Reihe  nach  die  Coefficienten  von  a',  a, ,  ß',  ß, ,  a"  . . . 
gleich  Null  setzen.  Durch  eine  kleine  Umformung  gelingt  es 
diese  Gleichungen  auf  die  folgende  Form  zu  bringen: 

'■■f =2-«^  g+J"-"^  +  «^-.'t£ +  ■■•  =  »  • 


l 


f=2^-'Ä+^'l§  +  ^S{'^l§+^:\§+^m 


+ 0, 

i 

Wir  heben  ausdrücklich  hervor,  dass  die  drei  Ausdrücke  U^  /*, 
l\f,  l/j/" Relationen  von  der  Form: 

erfüllen,  und  dass  sie  daher  eine  dreigliedrige  Gruppe  erzeugen, 

i 
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die  mit  der  allgemeiDen  projectiven  Gruppe  einer  einfachen 
Mannigfaltigkeit  gleichzusammengesetzt  ist.  Wir  bemerken 
ferner,  dass 

(U,U,)  =  {U,U,)  =  {U,U,):=0 

ist,  und  dass  daher  U^f,  U^f,  U^f,  UJ  eine  viergliedrige  Gruppe 
erzeugen,  die  mit  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe 
einer  zweifachen  Mannigfaltigkeit  gleichzusammengeselzt  ist. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  unsere  Gruppe  Xf  Diffe- 
rentialinvarianten  besitzt,  die  nur  von  o?,  y,  j7,  p,  9,  r,  5,  t  ab* 
hangen  und  dass  (Z>  und  ^  zwei  derartige  Invarianten  sind,  die 
als  Functionen  von  x^  y,  z^  x\  x,  ^  , , ,  x" . . .  gegeben  sind.  Es 
sind  dann  (Z>  und  V  Lösungen  der  obenstehenden  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen.  Wir  können  auch  sagen,  dass 
O  und  W  Differentialinvarianten  derjenigen  unendlichen  Gruppe 
sind,  die  sowohl  alle  Xf  der  ursprünglich  gegebenen  Gruppe 
wie  alle  möglichen  Parametertransformationen: 

umfasst.  Jedenfalls  ist  klar,  dass  bei  jeder  infinitesimalen  Trans- 
formation von  der  Form: 

du  =  a{u,  v)dt,     dv  =  ß{u,  v)dt 
dx  =  0  ,     dy  =  0  ,     (Jj8  =  0  , 
sowohl  (Z>  wie  V  invariant  bleiben,  und  dass  daher 

60  =  0,    dV=0 
ist.   Setzen  wir  nun 

do  —  o'du  —  O.dv  =  0  ,     dV  —  W'du  —  V,dv  =  0  , 

so  erkennen  wir  durch  Rechnungen,  die  mit  den  auf  S.  380  an- 
gestellten identisch  sind,  dass  die  Ableitungen  (Z>',  O, ,  V,  ¥^. 
die  Incremente 

dö)'  =  —  (Ö)'«'  +  0,ß')dt,      d0r  =  —  {<Z)'a,  +  0,ß,)dt, 

dV'=  -  (V'a'  +  %ß')dt ,       ÖV,  =  —  (V'a,  +  %ß,)dl 

erhalten;  hieraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  für  die  Functional- 
determinante  von  <Z>  und  V  die  Bezeichnung: 

0'   y 

0,   W.     =^ 
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einfahren  und  sodann  das  Increment  dJ  von  J  berechnen,  dass 
U  den  Werth 

ÖJ  =  —  (a'  +  ß)J  .  dt 
besitzt.  ^ 

Wir  behaupten  und  werden  beweisen,  dass  hieraus  hervor- 
geht, dass  das  Integral: 

fJdudv 

bei  allen  Transformationen  Xf  der  ursprtLnglichen  Gruppe  in- 
variant bleibt  und  somit  eine  Integralinvariante  dieser  Gruppe 
darstellt. 

Zum  Beweise  wollen  wir  die  analytischen  Kriterien  suchen, 
die  eine  Function : 

(p[xyzx'x,  . . .  ac".  . .) 

erfüllen  muss,  wenn  das  Integral: 

/q)  [x  . . .  x' X,  . . .  o?"  . .  .)dudv 

alle  Transformationen  Xf  der  ursprünglich  vorgelegten  Gruppe 
gestatten  soll.  Nach  unseren  früheren  Entwickelungen  ist  zu- 
nächst erforderlich,  dass  q>  eine  Differentialinvariante  dieser 
Gruppe  darstellt.  Hierzu  kommen  aber  noch  weitere  Bedingungen, 
die  das  Verhalten  der  Grösse  q)  bei  Aenderung  der  Parameter 
u,  t;  charakterisiren. 

Es  besteht,  wie  wir  wissen  (diese  Berichte  S.  353),  eine 
Gleichung  von  der  Form': 

und  wir  kennen  das  Verhalten  der  beiden  Grössen  F  und  D  bei 
deoo  Uebergang  von  den  Parametern  u,  v  zu  den  neuen  Para- 
metern: 

u^  =  U[u,v),     V,  =  F(w,  t;). 

Bei  einer  solchen  Aenderung  der  Parameter  behält  ja  F  ihre 
Form,  während 


bx     by 

bx   by 
bu    bu 

bu     bu 

bx     by 

bx   by 
bv    57 

'• 

bv     bv 

ist.  Bei  der  infinitesimalen  Transformation: 
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öu  =  a[uv)öt,     dv  =  ß(uv)dt,     dx  =  öy  ^=  dz  =  Q 
erhält  dementsprechend  die  Functionaldeterminante 

I    'T'    4/'    I 

D  =  r  ^  \     ^ 

das  Increment: 

dZ)  =  — {a'  +  /9,)Z)(Jf, 

also  erhält  die  Grösse  (p  =^  F  -  D  das  Increment: 

dq>  =  [ÖF '  D  +  F  '  dD)  =  dt  t==  —  [a'  +  ß,)F  '  D  '  Öt 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 

d(p==  —  [a'  +  ß,)  '  (p  *5t. 

In  dieser  Weise  erhalten  wir  zunächst  den 
Satz  2.    Die  Forderung^  dass  die  Grösse 

f(p[x,  y,  z,  x!,  0?, ,  y' .  . .  05"  . . .) dudv 

eine  Inteyralinvariante  einer  continuirlichen  Gruppe  sein  soll 
deren  infinitesimale  Transfoi^iationen  durch  das  allgemeine  Symbol: 

AT  =  §(a?,  y,  z]  ^l  +  r}(x,  y,  z)  g^  +  ^(a:,  y,  z)  ^ 

dargestellt  werden,  wird  analytisch  formulirt,  wenn  wir  vei'langeii 
einerseits,  dass  q)  eine  Differentialinvariante  dei'  Gruppe  Xf  sein 
soll  und  andererseits,  dass  cp  bei  jeder  infinitesimalen  Aendei-ung 
der  Parameter :  , 

du  =  a[uv)dt,     dv  =  ß(uv)dt 

das  lnci*ement 

d(f  =  —  q>{a'  +  ß,)dt 
erhalten  soll. 

Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  die  früher  aufgestellte 

Functionaldeterminante 

0/  y.-'  I 


J  = 


0,  W, 


wirklich  alle  Forderungen  erfüllt,  die  an  die  Grösse  q>  zu  stellen 
sind,  dabei  selbstverständlich  vorausgesetzt,  dass  <Z>  und  ^ 
Differentialinvarianten  der  Gruppe  Xf  darstellen,  die  bei  Aende- 
rung  der  Parameter  m,  v  invariant  bleiben.  Denn  einerseits 
haben  wir  ja  schon  gesehen,  dass  <^  bei  der  infinitesimalen 
Transformation: 
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daslDcrement:  • 

dJ  =  —  {a'  +  ß,)J^dt 

erhält.  Andererseits  aber  können  wir,  da  (Z>  und  V,  wie  ti  und 
r,  bei  den  infinitesimalen  Transformationen   der  vorgelegten 

Gruppe  Xf: 

Ju  =  0,     dv  =  0,     dx  =  ^dt^     dy=r]dt,     öz^=^dt 

invariant  bleiben,  ohne  weiteres  {eventuell  durch  Ausführung 
der  Gleichungen: 

d(dO^Q'du—0,dv)  =  0  ,      ö(dW—  V'du—  W,dv)} 

schliessen,  dass  auch  die  Ableitungen  von  (Z>  und  V  nach  u  und 
V  Differentialinvarianten  unserer  Gruppe  Xf  darstellen ,  und 
hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  auch  z/  eine  Differentialinvariante 
der  Grappe  Xf  darstellt. 

Die  Functionaldeterminante  ^J  erftLllt  daher  wirklich  alle 
Forderungen,  die  an  die  gesuchte  Grösse  q)  gestellt  werden 
müssen  und  wir  können  daher  das  folgende  beachtenswerthe 
Theorem  aufstellen: 

Theorem  n.  Sind  O  und  W  Differentialinvarianten 
einer  Flache:  z=^f[x,y)  gegenüber  einer  gewissen  con- 
linuirlichen  Gruppe  von  Punkttransformationen  des 
Haumes  x,  y,  s,  so  liefert  die  Formel: 


j 


Tu  bu 
b<P  d_y 
TtT    bv 


dudv 


nnmer  eine  Integralinvariante  der  Gruppe.  Es  ist  dabei 
nnsere  Voraussetzung,  dass  u  und  v  Parameter  bezeich- 
fien,  die  bei  den  Transformationen  der  betreffenden 
Gruppe  invariant  bleiben, 

Ist  ferner  W{Xj  y,  z,  p,  q,  r,  s,  t . , .)  irgend  eine  Diffe- 
rentialinvariante der  Gruppe,  so  ist 


dudv 


26 


/• 

b<P    b^ 

W' 

bu    bu 

b0  bw; 

J 

bv     bv 
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immer  eine  Iniegralinvariunle  und  in  dieser  Weise  loer- 
den  alle  Integralinvarianten  der  betreffenden  Gruppe 
gefunden^  die  sich  auf  Flächen  beziehen. 

Die  hier  aufgestellte  Integralinvariante  einer  Fläche 

du    hu 
"dr     hv 


H 


dudv 


kann  offenbar  auf  die  Form 

fWdOdW 

gebracht  werden  und  es  deckt  sich  daher  das  eben  aufgestellte 
Theorem,  das  sich  ohne  Weiteres  auf  n  Dimensionen  ausdehnt, 
mit  dem  auf  S.  375  formulirten  allgemeinen  Theorem  I. 


Kapitel  IL 
yerwerthnng  invarianter  Flächeninte^rale  erster  Ordnung. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  eine  lineare  partielle  Differen- 
tialgleichung in  X,  y,  z: 

zur  Integration  vorliegt  und  dass  wir  zufalliger  Weise  eine  zu- 
gehörige Integralinvariante  erster  Ordnung: 

hx   bx 
du    JTr 


(<) 


f(p[xyzpq) 


hy    by 
bu    5mÜ 


dudv 


kennen,  die  sich  auf  eine  allgemeine  Fläche  z  =  Z{xy]  bezieht. 
Wir  wollen  zeigen,  dass  sich  aus  diesem  Umstände  immer  wesent- 
liche Vereinfachungen  in  der  Integration  der  Gleichung:  A/==0 
ergeben.  Wir  bemerken  aber  ausdrücklich,  dass  die  Entwicke- 
lungen  dieses  Kapitels,  so  interessant  sie  auch  einem  Functionen- 
theoreliker  erscheinen  mögen,  vom  gruppentheoretischen  Ge- 
sichtspunkte keineswegs  als  definitiv  zu  betrachten  sind.  Denn 
die  allgemeine  Invariantentheorie,  die  ich  schon  seit  etwa  zwanzig 
Jahren  auf  meine  Theorie  der  continuirlichen  Gruppen  gegrtlndeL 
habe,  gestattet,  wie  wir  im  nächsten  Kapitel  zeigen  werden, 
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Dicht  allein  lu  beweisen,  dass  man  das  Vorhandensein  einer 
Integralinvariante  zur  Vereinfachung  der  [utegrationsschwierig- 
keitcn  verwerthen  kann:  sie  entscheidet  überdies  genau,  welche 
Vereinfachungen  in  jedem  einzelnen  Falle  erreicht  werden  können. 
Gerade  in  dem  letzten  Umstände  liegt  für  den  wesentlichsten 
Theil  die  hervorragende  Bedeutung  meiner  allgemeinen  Invarianten- 
theorißj  deren  Wesen,  ja  Existenz,  den  Mathematikern  fortwäh- 
rend unbekannt  zu  sein  scheint. 

Unsere  Voraussetzung,  dass  die  infinitesimale  Transformation 
A/das  Flächenintegral :/r/)  dx  dy  invariant  lässt,  findet,  wie  wir 
wissen,  ihren  analytischen  Ausdruck  in  dem  Bestehen  der  Glei- 
chung: 
%  X'cp  H-  (f^  H-  ijy  +  §^p  +  r]^q)q>  ==  0  , 

wobei  X'f  durch  einmalige  Erweiterung  aus  Xf  entstanden  ist, 
Qnd  die  Form: 

+  i^x  +  p^z  -  p[^x  +  p?.)  -  q{^]x  +  vn,)]  1^- 
+  {^y  +  9^z  -  pi^y  +  qSz)  -  Q{%  +  q^z)}  öj 

besitzt. 

Die  fundamentale  Gleichung  (2)  sagt  zunächst  aus,  dass  die 
partielle  Dififerentialgleichung  erster  Ordnung: 

die  infinitesimale  Transformation  Xf  gestattet,  und  hieraus  folgt 
nach  meinen  allgemeinen  Theorien ,  dass  die  beiden  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

vi^,  yj^,Pyq)  =  ^y   ?p  +  ^?  —  C  =  0 

wenn  sie  sich  nicht  zufälliger  Weise  auf  eine  Gleichung  redu- 
ciren)  oo^  gemeinsame  Integralflächen : 

u(Xj  y,  z)  =  Gonst. 

besitzen,  die  jedenfalls  durch  Integration  einer  totalen  Differen- 
tialgleichung: 

dz  —  P{x,  y,  z)dx  —  Q(Xy  y,  z)dy  =  0 , 

also  durch  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialglei- 
cbang  erster  Ordnung  gefunden  werden    können.     Dabei  ist 

26» 
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u(Xj  y,  z)  eo  ipso  eine  Lösung  der  linearen  partiellen  DiffercDtial- 
gleichung  X/*ss  0,  und  wir  können  daher  die  fehlende  Lösung 
V  jedenfalls  durch  Integration  einer  neuen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  finden. 

Es  ist  überdies  immer  möglich ,  diese  letzte  Integration  zu 
ersparen,  sodass  die  Integration  der  Gleichung: 

sobald  eine  Integralinvariante: 

/(p(x,y,z,p,q)dxdy 

von  A/ vorliegt,  und  cp  nicht  gleichzeitig  mit  ^p  +  rjq  —  b  ver- 
schwindet, jedenfalls  auf  die  Erledigung  einer  einzigen  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  erster  Ordnung  reducirt  werden 
kann.  Wir  wollen  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  nachweisen. 
Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  allerdings  recht  weit  aus- 
holen, und  zwar  werden  wir  einerseits  meine  Theorie  der  in6ni- 
tesimalen  Bertthrungstransformationen,  andererseits  den  von  mir 
aufgedeckten  Zusammenhang  zwischen  der  Jacobischeti  MultipH- 
catortheorie  und  meiner  allgemeinen  Transformationstheorie  zu 
Hülfe  nehmen. 

In  meiner  Theorie  der  Berührungstransformationen  habe 
ich  gezeigt,  dass  jede  infinitesimale  Berührungstransformation 
des  Raumes  x,  y,  z  durch  eine  einzige  Function  W  von  x,  y,  5,  p,  q 
—  meine  sogenannte  charakteristische  Function  —  vollständig 
bestimmt  ist,  dass  femer  das  Symbol  Bf  der  betreffenden  in- 
finitesimalen Transformation  die  Form: 

bW\  bf 


IdW    ,        bW\  bf         IbW    ,        bW\ 

-  i^+z^-drldi^-"  (-57  +  917) 


oder  mit  Benutzung  des  Poissonschen  Klammersymbols  [  ]  die 
Form: 

Ich  zeigte  femer,  dass  sich  aus  zwei  infinitesimalen  Be- 
rührungstransformationen : 
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immer  eine  ganz  bestimmte  dritte  Bertthrungstransformation : 

5/"=  [©/•]- SB- !■{ 
ableiten  lässt,  deren  charakteristische  Function  SB  die  Form  be- 

uod  zwar  wurde  der  Zusammenhang  zwischen  B^fj  B^f  und  Bf 
durch  die  Formel: 

gegeben. 

Setzen  wir  insbesondere 

W,  =  q>,     Tl^,  =  ?/>  +  !?(?-?, 
so  wird 

Nun  aber  besteht  nach  unsrer  Voraussetzung  die  Glei- 
chung (8'): 

+  (ba;  +  />lj  +  '?i/  +  9^Jy  =  0, 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Gleichung: 

(3)       P  =  ~  [9^'  ^P  +  '?^~  ^  "  'P^  ^P^  +  *'?  ~  ^) 

1  +  (?rc  +  P^z  +  'iy  +  qVz)9  1 

und  also  erhält  der  obenstehende  Ausdruck  fttr  993  die  beachtens- 
werlhe  Form 
»)  ^  =  9{^x  +  Vy  +  U- 

Wir  notiren  das  erhaltene  Resultat  als  Satz. 

Satz  3.    Gestattet  das  Flächenintegral  erster  Ordnung: 

fq>[x,y,  z,p,q)dxdy 
die  infinitesimale  Punkttransformation : 

w  erfüllen  die  beiden  infinitesimalen  Berührungstransformationen: 
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Bf=  [|p  +  »??  -  r,  /•]  -  (i/>  +  ,,5  -  r)|{ 

die  Relation 

(5)^(Ä(/-))-Ä(^(/-))=[r/,(^^+r/v+y./l-y{lx+'?»+y|l. 
sowie  die  damit  äqiiivalente : 

(5')  A{B{n)-B{A{n)=-{^^+riy+QAr+q>l^^+r,y+U]. 
Um  aus  der  hiermit  gefundenen  wichtigen  Formel  eine  für 
uns  noch  wichtigere,  wenn  auch  speciellere,  Formel  ableiten  zu 
können,  wollen  wir  zunächst  nachweisen,  dass  das  Gleicbungs- 
system: 

(6)  q>{x,  y,  5,  ;>,  9)  =  0  ,      ^p  +  r^q^;=0 

sowohl  die  infinitesimale  Transformation  Af  wie  die  Transfor- 
mation Bf  gestattet. 

Dass  unser  Gleichungssystem   (5)   die  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation : 

Br==  [§p  +  M  -  C,n  -  iiP  +  riq  -  p  If 

gestattet,  beruht  darauf,  dass  diese  Transformation  geradezu  die 
Erweiterung  der  infinitesimalen  Punkttransfonnation: 

darstellt.    Es  ist 

B{§p  +  >iq  -  ?)  =  [?P  +'  riq  —  ?,  ^f  +  fiq  —  ^J 

it       1  >-\  <>(fP  +  »?9  — ' 


=  -(!;>  +  »j9  -  ?)        j,;' — 


dqp 


und 

^(y)  =  L^i»  +  •;<?  -  t,  y]  -  (^^p  +  «59  - 1)  ^-f  , 
oder  mit  Berttcksichtigung  der  Gleichung  (3} : 

^(y)  =  -  [^x  +  P^z  +  ^y  +  q^z)9y 
und  wie  oben: 
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Die  beiden  letzten  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Ausdrücke 
B((p)  und  Bi^p-i-riq  —  C)  vermöge  des  Gleichungssystoms: 
f^  =  0,  ^p  +  r]q  —  t=0  verschwinden,  und  dass  daher  dieses 
Gleichungssystem  wirklich  die  infinitesimale  Bertthrungstrans- 
formation  Bf  gestattet. 

Ferner  ist: 
oder  nach  Berücksichtigung  der  Formel  (3): 

Jf|p  +  rjq-c)  =  -  fp,{p^+  <?»;  -  C)  +  g>{L  +  ny  +  y 

und  andererseits: 

il((/))=[r/)qp]-r/?-5|. 

Also  verschwinden  auch  die  Ausdrücke  -4(|p  +  ijgf  —  C) 
und  A[(p]  vermöge  des  Gleichungssystems :  </)  =  0,  §p  +  r]q  —  K 
=  0,  das  somit  auch  die  infinitesimale  Berührungstransformation 
Af  gestattet.    Es  besteht  daher  der 

Satz  4.    Gestattet  das  Flächenintegral  erster  Ordnung: 

fcp(x,y,z,p,q)dxdy 
die  infinitesimale  Punkttransformation : 

50  gestattet  das  System  der  beiden  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung:  qp  =  0,  ^p  +  rjq  —  ^  =  0  eine  jede  unter  den 
beiden  infinitesimalen  Berührungstransformationen : 

Die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung:  qp  =  0  und  ^p  +  i;? 
—  ^  =  0  bilden  überdies,  wenn  sie  nicht  zufälliger  Weise  identisch 
sind,  ein  Involutionssystem,  indem  die  linke  Seite  der  früher  ge- 
fundenen Gleichunp: 

\  +(^x  +  P^z  +  ^y  +  9^z)V 

vermöge  y  =  0,  ^p  +  rjq  —  C  =  0  verschwindet.  Dieses  Invo- 
luUonssystem  hat  eo  ipso  oo*  Jntegralflächen :  u{x,  y,  js)  =  c. 
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Im  fttnfdimensionaien  Räume  x,  y,  z,  p,  q  liegt  also  eine 
dreidimensionale  Mannigfaltigkeit  vor,  deren  Gleichungen: 

vi^i  y,  ^,  p,  ?)  ==  0 ,   ^p  +  1J9  -  c  =  0 

wir  nach  p  und  q  auflösen : 

p=P{xyz),     q  =  Q{xyz). 

Wir  können  dabei  die  Grössen  x,  y,  z  als  Coordinaten  jeder  ein- 
zelnen Stelle  in  dieser  dreidimensionalen  Mannigfaltigkeit  be- 
trachten. 

Diese  Mannigfaltigkeit  gestattet,  wie  wir  wissen,  die  beiden 
infinitesimalen  Transformationen: 

^f  =  9^P  tx  +  "Pq  by  +  ^P9p  +  ^V>q  -9)^^ 


Wx  +  P9z)  %  -  {9y  +  99i)  l{ 


und 


+  {^x  +  P^z-  PiSx  +  PSz)  -  <l(>ix  +  P'h)]  ll 

+  [^  +  Q^z  -  p(^v  +  «y  -  ?(»;» +  q>h)}  ^  > 

die,  wie  wir  sahen,  in  der  Beziehung: 

(5)     AiB(n)-B{A(n)  =  (^^+Vy+QAf+<p[l,  +  riy+t„l] 
stehen. 

Betrachten  wir  nun  x,  y,  z  als  Coordinaten  der  einzelnen 
Stellen  unserer  dreidimensionalen  Mannigfaltigkeit,  so  zeigen, 
können  wir  sagen,  die  verkürzten  infinitesimalen  Transforma- 
tionen : 

+  {pyp  +  99>9-9^Up.g  =  (?Jv 
und 

wie  diese  dreidimensionale  Mannigfaltigkeit  transformirt  wird. 
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Wir  wollen  zeigen,  dass  Af  und  Bf  die  Relation: 

Ä(B{f])  -  B(Ä{f))  =  (I,  +  riy+  Qlr 

erftülen. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  nachzuweisen,  be- 
merken wir,  dass  in  der  identischen  Gleichung  (5)  die  Coeffi- 

cienlen  von  ^ ,  bez.  ^  oder  j—  Hnks  und  rechts  tibereinstimmen 

öj?'  Oy  dz 

müssen,  und  dass  daher  die  drei  Relationen : 

.ir)  —  Biptp^  +  qq)g  —  cp)  =  (?^  +  riy+  C^)(p(pp  +  qcpg-  ([) 

bestehen.  In  diesen  drei  Relationen  machen  wir  links  und  rechts 
die  Substitution:  p  =  P(xyz)y  q  =  Q(joyz)  und  erhalten  hier- 
durch (vgl.  meine  Theorie  der  Transformationsgruppen  Bd.  I, 
S.  «40,  Formel  (3))  die  Gleichungen: 

~^l-'HVp)p=P.q=Q)  =  iSx  +  ^y  +  y  •  {Vp)p=P,g=Q. 

.ir -  B{[pq>  +  qcpg  -  (p)p^p^^=q) 

=  {§x+ny+Q'{'Pfpp+<IVq—9)p=^P.'i=9y 
die  uns  zeigen,  dass  die  angekündigte  Relation: 

71       Ä(B{n)  -  B(i{n)  =  ii, +riy+ c,)  Ä(n 

wirklich  identisch  besteht. 
Hiermit  haben  wir  den 
Satz  5.    Gestattet  das  Flächenintegral  erster  Ordnung: 

f(p[x,y,  z,p,q)dxdy 

die  infinitesimale  Punkttransformation : 

dts  Raumes  x,y,Zj  und  geben  dabei  die  beiden  Gleichungen: 
'f  =  0,  ^p  +  Tjq  —  ^  =  0  durch  Auflösung  für  p  und  q  die 
^ymhe:  p  =  Pix,  y,  s),  q  =  ()f.T,  y,  3),  so  besteht  zwischen 
V*  und  der  infinitesimalen  Punkttransformation : 
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die  Relation: 

(7)  ÄiX(n)  -  X{i(n)  =  da,  +  Vy+  QÄf. 

Ehe  wir  nun  weiter  gehen,  wollen  wir,  um  die  Formeln  zu 
vereinfachen,  die  Incremen te  der  Grössen  o?,  y,  z  bei  der  Trans- 
formation Af  mix  er,  ß,  y  bezeichnen  und  dementsprechend: 

setzen. 

Die  Formel  (7)  zeigt  zunächst,  dass  die  beiden  linearcD 
partiellen  Differentialgleichungen : 

A7==0,     I/'=0 

immer  eine  und  im  Allgemeinen  auch  nur  eine  gemeinsame 
Lösung  t/(.T,  y,  z)  besitzen,  wobei  unmittelbar  klar  ist,  dass  die 
Gleichung: 

u  =  einer  willkürlichen  Constanten 

die  früher  besprochenen  Integralflachen  deslnvolutionssystenis: 

9>(^,  y,  -,  P,  9)  =  0  ,     ?P  +  r;</  —  C  =  0 

liefern.  Aus  der  Formel  (7)  können  wir  aber  noch  mehr  schliessen, 
nämlich,  dass  wenn  v(x,  y,  z)  irgend  eine  Lösung  von  A/=  0 
bezeichnet,  die  nicht  gleichzeitig  Äf  =:  0  erfüllt,  dass  dann  die 
Grösse  Av  =  (Z>,  die  offenbar  die  Relation 

erfüllt,  einen  Multiplicator  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung: Xf  =  0  darstellt. 

Das  hiermit  erhaltene  Resultat,  das  ein  Interesse  darbietet 
w*enn  es  gleich  im  Folgenden  keine  Rolle  spielt,  formuliren  wir 
folgendermassen. 

Satz  6.    Ist 

fq)[xyzpq)dxdy 

eine  Integralinvariante  der  infinitesimalen  TransformcUion 
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und  ergeben  die  beiden  Gleichungen  y  =  0,  Sp  +  fjq  —  t  =  0 
durch  Auflösung:  p  =  P(ac,  y,z),  q  =  Q[x,  y,  js),  so  ist,  wenn 
v'x,  y,  s)  eine  Lösung  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 
Xf  =  0  darstellt,  die  nicht  gleichzeitig  die  Gleichung: 

\  f>  

erfüllt,  die  Grösse  Av  immer  ein  Jacobischer  Multiplicator  der 
Gleichung:  Xf  —  0. 

Der  eben  aufgestellte  Satz  wird  hinfällig,  wenn  eine  Rela- 
tion von  der  Form 

Äf=Q.Xf 

besteht.  Dann  hat  aber  die  Relation  (7)  die  Gestalt: 

-  xq  ■  xf=  (i,  +  ,,„  +  y  p .  Xf, 

uod  dementsprechend  besteht  die  Gleichung: 

lue  direct  aussagt,  dass  q  einen  Multiplicator  von  Xf=  0  darstellt. 
Es  gilt  daher,  wenn  wir  die  Bezeichnungen  'des  Satzes  6  be- 
halten, der 

Satz  7.  Sind  die  Ausdrücke  Afund  Xf  des  Satzes  6  durch 
die  Relation: 

Äf=^Q.Xf 

gebunden,  so  ist  q  ein  Multiplicator  von  Xf=  0. 

Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  es  immer  möglich  ist,  einen 
Multiplicator  unserer  Gleichung:  A/=  0  anzugeben.  Zu  diesem 
Zwecke  wollen  wir  den  folgenden  Satz  verwerthen,  den  wir 
längst  aufgestellt  haben  (vgl.  z.  B.  Math.  Ann.  Bd.  XI): 

Satz  8,     Gestattet  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

'lie  infinitesimale  Transformation: 
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und  besteht  in  Folge  dessen  die  Relation: 

XUf-^  UXf=l  '  Uf\ 

ist  ferner  M  ein  Midtiplicator  der  Gleichung:  Uf=0,  so  ist  die 

Grösse: 

eine  Lösung  der  Gleichung  17/*=  0 . 

Diesen  Satz  wenden  wir  auf  die  früher  betrachtete  Glei- 
chung i4/'=:  0  an  und  setzen  dabei  der  Kttrze  wegen: 

Jetzt  besteht  die  Gleichung: 

(7)  A(I(/-))  -  A  (XI n)  =  -  (1^.  +  riy  +  Q  •  .4/- 

und  es  ist  daher  in  unserem  Falle: 

?.r+'/t/  +  ?2  +  ^  =  0| 
was  wieder  heisst,  dass  die  Grösse  A(loglf]  eine  Lösung  von 
Af=  0  darstellt,  sobald  M  einen  Multiplicator  von  Af=  0  be- 
zeichnet: 

3(A'logi/)  =  0. 

Indem  wir  dieses  Resultat  mit  früheren  Ergebnissen  (vgl. 
Satz  6]  zusammenfassen,  können  wir  sagen: 
Satz  9.    Wenn  die  Ausdrücke: 


(wie  in  den  vorhergehenden  Entwickelungen)  in  der  Beziehung: 

J(.\{/-))  -  X(A{n)  =  (1^  +  rjy+  Q  .  Äf 

Stehen^  so  liefert  jede  Lösung  v  von  Xf==  0  den  Multiplicator:  Äv 
von  JV/*=0;  und  jeder  Multiplicator  M  von  Af==0  giebt  eine 
Lösung,  nämlich  A'(log  i/),  von  Af=0. 

Setzen  wir  in  der  Identität  (7): 

.4(A'(/;)  -  X{Ä(f))  =  (§^  +,iy+  ;,)  .  Äf 
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f  gleich  log  if  und  bemerken  dabei,  dass  A{X{lof^M))  ver- 
schwindet, so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

X(I(log  Jf))^+  [S^  +  rjy  +  Q  ■  .4 (log  M)  =  0, 

die  aassagt,  dass  -4  (log  M)  einen  Multiplicator  von  Xf=  0  dar- 
stellt)  wenn  M  einen  Multiplicator  von  Af=^0  bezeichnet.  Unter 
dieser  Voraussetzung  besteht  aber  die  Gleichung: 

A{\ogM)  +  a^  +  ßy  +  y,  =  0, 

Qod  also  ist  die  Grösse:  ccx-h  ßy  +  yzi  ^^^  ^^^  immer  aufstellen 
können,  ein  Multiplicator  von  Xf=^0. 

Um  die  Wichtigkeit  des  hiermit  gefundenen  Resultates  her- 
vonaheben,  formuliren  wir  es  als  Theorem. 

Theorem  III.    Bleibt  das  Flächenintegral: 
f(p{x,y,  z,p,  q)dxdy 
invariant  bei  der  infinitesimalen  Transformation 

so  ist  es  mOglichj  einen  Multiplicator  der  Gleichung: 
\f=  0  zu  finden,    Geben  nämlich  die  Gleichungen: 

<p{^j  y,  ^,  P,  9)  =  0  ,    |p  +  1??  —  C  =  0 

durch  Auflösung:  p  =  P(flc,  t/,  jz),  q  =  Q[Xj  y,  z),  und  setzen 
v:ir 

so  ist  die  Grösse  ccx^  ßy"^  Yz  ^^'^  Multiplicator  von 
\f=  0.   Ist  die  Gleichung  cp=^0  linear  in  p  und  q: 

(p  =  Ap  +  Bq+  C 

vnd  die  Determinante 

^^1  =  0 

so  werden  unsere  Betrachtungen  hinfällig.  Ist  dagegen 
ff  linear  in  p  und  q,  die  obenstehende  Determinante  aber 
nicht  gleich  Null,  so  erhalten  wir  eifien  wirklichen  Mul- 
tiplicator von  A/=  0.    Ist  die  Grösse  g>  nicht  linear  in 
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p  und  g,  so  sind  die  durch  Auflösung  der  Gleichungen 
qp  =  0,  ^p  +  Tjq  —  ^  =  0  hervorgehenden  Werthe: 
p  =  P{x,yj  z)j  q=  Q{Xjy,  z)  im  Allgemeinen  mehrdeutige 
Functionen  von  x,  y^  z;  alsdann  wird  auch  der  Multipli- 
cator  (Xx^  ßy-\-  Vz  ^^  Allgemeinen  eine  mehrdeutige 
Function  von  x,  y,  z  innerhalb  eines  Bereiches  darstel- 
len, in  dem  sich  ^,  rj,  K  u.  s.  w.  regulär  und  eindeutig  ver- 
halten.  Im  Allgemeinen  finden  wir  daher  mehrere  Mul- 
tiplicatoren  von  A/=0  und  dementsprechend  durch 
Division  zweier  Multiplicatoren  eine  Lösung  von  A7*=0, 
deren  Integration  im  ungünstigsten  Falle  eine  Quadratur 
verlangen  wird. 

Das  eben  aufgestellte  Theorem  wird,  wie  wir  aasdrttcklich 
bemerkten,  hinftlllig,  wenn  <p  linear  in  p  und  q  ist  und  überdies 
die  specielle  Form 

(p  =  o(ip  +  i]q)  +  0) 

besitzt.  Stellen  wir  uns  daher  direct  die  Frage,  welchen  Vor- 
theil  wir  in  diesem  speciellen  Falle  von  der  bekannten  Integral- 
invariante  ziehen  können.  Dass  dieser  Fall  wirklich  eintreten 
kann,  erkennen  wir  leicht.  Sind  nämlich  u{Xj  y,  z)  und  v[x,  y,  ^'i 
zwei  beliebige  Lösungen  von  A/=0,  so  ist,  wie  wir  früher 
sahen,  das  Integral: 

Ux  +  P^z     ^x  +  P^z 


I 


\^y  +  ^'^z      ^y  +  fl  ^s 


dxdy 
oder  ausführlicher  geschrieben  das  Integral: 

rr-^'-l  +  p  "^^-  +  ,|"-^-iUxrfy 

j        \\     Uy      Vy     I  "^  UyVy\  ^\U^      V^     \S 

eine  Invariante  gegenüber  X/*,  und  hier  besteht  wirklich  eine 
Relation  von  der  Form : 

cp  =  a{^p+  rjq-C). 

Es  verdient  daher  wohl  der  besprochene  Ausnahmefall  eine 
besondere  Discussion. 

Ist 

/{Ap  +  Bq-  C)dxdy 

eine  Integralinvariante  der  Transformation  A/und  verschwinden 
dabei  nicht  alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix: 


Uebbr  Intbgralintariantbn.  399 

«  '  ^  *  c 

so  können  wir  durch  eine  passende  Vertauscbung  der  Coordi- 
Daten  x,  y,  s  immer  erreichen,  dass 

1^  B 


\^n 


*  0 


ist.  Wir  brauchen  uns  daher  nur  mit  der  Annahme  zu  be- 
schäftigen, dass  alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix  (M) 
verschwinden,  und  dass  dementsprechend: 

<p  =  {Ap  +  Bq-  C)  =  w(§p  +  i?9  -  r) 
ist. 

Tragen  wir  diesen  Werth  von  qt  in  die  fundamentale  Glei- 
chung: 

A'>  +  iix  +  Pia  +  Vy  +  <}1z)V  =  0 

ein,  so  erhalten  wir  die  Relation: 

Vw  •  [Ip  +  r,q-^)  +  «(p.Y|  +  qXf]-  XC) 

+  w|{Cj  +  pt,  -  p{Sa>  +  PSz)  -  ?(•?.»,•  +  PV:)} 
+  (oti[Cy  +qtj-p{§y  +  q^z]  -  q{>iy  +  qtjs]} 
+  (Ix  +  Pia  +  Vy  +  «W  '"(IP  +  »??  -  t)  =  0 
and  schliesslich  die  Gleichung 

ilp  +  vq-  ^HMto)  +  da,  +  vy  +  Q^)  =  0 , 

die  aussagt,  dass  ai  einen  Multiplicator  von  Xf=0  darstellt. 

Es  ist  uns  also  gelungen,  die  früheren  Ergebnisse  zu  ver- 
voIlslMndigen  und  wir  können  dementsprechend  das  folgende 
Theorem  aufstellen: 

Theorem  IV.  Kennen  wir  ein  Flächeninlegral  erster 
Ordnung: 

fcp(x,y,Zjp,q)dxdy, 

(las  bei  der  Transformation  Xf=^^  "f"  ^  F"  +  ^  ö  ^"" 
^ariani  bleibt,  so  ist  es  immer  möglich,  einen  MiUtipli- 
cator  der.  Gleichung:  A/=0  zu  finden,  Geben  die 
fi^geln  des  Theorems  III,  auch  nach  Vertauschung  der 
Buchstaben  x,  y,  z,  keinen  Multiplicator  von  Xf=  0,  so 
'?/  (p  linear  in  p  und  q  und  besitzt  überdies  die  Form: 
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und  dann  stellt  q  selbst  einen  Multiplicator  von  Xf=Q 
dar. 

Ist  andererseits  M  ein  beliebiger  Multiplicator  von 
\f=z  0,  so  ist 

/Mi^p-h  rjq  —  l)dxdy 

immer  eine  Integralinvariante  von  Xf=  0. 

Die  Jacobische  Multiplicatortheorie  einer  Gleichung 

^fx  +  Vfy  +  'ifz  =  0 
unterordnet  sich  somit  in  gewissem  Sinne  als  ganz  speciell  unter 
der  Theorie  der  invarianten  Flächenintegrale. 

Wir  fassen   die  wichtigsten  Ergebnisse   von  den  Unter- 
suchungen dieses  Kapitels  zum  folgenden  Theoreme  zusammen: 

Theorem  V.     Kennt  man  ein  Flächenintegral: 

fcp[x,y,  z,p,q)dxdy, 

das  bei  der  infinitesimalen  Transformation  Xf  in- 
variant  bleibt,  so  lüsst  sich  dieser  Umstand  immer  für 
die  Integration  der  Gleichung:  Xf=0  verwerthen. 
Der  ungünstigste  Fall  ist  der,  dass  q>  die  Form 

(p  =  Q{^p+  riq^  c) 

besitzt,  alsdann  ist  q  ein  Jacobischer  Multiplicator  von 
Xf=  0  und  da  andererseits  das  Integral 

fM[^p  +  riq'-t)dxdy 

immer  invariant  bleibt j  wenn  M  eineji  Multiplicator  von 
AY*=0  bezeichnet,  so  leistet  das  beka7inte  Flächen- 
integral  im  vorliegenden  Falle  nur  die  Bestimmung  der 
letzten  Losung  durch  Quadratur. 

Besitzt  q)  nicht  die  Form  Q(§p  +  rjq  —  C),  so  könyien 
die  Gleichungen: 

(P(^,  y,  «,  P,  9)  =  0  ,     Sp  +  i]q  —  C  =  0 

jedenfalls  nach  einer  passenden  Vertauschung  der 
Grössen  x,  y,  %  nach  p  und  q  aufgelöst  werden: 

p=  P(xyz),     q  =  Q{xyz). 

Setzt  man  dann: 
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so  ist  die  Grösse:  a^  +  ßy  +  Yz  »Wimer  eifi  JacohVscher 
Multiplicator  der  Gleichung  Xf=  0.  Alsdanri  ist  ferner 
die  totale  Differentialgleichung: 

dz  —  P[xyz)  dx  —  Q{xyz)  dy  =  0 

integrabelj  und  ihr  Integral  u[xyz)  ist  immer  eine  Lö- 
sung von  Ay=0,  deren  fehlende  Lösung  sodann  durch 
Quadratur  gefunden  wird, 

Ist  (f  nicht  linear  in  p  und  q,  so  sind  P  und  Q  sowie 
a.ßjy  im  Allgemeinen  mehrdeutige  Functionen  von  rr,  y,  c, 
und  dann  giebt  die  Formel:  cc^-i-  ßy  +  Yz  'Sichrere  Mul- 
liplicatoren  von  Xf=0^  deren  Integration  in  diesem  Falle 
nur  ausführbare  Operationen  verlangt. 

Ein  besonderes  Interesse  bietet  der  Fall,  wenn  eine 
Helation  von  der  Form: 

(xp  +  ßq  —  y  =  a{^p  +  ijg  —  C) 
hesteht;    alsdann  ist  nämlich  a  ein   Multiplicator  und 
ür+  ßy'\-  Ys"'^  ^*^^  löswn j  von  Xf'=:  0. 

In  ganz  analoger  Weise  liesse  sich  nun  die  Frage  behandeln, 
wie  sich  die  Integration  einer  Gleichung:  A/=0  vereinfacht, 
wenn  man  von  vorneherein  ein  Curvenintegral:  fip[xy  zy'  z)»  dx 
kennt,  das  \f  gestattet. 

Kapitel  III. 
Die  grSsstnügliclie  Yerwertbimg  bekannter  Integralinvarianten. 

Im  vorigen  Kapitel  behandelten  wir  die  Frage,  wie  sich  die 
lotegratioD  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

vereinfacht,  wenn  eine  Integralinvariante  erster  Ordnung  der 
infinitesimalen  Transformation  Xf: 

1)  f(f(xyzpq)dxdy 

zufälliger  Weise  von  vorneherein  bekannt  ist.  Es  gelang  uns, 
mehrere  schOne  Resultate  abzuleiten,  aus  denen  hervorging, 
dass  man  das  Vorhandensein  einer  solchen  Invariante  immer 
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für  die  Integration  der  Gleichung  A/=  0  verwerthen  kann.  In 
gewissen  speciellen  Fällen  war  es  überdies  möglich  zu  beweisen, 
dass  unsere  S&tze  den  grOsstmöglichen  Yortheil  aus  dem  be- 
treffenden Umstände  zu  ziehen  gestatteten.  Aber  in  voller  All- 
gemeinheit haben  wir  noch  nicht  genau  festgestellt,  welche 
Vereinfachungen  sich  aus  dem  Vorhandensein  einer  bekannten 
Integralinvariante  (4  ]  erster  Ordnung  ergeben. 

Meine  allgemeine  Invariantentheorie  gestattet  nun  nicht 
allein  das  soeben  bezeichnete  Problem,  sondern  überhaupt  jedes 
derartige  Problem  definitiv  zu  erledigen. 

Um  die  Sprache  zu  erleichtem ,  beschränken  wir  uns  vor- 
läufig auf  das  folgende  Problem,  das  schon  einen  sehr  allgemei- 
nen Charakter  besitzt. 

Wie  vereinfacht  sich  die  Integration  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung : 

o  =  i.(.T.....r„  =....=^)-^/.+... +  !,.(...)  ;^f^+r.5Y_+- 

wenn  eine  fntegralinvariante: 

der  infinitesimalen  Transformation  Xfvon  vorneherein  bekannt  ist'.* 
Denken  wir  uns  für  einen  Augenblick,  dass  wir  die  end- 
lichen Gleichungen: 

K  =  Zx(^i  •  •  •  ^n  -I  •  •  •  hn  cy         (x  =  4  . . .  n) 
<  =  ^A^i  . . .  ir„  c,  . . .  s„,  c)  (/=  4  .    .  im) 

der  eingliedrigen  Gruppe  A/ schon  kennen,  so  wissen  wir,  wie 
sich  (f  und  Xf  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x\  z 
verhalten.  Es  bleibt  ja  \f  invariant,  während  cp  niit  einem 
Factor  reproducirt  wird,  und  es  besteht  dementsprechend  die 
Gleichung : 

■«)  W-;  •=;-J;:;-)=w-,-vU;-):2'=t(g)-(t:) 


WO 


femer 


(••<) 
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=-^'5.(--)^,+2'>?/(-=).'i;' 


Wir  werden  zeigen,  dass  alles  darauf  beruht,  ob  die  Trans- 
formationen der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  die  einzigen  sind,  die 
unsere  Gleichungen  (2)  und  (3)  erfüllen  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  können  wir  zeigen,  dass  die  Integration  der  Gleichung  Xf 
nicht  einmal  Quadraturen  verlangt,  sondern  durch  ausführbare 
Operationen  geleistet  werden  kann. 

Giebt  es  noch  weitere  Transformationen  oi^i  =  Xii-r,  z), 
:>  =  VV(^>  a),  die  unsere  beiden  Bedingungsgleichungen  (i)  und 
3|  erfüllen,  so  zeigt  die  Form  dieser  Bedingungsgleichungen, 
dass  alle  diese  Transfornmtionen  eine  Gruppe  bilden,  die  unter 
Umstanden  gemischt  sein  kann,  dann  aber  eine  invariante  cun- 
liuuirliche  Untergruppe  G  enthalt. 

Rechnerisch  gestaltet  sich  alles  in  der  folgenden  Weise. 

Betrachtet  man  in  den  beiden  Gleichungen: 

die  Grössen  x'i  und  zj  als  unbekannte  Functionen  der  x  und  js, 
und  ertheilt  man  in  der  letzten  Gleichung  der  Grösse  f  nach 
and  nach  die  Werthe  cr^ . . .  rr^  3( . . .  sj« ,  so  erhält  man  eine 
Reihe  partielle  Differentialgleichungen ,  die  alle  x'  und  s'  als 
Functionen  der  x  und  z  bestimmen.  Diese  Differentialgleichungen 
liefern  geradezu,  was  ich  die  Definitionsgleichungen  der  endlichen 
Transformationen  der  gesuchten  Gruppe  G  zu  nennen  pflege. 

Hier  geht  nun  das  allgemeinste  Lösungssystem  S«  • .  •  {[n  Si  ••  *  im 
aus  einem  speciellen  Lösungssystem  a[ . . .  .rj»  s,  . . .  si,  durch 
Gleichungen  hervor: 

ti  =  F{x[,..x\,zl...z'„;j 

g^  =  0(.T;....T;  =;...<.), 

die  eine  Gruppe  und  zwar  die  Gruppe  G  bilden. 

87' 


•^) 
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Daher  lassen  sieh  unsere  Differentialgleichungen  auf  die 
Form 

bringenj  wo  die  L^  Differeiilialinvarianten  der  Gruppe  G  bezeich- 
nen und  überdies  ein  volles  System  von  Di/fei^entialinvarianteii 
bilden. 

Die  Integration  der  Gleichungen  L^  =  B^  wird  aber  in  l>e- 
kannter  Weise  von  der  Gruppe  G  beherrscht. 

Sind  die  endlichen  Transformationen  der  Gruppe  Xf  die 
einsigen  Transformationen,  die  unsere  Forderungen  erfüllen, 
anders  ausgesprochen:  umfasst  die  Gruppe  G  keine  anderen 
Transformationen  als  die  endlichen  Transformationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  Xff  so  finden  sich  unter  den  DifferentiaU 
invarianten  L^  insbesondere  m-^  n  —  4  von  nuUter  Ordnung: 

L^Lrl .  ,  .  Tn  z[ . , ,  zl) ,       X  =  4  . . .  rw  +  n  —  4, 
nHmlich  die  Lösungen  der  Gleichung: 


*x 


Aus  den  Gleichungen  /.^  =  B^  leitet  man  daher  (durch  Elimi- 
nation aller  Ableitungen  der  af  und  z'  nach  den  x  und  z> 
m  +  n  —  4  Gleichungen  zwischen  .r,  . . .  .r,,  z^  .  . .  z^  und 
x;  . . .  ai  5; . . .  z'^  her: 

n^{x,z,x,z')  =  (^. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  direct  alle  Bahncurve$i  der  infinitesi- 
malen Transformation  Xf,  indem  sie  alle  00*  Lagen  x\  z'  liefern, 
die  zu  einer  beliebigen  Anfangslage  xz  gehören. 

Setzen  wir  sodann  voraus,  dass  die  Gruppe  G  nur  zwei  in- 
finitesimale Transformationen  enthalt,  nämlich  Xf  und  Yf,  Dann 
bilden  die  Gleichungen: 

x'f=  0,    }'Y=o 

ein  vollständiges  System  mit  m  +  n  —  %  oder  gar  m  +  11  —  4 
Lösungen : 

die  als  Differentialinvarianten  nuUter  Ordnung  der  Gruppe  G 
zu  betrachten  sind.  Unter  den  Gleichungen  L^  =  B^  finden  sich 
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daher  sicher  alle  von  der  Form: 

Diese GleicbuDgen  oder  ein  damit  äquivalentes  Gleichungssysteni : 

ßnden  wir,  indem  wir  ans  den  Gleichungen  L^=iB^  alle  Ab- 
leitungen der  x'  und  z  nach  den  x  und  z  durch  Elimination 
wegschaffen.  Ertheilt  man  in  dem  hiermit  gefundenen  Glei- 
chungssystem: U|-  =  0  den  x  und  z  feste  Werthe,  so  erhalten 
wir  im  Baume  x'z'  im  Allgemeinen  ein  zweidimensionales  Gebiet, 
das  00^  Bahncurven  von  Xf  enthält.  Diese  Bahncurven  findet 
man  sodann  durch  Quadratur. 

Unter  allen  Umständen  findet  man  die  endlichen  Gleichungen 
der  Gruppe  G  durch  Integration  von  Htllfsgleichungen,  deren 
Anzahl  und  Beschaffenheit  in  der  von  mir  längst  angegebenen 
Weise  durch  die  Gruppe  G  bestimmt  ist.  Nachdem  hiermit  die 
endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  G  gefunden  sind,  bestimmt 
man  insbesondere  die  endlichen  Gleichungen  der  Untergruppe 
Xfy  gleichzeitig  also  die  Bahncurven  von  Xf.  Hierzu  ist  es, 
wenn  die  Gruppe  nur  eine  begrenzte  Anzahl  Parameter  enthält^ 
nur  nothwendig,  gewisse  Quadraturen  auszuführen.  Dies  folgt 
anmittelbar  aus  meinem  allgemeinen  Satze,  dass  man,  sobald  die 
endlichen  Gleichnngen  irgend  einer  continuirlichen  endlichen 
Gruppe  gefunden  sind,  immer  die  endlichen  Gleichungen  jeder 
Untergruppe,  insbesondere  auch  die  Bahncurven  jeder  infini- 
tesimalen Transformation  der  Gruppe,  durch  Ausführung  gewisser 
Quadraturen  finden  knnn. 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass  die  Gruppe  G  unendlich  ist, 
und  dass  wir  schon  ihre  endlichen  Gleichungen  durch  Integration 
der  erforderlichen  Hülfsglelchungen  gefunden  haben.  Wir  wer- 
den zeigen,  dass  dann  die  Bestimmung  der  Bahncurven  von  Xf 
nur  gewisse  Quadraturen  verlangt 

Ist  die  Gruppe  G  intransitiv,  so  findet  man  die  lu Varianten 
oallter  Ordnung  dieser  Gruppe  durch  Elimination. 

Wir  können  ferner  ohne  Integration  alle  endlichen  Trans- 
formationen des  Raumes  x,  z  finden,  die  mit  allen  Transforma- 
lionen der  Gruppe  G  vertauschbar  sind.  Diese  neuen  Trans- 
formationen bilden  ihrerseits  eine  Gruppe  /\  die  A/ umfasst. 
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Da  diu  Gruppe  G  unendlich  und  transitiv  ist,  so  muss  die  Gruppe 
r  intransitiv  sein.  Ihre  Invarianten  nullter  Ordnung^  die  eo  ipso 
Lösungen  von  Xf=0  darstellen^  werden  ohne  Integration  gefunden. 

Wir  kennen  nun  alle  Invarianten  nullter  Ordnung  der  Grappe 
Cm  und  ebenfalls  alle  Invarianten  nullter  Ordnung  der  Gruppe  V, 
Daher  findet  man  ohne  Integration  alle  Invarianten  derjenigen 
Gruppe  g,  die  aus  den  gemeinsamen  Transformationen  der  Grup- 
pen G  und  r  besteht.  Gleichzeitig  findet  man  die  endlichen 
Gleichungen  der  Gruppe  g,  deren  Transformationen  paarweise 
mit  einander,  also  auch  mit  Xf  vertauschbar  sind.  Sodann  findet 
man  die  noch  fehlenden  Lösungen  der  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichung Xf=0  durch  gewisse  Quadraturen,  die  vofi  ein- 
ander unabhängig  sind. 

Alles  beruht  somit  auf  der  Bestimmung  der  endlichen  Glei- 
chungen der  Gruppe  6'.  Sind  die  Transformationen  dieser 
Gruppe  gefunden,  so  verlangt  die  Integration  von  Xf=  0  jeden- 
falls nur  gewisse  Quadraturen. 

Wir  behalten  uns  vor,  die  hier  in  knapper  Form  skizzirlc 
Erledigung  des  gestellten  Problems  gelegentlich  ausführlicher 
darzustellen  und  gleichzeitig  durch  Beispiele  zu  illustriren. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  hier  entwickelten  allgemei- 
nen Theorien  sich  ohne  Weiteres  nach  mehreren  Richtungen 
verallgemeinern  lassen. 

Man  kann  z.  B.  annehmen,  dass  gewisse  infinitesimale 
Transformationen  X,/*,  X^f,  . . .  Xgf  vorliegen,  die  ein  vollstän- 
diges System: 

XJ=0,     .Y,/-=0,     ...     A-,/-=0 

bestimmen,  und  dass  man  gewisse  gemeinsame  Integral- 
invarianten : 

aller  Xf  von  vorneherein  kennt.  Man  kann  fragen,  welche  Ver- 
einfachungen in  der  Integration  des  vollständigen  Systems  sich 
aus  diesem  Umstände  ergeben. 

Oder  man  kann  annehmen,  dass  ein  vollständiges  System 
\  J'=  0,  . . .  Xgf=  0  zur  Integration  vorliegt,  und  dass  gewisse 
gemeinsame  Integralinvarianten  und  zugleich  gewisse  gemein- 
same Differentialinvarianten  aller  X^f  von  vorneherein  bekannt 
sind.    In  jedem  einzelnen  Falle  gestattet  meine  allgemeine  In- 
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variantentheorie  genau  zu  entscheiden,  wie  sich  die  vorliegen- 
den Umstände  für  die  Integration  des  vollständigen  Systems 
verwerthen  lassen. 

Man  kann  endlich  annehmen,  dass  es  sich  darum  handelt, 
ein  gewisses  vollständiges  System :  X^f=0,  ...  Xgf=0  mit 
gewissen  bekannten  infinitesimalen  Transformationen  Y^f^  Y^f... 
und  gewissjsn  bekannten  Integral-  und  Differentialinvarianten, 
sowie  gewissen  invarianten  Systemen  von  Differentialgleichungen 
zu  integriren.  Meine  Invariantentheorie  erledigt  jedes  derartige 
Problem  in  definitiver  Weise.  Mit  verschiedenen  speciellen 
Problemen  von  dieser  Beschaffenheit  habe  ich  mich  schon  längst 
ciDgehend  beschäftigt.  Hierher  gehört  z.  B.  meine  Integrations- 
theorie einer  Gleichung  Af=0  mit  einem  bekannten  Multipli- 
cator  und  bekannten  infinitesimalen  (oder  endlichen)  Trans- 
formationen. 


Wir  unterlassen  nicht,  ausdrücklich  darauf  hinzuweisen, 
dass  die  vorangehenden  Entwickelungen  implicite  ein  inter- 
essantes Problem  erledigen,  nämlich  die  Bestimmung  aller  Trans- 
formationen, bei  denen  ein  vorgelegtes  Integral  oder  mehrere 
derartige  Integrale  beztlglich  Differentialausdrücke  oder  Glei- 
chungen invariant  bleiben. 

Wünscht  man  z.  B.  alle  Transformationen  des  Raumes  xyz 
zu  finden,  bei  denen  ein  Flächenintegral  erster  Ordnung 

invariant  bleibt,  so  bildet  man  die  Gleichung: 

V(h  9,  h  Py  q)  =  „  .   /an  iby\ 


2^mii) 


Ersetzt  man  hier  die  Grössen  p  und  q  durch  ihre  Werthe  als 
Functionen  von 

^»  9,  5^,    5^»    •••   ^1 

so  erhält  man  die  Definitionsgleichungen  der  allgemeinsten 
Gruppe  G,  deren  Transformationen  das  vorgelegte  Integral 
invariant  lassen. 

Im  Allgemeinen  ist  es  vortheilhaft,  zunächst  die  infiniiesi- 
mim  Transformationen  der  Gruppe  G  zu  suchen.    Zu  diesem 
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Zwecke  bildet  man  die  Gleichung 

^'V  +  i^a.  +  %  +  P^z  +  VhW  =  0 

und  verlangt,  dass  sie  in  p  und  9  identisch  bestehen  soll '). 

Kapitel  IV. 
lotegraiiivariaBteii  der  Beriihnmgg-TranHfornatiensgrappeiL 

In  diesem  Kapitel  dehnen  wir  den  BegrifT  Integralinvarianlc 
auf  Berührungs-Transformationsgruppen  aus.  Um  die  Sprache 
und  die  Formeln  zu  vereinfachen,  beschränken  wir  uns  auf 
Transformationen  in  x,  y,  z^  p,  q.  Die  Ausdehnung  auf  n  Dimen- 
sionen, wie  die  Beschränkung  auf  verkürzte  Berührungs -Trans- 
formationen (d.  h.  auf  Transformationen  in  x^ . .  .  »*,»;>,  . .  ./>„) 
bieten  keine  Schwierigkeiten. 

Wir  bezeichnen  die  infinitesimalen  Transformationen  einer 
vorgelegten  Bertthrungs -Transformationsgruppe  des  Raumes 
X,  y^  z  mit  dem  Symbol: 

und  ein  invariantes  Flächenintegral   zweiler  Ordnung  dieser 
Gruppe  sei : 


/ß(ir,  y,  3,p,  7,  r,  *,  0-  U.   l 


d  H  d  V  , 


wo  die  Parameter  Uy  v  nicht  transformirt  werden,  während 
^'7  ^'i }  y')  Vi  ^^^  frtther  die  partiellen  Ableitungen  von  x  und  y 
noch  u  und  v  bezeichnen. 
Setzen  wir  nun 

X'  y' 


so  kommt 


x^y^ 


=  J, 


X'       y'     I 


(»*'„).  (W^   ' 


*)  Herr  Carda,  der  meine  Theorien  bei  mir  in  Leipzig  sludirt  hat. 
bestimmte  neuerdings  alle  Punkttransformationen  des  Raumes  x^y^z, 
bei  denen  das  Integral  /Yi  4-p^  +  q^  dx  dy  der  Flächenränme  in- 
variant bleibt.  Die  obrnstohcnde  Theorie  gicbt  eine  einfnchere  Erledigung 
dieses  Problems. 
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aod  bei  Benutzung  der  Symbole. 

%  +  ^zP  +  %s  +  %^  =  B0 
crgiebt  sich 

und  dementsprechend  wird  i2  durch  die  Gleichungen  bestimmt 

Bei  unserer  infinitesimalen  Transformation  A/ erhalten  r,  5,  t 
incremente 

die  in  bekannter  Weise  gefunden  werden. 

Wir  bilden  die  infinitesimale  Transformation: 

M\  -  »7,  +  ffr + of,  4-  ^ft  -  {A\\\  +  ii\y,y-i  ll  =  vf 

und  bemerken,  dass  diese  Transformation  in  den  Veränderlichen 
'^'»y}  ^}  Pi  9i  ^f  ^)  ^  und  i2  nicht  allein  die  beiden  Gleichungs- 
systeme 

dz  —  fdx  —  (\d\i  =  0 
Dod 

dr—pdx  —  qdy=Oj  dp  —  rdx — 5(/y=0,  dq — sdx — ldy=0, 
sondern  zugleich  die  Gleichung 

Q  —  i2{xyzpqrst)  =  0 
invariant  lassen. 

Sind  daher  U^f  und  U^f  zwei  derartige  Transformationen 
mit  den  charakteristischen  Functionen  \\\  und  \\\ ,  so  lässt  auch 
die  Transformation 

jedes  einzelne  unter  den  drei  obenstehenden  Gleichungssystemen 
invariant,  und  es  besitzt  daher  diese  Transformation  U^{U^(f)) 
-  [/,(^J/))  eine  ganz  ähnliche  Form  wie  U^f  und  U^f;  ihre 
charakteristische  Function  ist  nach  meinen  Regeln  die  Grösse: 

In  dieser  Weise  erkennen  wir,  dass  alle  Uf,  die  zu  der 
vorgelegten  Bertthrungs-Transformationsgruppe  gehören,  eine 
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erweiterte  Gruppe  in  den  Veränderlichen  x,  y,  a,  />,...  f} 
bilden. 

Hat  diese  erweiterte  Gruppe  Lösungen  O,  die  nicht  sämmt- 
lich  von  ii  frei  sind,  und  findet  man  durch  Auflösung  einer 
Gleichung 

0(x  . . .  ß)  =  a  =  Const. 

fttr  .Q  den  Werth 

so  ist  _ 

/ii  dx  dy 

ein  invariantes  Flächenintegral  zweiter  Ordnung  unserer  Be- 
rUhrungs-Transformationsgruppe. 

In  gans  analoger  Weise  bestimmt  man  alle  invarianten 
Flächenintegrale  von  dritter  und  höherer  Ordnung.  Man  Ober- 
sieht ohne  Weiteres,  wie  sich  die  in  den  früheren  Kapiteln  1 
und  III  aufgestellten  allgemeinen  Theoreme  auf  Berührungs- 
Transformationsgruppen  ausdehnen. 

Ein  besonderes  Interesse  bietet  die  Anwendung  dieser 
Theorien  auf  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
auf  kanonische  Systeme  u.  s.  w. 


Paul  Stäckel  in  Kiel,  Ämvendungen  von  Lie^s  Theorie 
dar  Transformationsgruppen  auf  die  Differentialgleichungen  der 
Ih/nnmik. 

Einleitung. 

in  dieser  Mitlhcilung  erlaube  ich  mir  der  Königlichen  Ge- 
sellschaft die  Ergebnisse  von  Untersuchungen  mitzutheilen,  die 
sich  aufs  engste  anschliessen  an  meine  Note  vom  8.  Mai  1893: 
Ceher  dynamische  Probleme ,  deren  Differentialgleichungen  eine 
infinitesimale  Transformation  gestatten^  und  Ewar  wird  es  sich 
dämm  handeln,  die  dort  gestellte  Aufgabe  nach  zwei  sogleich 
genauer  zu  kennzeichnenden  Richtungen  hin  zu  verallgemeinern. 

Unter  einem  dynamischen  Problem  will  ich  ein  Problem  der 
Mechanik  vorstehen,  bei  dem  der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft 
die  Form  hat: 

wo  nx^  =  a^x  ^^'^^  und  die  Determinante 

(^1  I  «A;*  I  =  « 

(A,^  =  4,2,...,n) 

nicht  identisch  verschwinden  soll,  und  fttr  das  eine  Kräftefunction 

U{Pij   Pt,   •..,  Pn) 
existirt,  die  sich  nicht  auf  eine  Constante  reducirt;  ein  solches 
Problem  soll  im  Folgenden  kurz  durch  das  Symbol 

\d.s  i  U] 

bezeichnet  werden.  Reducirt  sich  aber  U  auf  eine  Constante, 
so  werde  ich  von  einem  geodätischen  Problem  sprechen  und  da- 
tQr  kurz 

schreiben. 
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Die  c»*""*  ßahncurven  eines  dynamischen  Problems  ordnen 
sich  zu  c»*  natürlichen  Familien  von  je  c»***"**  Bahncorven, 
deren  jede  durch  einen  Werlh  der  Constanten  h  in  der  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft: 

charaklerisirt  ist,  und  das  Princip  der  kleinsten  Action  zeigt, 
wio  wohl  zuerst  Lipschitz  bemerkt  hat^),  dass  die  Bahncurven 
der  natürlichen  Familie  (//)  als  die  geodätischen  Gurven  des 
Linienelementes 

(4)  dsf,=  VU  +  h'ds 

angesehen  werden  können.  Hithin  lassen  sich  alle  Sätze  über 
die  geodätischen  Linien  n*fach  ausgedehnter  Mannigfaltigkeiten 
unmittelbar  auf  die  natürlichen  Familien  von  Bahncurven  über> 
tragen.  Im  Besonderen  gilt  das  von  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen dieser  Linien,  und  es  gewinnen  so  die  schönen 
Untersuchungen,  die  Sophcs  Lib  über  diesen  Gegenständ  ange- 
stellt hat  ^)f  eine  Bedeutung  auch  für  die  dynamischen  Probleme. 
Zwar  beschäftigt  sich  Lie  mit  dem  Falle  n=r2,  aber  eine  Anmer- 
kung 3)  zeigt,  dass  er  bereits  die  Erweiterung  auf  n  Dimensionen 
ins  Auge  gefasst  hatte  und  im  Besitze  eines  fundamentalen  Satzes 
über  die  Linienelemente  eis  war,  deren  geodätische  Linien  eine 
conforme  infinitesimale  Transformation  gestatten.  Nach  diesem 
Satze  ändern  sich  bei  einer  solchen  Transformation  alle  Bogen- 
längen in  konstantem  Verhältnisse,  und  hieraus  folgt  sofort,  dass 
c/5*  auf  die  Form 

(5)  ds-'  =  e<"Pi.y;bx^(p„  ;>„  ...,  i>n)dpxdp^ 
gebracht  werden  kann,  wo  lo  eine  Gonstante  bedeutet  *]. 

4)  Untersuchung  eines  Problems  der  Variationsrechnung ^  in  welchem 
das  Problem  der  Mechanik  enthalten  ist,  Journal  für  Malbeinatik,  Bd.  7A, 
S.  119 — 420,  4  872.  Mao  vergleiche  dazu  Darboux,  Legons  sur  la  tkeorie 
g6n6rale  des  surfaces^  T.  II.  Paris  4  889,  S.  500. 

2)  Classification  der  Flächen  nach  der  Transformationsgruppe  ihrer  geo- 
dätischen Linien  y  Universittttsprogramm,  Christi  an  ia  4879  und  Untersuchungen 
über  geodätische  Curven,  Mathemalische  Annalen,  Bd.  20,  4  882,  S,  357 — 454. 

3)  Math.  Annalen,  Bd.  20,  S.  374. 

4)  Mir  ^ar  diese  Anmerkung  zuerst  entgangen,  und  so  ist  es  ge- 
kommen, dass  ich  den  Ausdruck  (6)  für  ds*  in  der  Note:  Sur  des  problcmes 
de  Dynamique  dont  les  equations  di/ferentielles  admettent  une  transformation 
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Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  dass  die  sfimroi- 
liehen  c»*  natOrlichen  Familien  von  Bahncurven  eine  und  die- 
selbe infinitesimale  Transformation  gestatten.  Gerade  diesen 
Fall  habe  Ich  in  der  bereits  erwähnten  Note  vom  8.  Mai  1 893 
untersucht  und  bin  zu  folgendem  Theoreme  gelangt: 

Soll  jede  det*  oo*  natürlichen  Familien  von  Bnhncui^en  eines 
(Itfnamischen  Problems  dieselbe  infinitesimale  Transformation  ge- 
statten,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass: 

/.  jedes  Niveaufeld j  d,  h.  jede  (n  —  \yfach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit  U  =  const, ,  durch  die  infinitesimale  Transfor- 
matiofi  in  sich  übergeführt  wird] 

IL  die  infinitesimale  Transformation  für  das  Linienelement 
fis  conform  ist; 

IIL  bei  diesei*  conformen  infinitesimalen  Transformation  auch 
(He  Familie  der  oqI^^"^  geodätischen  Linien  von  ds  invariant  bleibt^), 

Dass  die  Bedingung  III  nothwendig  ist,  ergiebt  sich  un- 
mittelbar aus  der  Bemerkung,  dass  die  cx>*''^*  geodätischen 
Linien  von  ds  stets  eine  der  oo'  natttrliohen  Familien  von  Bahn- 
curven bilden,  nämlich  die  zu  dem  Werthe  A  =  cx>  gehörende 
Familie  2). 

Der  Umstand,  dass  man  oo*  natürliche  Familien  bat,  führt 
nun  SU  folgender  Verallgemeinerung  der  Fragestellung:  Wann 


tnfinit^imale,  C.  R.  t.  419.  4  7.  Sepr.  4  894.  S.  508,  ols  neu  roitgetheilt  habe, 
während  er,  wie  ich  ausdrücklich  hervorheben  möchte,  eine  unmittelbare 
Folge  jenes  Satzes  von  Lib  ist. 

4)  Verwandle  Untersuchungen  hat  f ür  n  ==  2  und  n  a  3  0.  Staude 
angestellt:  Ueber  die  Bahncurven  eines  auf  einer  Oberfläche  beweglichen 
Punktes,  welche  infinitesimale  Transformationen  zulassen,  diese  Berichte, 
17.  Oct.  4  898,  S.  429 — 446  und  Heber  die  Bahncurven  eines  in  einem  Baume 
ron  drei  Dimensionen  beweglichen  Punktes^  welche  infinitesimale  Transforma- 
tionen ZMl€Usen,  diese  Berichte,  34 .  Juli  4  898.  S.  54 1 — 522. 

Für  den  allgemeinen  Fall  beachte  man  noch  meine  Note  in  den 
C.  IL  vom  47.  Sept.  4894,  sowie  Kneser^s  Abhandlung:  Das  Princip  der 
kleinsten  Action  und  die  infinitesimale  Transformation  der  dynamischen  Pro- 
bleme^ Sitzungsberichte  der  Dorpater  Naturforscher- Gesellschaft,  4  7.  Nov. 
1894,  Bd.  X,  S.  604—54  4. 

2)  Man  vergleiche  hierzu:  G.  Darboux,  Remarque  sur  une  Communi- 
cationde  M.  E,  Goursat,  C.  R.  t.  408,  4.  Mörz  4  889,  S.  449—450,  R.  Liouville, 
Sur  un  Probleme  d^ Analyse  qui  se  rattache  aux  ^quations  de  la  DynanUque, 
C.  R.  t.  445,  42.  Sept.  4892,  S.  408—406  und  P.  Painlbyb,  Memoire  sur  les 
transformalions  des  ^quations  de  la  Dynamique,  Journal  de  Mathömatiqucs, 
s^rie  4,  t.  X.  4  894.  S.  24. 
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hat  eine  voti  h  unabhängige  infinitesimale  Transformation  zwar 
nicht  die  Eigenschaft^  jede  einzelne  natürliche  Familie  invariant 
zu  lassen,  wohl  aber  diese  Familien  unter  einander  zu  vertauschen? 
Dieses  allgemeinere  Problem  hat  Painlkv^  in  einer  Note  vom 
3.  Januar  i  893  behandelt  ^j,  also  bereits  vor  der  Veröffentlichung 
meiner  Untersuchungen  ttber  das  besondere  Problem,  Unter- 
suchungen, deren  Beginn  übrigens  in  das  Jahr  4886  fallt. 

PAiNLEVfi,  dessen  Priorität  ich  gern  anerkenne,  war  durch 
Betrachtungen  ganz  andrer  Art  auf  jene  Fragestellung  gefuhrl 
worden ,  nämlich  durch  seine  ausgezeichneten  Untersuchungen 
ttber  die  Transformation  der  Differentialgleichungen  der  Bahn- 
curven  dynamischer  Probleme  (C.  R.  1892),  und  er  hatte  bereits 
in  einer  Note  vom  16.  Mai  1892*^^)  auf  die  Frage  hingewiesen, 
wann  die  cx)'^"*  Bahncurven  eines  dynamischen  Problems  eine 
continuirliche  Gruppe  von  Transformationen  gestatten.  Bald 
darauf  skizsirte  Painlbv^  in  der  schon  erwähnten  Note  vom 
3.  Januar  1893  eine  allgemeine  Theorie  der  infinitesimalen 
Transformationen  dynamischer  Bahncurven,  auf  die  zurückzu- 
kommen im  Folgenden  Veranlassung  sein  wird.  Angeregt 
durch  meine  Noten  vom  8.  Mai  1893  und  17.  Sept.  1894  bat 
PAiNLKTfi  dann  die  Ergebnisse  seiner  Untersuchungen  über  das 
Problem  der  Vertauschung  der  natürlichen  Familien  bei  einer 
infinitesimalen  Transformation  in  einer  Note  vom  15.  October 
1894  ausführlich  dargestellt;  die  von  ihm  damals  in  Aussicht 
gestellte  Veröffentlichung  der  Beweise  für  diese  Sätze  ist  jedoch 
meines  Wissens  bis  jetzt  noch  nicht  erfolgt. 

Unter  diesen  Umständen  halte  ich  es  nicht  für  überflüssiiz, 
wenn  ich  in  dem  ersten  Abschnitte  der  folgenden  Mittheilung 
zeige,  dass  die  in  meiner  Note  vom  8.  Mai  1893  entwickelten 
Formeln  für  die  infinitesimalen  Transformationen  dynamischer 
Bahncurven  auch  zur  Erledigung  des  allgemeineren  Problems  der 
Vertauschung  der  natürlichen  Familien  bei  einer  infinitesimalen 
Transformation  vollständig  ausreichen,  und  hierin  besteht  die 
erste  der  angekündigten  Verallgemeinerungen. 

Aber  die  Kraft  jener  Formeln  reicht. noch  weiter. .  Sie  er- 
lauben auch  das  Problem   in  Angriff  zu  nehmen,  wann  eine 


4)  Sur  les  mouvetnents  des  sysletnes  dont  des  trajectoires  admetteni  une 
tr ans fwmation  infinitesimale^  CR.  t.  446.  S.  24 — 24. 

«)  Sur  les  Iransformations  en  Mäcanique,  C.  R.  t.  4  44.  S.  4104 — 4  4  07. 
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mehrgliedrige  coDttnuirliche  Gruppe  von  Transformationen  die 
Gesammtheit  der  oo*  natürlichen  Familien  invariant  ISisst,  und 
das  ist  um  so  wichtiger,  als  nach  PAiNLivfi  in  der  Ermittelung 
der  dynamischen  Probleme  mit  mehrgliedrigen  Gruppen  >die 
wahre  Schwierigkeit«  zu  suchen  ist.  Jene  Formeln,  bei  denen 
weder  die  Form  der  infinitesimalen  Transformation  noch  die 
Form  des  Linienelementes  ds  specialisirt  ist,  besitzen  also  eine 
ttber  den  Fall  einer  infinitesimalen  Transformation  weit  hinaus- 
gehende Bedeutung,  und  gerade  darin  besteht  ihr  wesentlicher 
Werth. 

Für  die  besondere  Annahme,  dass  die  mehrgliedrige  Gruppe 
jede  einzelne  der  oo*  natürlichen  Familien  invariant  lässt,  habe 
ich  bereits  in  einer  Note  vom  29.  October  1894*)  einige  Sätze 
veröffentlicht,  deren  Beweis  den  Anfang  des  zweiten  Abschnittes 
dieser  Hittheilung  bildet.  Darauf  wende  ich  mich  zu  der  Auf- 
gabe, alle  dynamischen  Probleme  zu  bestimmen,  bei  denen  eine 
zweigliedrige  Gruppe  von  Transformationen  eine  Vertauschung 
der  oo*  natürlichen  Familien  bewirkt,  und  es  gelingt  mir,  auch 
diese  Aufgabe  vollständig  zu  lösen  und  die  existirenden  Typen 
von  dynamischen  Problemen  auf  vier  verhältnissmässig  einfache 
Normalformen  zu  reduciren. 


Erster  Abschnitt. 

lieber  dynamiHche  Probleme, 
W!  deien  die  natttrlieben  Familien  der  Babncarvei  durch  eine  ein- 
gliedrige Gmppe  von  Transformationen  vertanNcbt  werden. 

1. 
Soll  durch  ein  und  dieselbe  infinitesimale  Transformation 


^6)  '^/•=^^^(/^,p»,...,Pn) 


jede  natürliche  Familie  (h)  in  eine  natürliche  Familie  (h  +  rj  {h)  d  t) 
Übergeführt  werden,  so  ist  noth wendig  und  hinreichend,  dass 
ein  System  von  \[n  —  1)  w(n  +  2)  Bedingungsgleichungen  iden- 
tisch erfüllt  ist,  das  man  vermöge  des  in  meiner  Note  vom  8.  Mai 
1893  angegebenen  Verfahrens  folgendermaassen  erhält. 

4)  Sur  des  problemes  de  Dynamique  dont  les  6quat%ons  diffärentielles 
üdmettent  un  groupe  copitinue,  C.  R.  t.  119.  S.  723 — 725. 
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Paul  StKckbl, 

Man  bilde 

(7) 

".-i^w."'- 

(8) 

('i=r.t-»>^ 

und 

(9)     \  ~  ^P>M'  ^  L\  «  /  i>P.,  ^  \  «  /  dPi       \  "  /  dpj 
Alsdann  lassen  sich  mit  Benutzung  des  Zeichens 


jene  Bedingungsgleichungen  in  der  Form  darstellen : 

(H )  2  ^(i,  /« ;  ^)  =  [e^x  +  ^x/a)  S{fi ,  /« ;  /i) , 

und  hierin  dürfen  x,  A,  le  alle  Werthe  der  Reihe  !,  2,  ...,  w 
durchlaufen. 

Die  Anzahl  der  wesentlich  verschiedenen  Gleichungen,  die 
sich  auf  diese  Art  ergeben,  ist 

|(n  —  4)  n{n  +  2)  =  Win  +  4)  —  w  . 

Zunächst  ist  nämlich  identisch 

:S{k,  //;  x)=:  Sifi,  A;  x). 

Sind  ferner  l  und  ii  =|=  '"^j  so  erhält  man  aus  (11): 

(A)  H(A,ii;  x)  =  0  (A,/i  +  x), 

und  es  giebt  augenscheinlich  |^n*(n  — 4)  Gleichungen  dieser 
Art.  Ist  aber  einer  der  Indices  k  und  fi  gleich  x,  so  haben  die 
n  •—  1  Ausdrücke 

S(y.j  /r,  x)         (x  =  4,2,...,  /i  —  1,  «  +  4,...,  » 
alle  denselben  Werth,  nämlich  den  Werth 
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Mao  erhält  daher  ausser  der  Gleichung  (A)  nur  noch  die  n(n  —  i ) 
Gleichungen : 

(B)  g(x,  fi;  x)  =  iS(ft,  /i;  ^i)         (f*  4=  x), 

sodass  sich  im  Ganzen  genau  ^(n  —  4)n(n  +  8)  Gleichungen 
ergeben. 

Ist  im  Besonderen  n  =  S ,  so  ergeben  sich  die  vier  Glei- 
chungen: 

T)  S(4,1;  2)  =  0,       5(2,2;  4)  =  0; 

(B',  S(1,2;4)  =  iÄ(2,2;2),    5(1,  2;  2)  =  ^5(1, 4;  4); 

ist  n=:  3,  so  steigt  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  be- 
reits auf  45. 

2. 
Handelt  es  sich  bloss  um  eine  infinitesimale  Transformation 
Pf,  so  darf  man  zwar  unbeschadet  der  Allgemeinheit  voraus- 
setzen, dass 

ist,  und  erzielt  dadurch  eine  erhebliche  Vereinfachung  der  Aus- 
drücke 3(lj  iu;  x).  Absichtlich  lege  ich  jedoch  der  folgenden 
ÜDtersuchung  zunächst  ein  beliebiges 


pf^2^y 


^f 


zu  Grunde,  wie  ich  das  auch  in  meiner  Note  vom  8.  Mai  4  893 
gethan  habe,  denn  es  ergeben  sich  erstens  die  charakteristischen 
Eigenschaften  der  gesuchten  dynamischen  Probleme  auf  diesem 
Wege  mit  genau  demselben  Aufwände  von  Rechnung,  als  wenn 
man  eine  specialisirte  Form  von  P/*  benutzt,  und  zweitens  man  hat 
deo  Vortheil,  den  ftlr  die  Betrachtung  der  Probleme  mit  mehr- 
gliedrigen  Gruppen  unentbehrlichen  Formelapparat  schon  jetzt 
bereit  zu  stellen.  Erst  wenn  es  sich  darum  handelt,  Normal- 
formen für  die  gefundenen  dynamischen  Probleme  aufzustellen, 
erst  dann  ist  es  zweckmassig  die  specialisirte  Form  von  Pf  ein- 
zuführen^}. 


4)  Erst  nach  langen  und  mühsamen  Rechnungen  ist  es  mir  gelungen, 
die  allgemeinen  Bedingungsgleichungen  auf  die  elegante  Form  (H)  zu 
briDgen,  die,  was  hervorzuheben  ich  Veranlassung  habe,  mein  aus- 
schliessliches Eigenthum  ist. 

MaUi.-pbys.  ClasM.  1897.  28 
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Die  Gleichungen  (Ä)  lauten  explioite : 

+  i  «»^  ^^«[-^  ^''  ^p1  +  ''^^^  ]  ^^  +  *^"*  • 

Nun  können  nicht  alle  n  Ausdrücke  ^, ,  f/,,  ...  (/„  identiseh 
verschwinden,  denn  es  ist 

und  U  sollte  sich  nicht  auf  eine  Constante  reduciren.  Man  kann 
daher  den  Index  x  so  wählen,  dass  ^^  4=  ^  '^^'  Ferner  giebt  es 
stets  Indices  A,  |U,  die  von  x  verschieden  sind  und  für  die 
aj^    i^  0  ausfallt,  denn  sonst  wäre  a  =  0.    Mithin  lässt  sich 

aus  mindestens  einer  der  Gleichungen  (A)  berechnen  und  wird 
gleich  einer  ganzen  rationalen  Function  zweiten  Grades  von 
r/  +  //.  Da  aber  U  und  die  Coefficienten  a^;^  ebenso  wie  f ,, ., ,  £„ 
von  //  unabhängig  sind,  so  folgt  hieraus,  dass  nothwendig 

(12)  ii{h)  =  a  +  %ßh  +  yh^ 

ist,  wo  a,  /?,  y  Gonstanten  bedeuten. 

Geht  man  von  der  infinitesimalen  Transformation  zu  der 
eingliedrigen  Gruppe  ttber,  so  ergiebt  sich  sofort : 

WO  a,  b,  c,  b  Functionen  von  r  sind,  d.  h.  die  Gruppe  ist  projectiw 
Im  Allgemeinen  giebt  es  daher  zwei  natürliche  Familien,  die  bei 
der  Transformation  Pf  in  sich  übergehen;  es  kann  sich  jedoch 
auch  ereignen,  dass  die  beiden  Familien  in  eine  zusammen  fallen 
oder  dass  eine  jede  natürliche  Familie  erhalten  bleibt. 
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Bei  der  genaueren  Untersuchung  der  eingliedrigen  projec- 
tiven  Gruppe  (13)  hat  man  fünf  wesentlich  verschiedene  Fälle 
lu  unterscheiden  ^) : 

I.  a  =  /?  =  y  =  0;     A  =  A. 

Jede  natürliche  Familie  bleibt  erhalten,  vermOge  Pf  vertauschen 
sich  nur  die  Bahncurven  innerhalb  der  einzelnen  Familien. 

IL  a4i0,/?  =  y  =  0;     A  =  Ä  +  ar. 

Alle  Familien  mit  endlichem  h  vertauschen  sich,  erhalten  bleibt 
nur  die  Familie  der  geodätischen  Linien  A  =  oo. 

III.  ^=^0,  y  =  0;    Ä+^?^  =  e.^-(A  +  ii). 

Die  beiden  Familien  A  =  —  ^  und  A  =  oo  bleiben  erhalten. 


IV.    y  +  O,   /J«-ay=0,    h^^"-^. 


Y 


Invariant  ist  jetzt  nur  die  eine  Familie  A  —  —  1/— ,  während 
die  geodätischen  Linien  in  die  Familie  ^'=- 1/  —  übergehen. 

Hierbleiben  die  beiden  Familien  A  =  —  '-^^  und  A  =  —  ' — p- 
erhallen.  ^'  ^ 

3. 
\        Setit  man  in  (A): 

i  rj{h)  =  a  +  ißh  +  yh^ 

m  und  ordnet  nach  Potenzen  von  U+h^  so  kommt: 


«)  Man  vergleiche  hierzu  Lik,  GöUinger  Nachrichten,  <874,  Nr,  aa 
»n<iMalh.  Annnten,  Bd.  46,  S.  *U~455,  *60— 464. 

«8* 
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und  diese  Gleichung  kann  nur  bestehen^  wenn  die  Coefficienten 
der  einzelnen  Potenzen  von  U+h  sämmtlich  verschwinden. 

Der  Coefficient  von  (U-{-  h)"^  liefert  die  Gleichungen: 
und  hieraus  folgt: 

oder  auch  mit  Benutzung  des  Symboles  Pf: 

(U')  P{U)  +  a^^ßU+yU*  =  0. 

Die  KrUftefunction  U  erhält  demnach  bei  Anwendung  der  infini- 
tesimalen Transformation  Pf  den  Zuwachs 

—  («  -2ßU  +  yU*)äTj 

mithin  geht  bei  der  durch  Pf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe 
von  Transformationen  U  tlber  in 

wo  $(,  93,  S,  X)  Functionen  von  t  sind.  Es  erleidet  also  auch  U 
eine  projective  Transformation ,  die  zu  der  projectiven  Trans- 
formation von  h  in  einer  einfachen  Beziehung  steht:  sie  ist  iden-  . 
tisch  mit  der  Transformation,  die  —  A  in  —  A  überfahrt.  Es 
wäre  daher  vielleicht  zweckmässig,  in  der  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  U  +h  durch  U —  ä  zu  ersetzen.  j 
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Die  in  den  vorhergehenden  Nummern  für  h  und  U  ge- 
wonnenen, bemerkenswerth  einfachen  Sätze  erkennt  man  erst 
in  ihrer  wahren  Bedeutung,  wenn  man  sie  in  Verbindung  bringt 
mit  einem  schönen  Theoreme,  das  von  Darboux^)  herrührt  und 
das  durch  die  Untersuchungen  Painlev^'s  fttr  die  Dynamik  be- 
soDdere  Wichtigkeit  gewonnen  hat. 

Es  ist  klar,  dass  die  Bahncurven  eines  dynamischen  Pro- 
blems ungeändert  bleiben ,  wenn  man  in  den  Differentialglei- 
chungen der  Bewegung  die  Zeit  /  durch  et  ersetzt,  wo  c  eine 
Constante  bedeutet.  Hieraus  folgt,  dass  die  Probleme  [ds  \  d] 
und  [Ads  \  BU]  dieselben  oo***"*  Bahncurven  besitzen  oder 
kurz  ausgedrückt  gleichbahnig  sind ;  A  und  B  bedeuten  wiederum 
von  Null  verschiedene  Gonstanten.  Man  gelangt  daher  ebenfalls 
zu  den  natürlichen  Familien  von  [ds  \  (/],  wenn  man  statt  der 
geodätischen  Probleme  [1^1/+  h  •  ds]  die  geodätischen  Probleme 
iAyBU-\-  h'ds]  betrachtet.  Nun  ist,  wenn  C  eine  neue  will- 
kflrliche  Constante  bedeutet: 

BU+h  =  (U+C][B+'^^^, 
folglich  erhält  man  auch  bei  dem  dynamischen  Probleme 

die  natürlichen  Familien  vermöge  der  geodätischen  Probleme 
AVBU+h'ds],  d.  h.  dieses  Problem  ist  gleichbahnig  mit 
\fls  I  U].  Beachtet  man  endlich  noch,  dass  die  Kräftefunction 
nur  bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt  ist,  so  erkennt 
man,  dass  die  dynamischen  Probleme 

[ds\U]     und     [yr+WUds\l±ll] 

gleichbahnig  sindj  und  das  ist  jenes  Theorem  von  Darboux. 

Ja  noch  mehr,  jeder  natürlichen  Familie  (h)  des  ersten  Pro- 
blems entspricht^wie  die  Reduction  auf  die  geodätischen  Probleme 
zeigt,  eine  natürliche  Familie  (äJ  des  zweiten  Problems ^  und  da- 
bei ist 


4)  Vergl.  die  oben  citirte  Note  vom  k.  März  4  889. 
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d.  h.  die  Transformation,  die  —  A  in  —  h^  überführt,  ist  cogrc- 

gi     i_  Ol  fr 

dient  «u  der  Transformation ,  die  U  in  U^  =  T^'f^'ü  überführt. 

Die  Äehnlichkeit  der  Transformation  von  Darboux  mit  der 
in  3.  betrachteten  Transformation  springt  in  die  Augen.  Man 
wird  daraus  schliessen,  dass  dynamische  Probleme  der  verlang- 
ten Art  erhalten  werden,  wenn  man  zu  den  bis  jetzt  gefundenen 
Bedingungen  für  h  und  U  die  Bedingung  hinzufügt,  dass  bei 
der  Transformation  ds^,  bis  auf  einen  constanten  Factor,  in 
(ß  +  D£/)(/s*  übergehen  soll,  denn  alsdann  ist  die  Ausführung 
der  infinitesimalen  Transformation  Pf  gleichbedeutend  mit  einer 
Darboux^schen  Transformation  des  dynamischen  Problems  in 
sich  selbst.   Hit  andern  Worten: 

Damit  bei  einer  durch  eine  infinitesimale  Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gnippe  von  Transformationen  die  natür- 
liehen  Familien  eines  dynamischen  Problems  mit  einander  ver- 
tauscht  werden,  ist  es  hinreichend,  dass 

L  Die  Kräftefunction  durch  diese  Transformation  projectiv 
transformirt  wird,  d.  h, 

rr_g  +  gt/ 

ist; 

IL  die  Transformation  für  das  Linienelement  ds  conform  ist ; 
IIL  bei  dieser  conformen  Transformation  ds*  in  ((5+ üDf/jrfs* 
übergeführt  wird» 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  geht  die  ncUüHiche  Familie 

(h)  in  die  natürliche  Familie  I^'T    ^|  iAer. 

Vermöge  der  Bedingungsgleichungen  (A)  und  (B)  lasst  sich 
beweisen,  dass  die  soeben  angegebenen  Bedingungen  nicht  nur 
hinreichend,  sondern  auch  noth wendig  sind.  Dies  soll  in  den 
nächsten  Nummern  geschehen.  Hier  mtfge  nur  noch  folgende 
Bemerkung  Platz  finden.  Nach  dem  Theorem  von  Darbovx  sind 
die  dynamischen  Probleme 

[ds\U]    und     [j/(S-4-t)"(/t/6l|±||.] 
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gleichbabnig.   Sind  umgekehrt  zwei  dynamische  Probleme 

[ds  I  U]     und     [ds^  |  l/J 

ia  denselben  Veränderlichen  Pi,  p»,  ...,  /'n  vorgelegt,  während 
die  Zeit  beziehungsweise  t  und  t^  sein  möge,  so  kann  man  fragen, 
welche  Beziehung  zwischen  ds  und  ds^j  U  und  U^  stattfinden 
muss,  damit  die  beiden  Probleme  gleichbabnig  sind.  Liesse  sich 
zeigen,  dass  stets 

«4- «t; 


ds,  =  y^  +  m^ds,  r/,  =  -T_- 

sein  muss,  wäre  also  die  Umkehrung  des  Theorems  von  Darboux 
wahr,  dann  wäre  damit  bewiesen,  dass  die  Vorher  angegebenen 
hinreichenden  Bedingungen  auch  notbwendig  sind.  Nun  hat 
Painley^  zwar  gezeigt,  dass  diese  Umkehrung  bei  willkürlichem 
ds*  und  U  richtig  ist  ^},  aber  er  hat  zugleich  nachgewiesen,  dass 
bei  besonderer  Wahl  von  ds*  und  [7  dynamische  Probleme  gleich- 
babnig sein  können,  ohne  durch  die  Transformation  von  Darboux 
in  einander  ttberzugehen ;  ein  einfaches  Beispiel  hierfür  liefern 
die  bekannten  Sätze  von  Beltrahi  und  Dini  ttber  die  geodätische 
Abbildung  krummer  Oberflächen.  £s  bedarf  daher  eines  be- 
sonderen Beweises,  dass  die  vorher  angegebenen  Bedingungen 
auch  nothwendig  sind,  und  dieser  Beweis  soll  jetzt  gegeben 
werden. 

5. 

Setzt  man  in  (A)  den  Coefficienten  von  (U+h)'^  gleich 
Null,  so  ergiebt  sich  nach  leichter  Umformung  die  Gleichung: 


und  wird  der  Index  x  so  gewählt,   dass  U^^  0  ist,  so  folgt 
hieraus 


2'h.|f:+v^:+i7f^^)=-x«A.   (^,."4=x), 


\)  Sur  les  transformations  en  Möcanique.   C.  R.  t.  iU.   U.  April  4892. 
S.  901— 904. 
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wo 

nur  von  x,  nicht  von  k  und  /c  abhängt. 

Ist  jetzt  ausser  U^  auch  l/^  =f=  0,  so  ergiebt  sich  ebenso: 

2' K  ^i + ""''  Z:+w:  ^M  =^  "vv  t^-. " + '), 

und  wählt  man  die  Indices  k  und  /ti  so,  dass  sie  beide  von  / 
und  c  verschieden  sind,  was  für  ;)  ^  3  stets  mögh'ch  ist,  so  rouss 

also  (0^  =  M^  sein,  sobald  a;(^  =f=  0  ist.  Mithin  gilt  unter  diesen 
Voraussetzungen  die  Gleichung: 

fttr  alle  Paare  A,  /i  ausser  A  =  t,  ^  =  */..  Dass  sie  aber  auch 
fttr  dieses  Paar  besteht,  erkennt  man  sofort,  wenn  man  die 
Gleichungen  (B)  fttr  /c  =  e  zu  Hülfe  nimmt   Nun  ist  aber 

folglich  fordern  die  Gleichungen  (16),  dass 

sein  soll  oder  dass  die  infinitesimale  Transformation  Pf  für  das 
Linienelemenl  ds  conform  ist. 

Die  Gleichungen  (16)  bleiben  auch  dann  noch  richtig,  wenn 
jene  Voraussetzungen  nicht  erfüllt  sind,  d.  h.  wenn  alle  Aus- 
drücke U^J  U^,  . . ,  j  Uf^his  auf  einen  verschwinden  oder  wenn 
n  =  2  ist  oder  wenn  alle  a^^  für  A,  /i  4=^  e,  x  verschwinden,  ohne 
dass  jedoch  a  verschwindet:  in  allen  diesen  Fällen  hat  man  nur 
ausser  den  Gleichungen  (A)  noch  die  Gleichungen  (B)  heranzu- 
ziehen; die  Ausführung  der  bezüglichen  Rechnungen  ist  hier 
nicht  am  Platze. 


Es  bleibt  übrig,  die  Bedeutung  der  Gleichungen  zu  er- 
mitteln, die  entstehen,  wenn  in  (A)  und  (B)  die  absoluten  Glieder 
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gleich  Noli  gesetzt  werden.  Das  geschieht  am  einfachsten  auf 
folgende  Art. 

Nach  Darboux  sind  alle  dynamischen  Probleme 

[ch,\u,]  =  [¥w+wuds  1*+®;;] 

gUichbahnig j  sie  können  daher  einander  bei  den  gegenwärtigen 
Betrachtungen  ersetzen.  Behält  man  sich  also  die  nachträgliche 
Au^ftthrung  einer  Transformation  von  Darboux  vor,  so  ist  es  er- 
laubt, der  Rechnung  irgend  ein  Problem  dieser  Kldssevon  gleich- 
hahnigen  Problemen  z\x  Grande  lu  legen.   Nun  war 

"^i  —  2)/i  — (S' 

Ferner  giebt  es  bei  dem  Problem  [ds  \  U]  stets  mindestens  eitie 
oatttrliche  Familie  (h^),  die  bei  der  Vertauschung  der  Familien 
an  ihrer  Stelle  bleibt.   Bestimmt  man  also  @  aus  der  Gleichung: 

so  bleibt  bei  dem  Probleme  [ds^  \  [/,]  die  Familie  h^=oo  in 
Kühe,  d.  h.  unler  den  Problemen  der  Klasse  giebt  es  stets  solche^ 
hei  denen  die  geodätischen  Linien  gegenüber  der  Transformalion 
invariant  sind.   Bei  diesen  Problemen  ist  aber  nach  Nummer  2: 

y  =  0, 

und  das  hat  zur  Folge,  dass  die  ^(n  —  4)  n(n  +  2]  Gleichungen, 
die  entstehen,  wenn  in  (A)  und  (B)  die  absoluten  Glieder  gleich 
Null  gesetzt  werden,  gerade  die  Bedingungsgleichungen  dafür 
werden,  dass  die  geodätischen  Linien  \onds^  gegendiber  der  Trans- 
formation invariant  sind.  Demnach  muss  das  Linienelement  ds^ 
so  beschaffen  sein,  dass  seine  geodätischen  Linien  die  conforme 
infinitesimale  Transformation  Pf  gestatten.  DafUr  ist  jedoch 
nach  SoFBOS  Lie  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

i7)  (o  =  const. 

ist,  und  diese  eine  Gleichung  ersetzt  alle  jene  |(n  —  1)  n{n  +  2) 
Gleichungen. 

Hiermit  ist  folgendes  Theorem  bewiesen: 

Alle  dynamischen  Probleme  [ds\U]j  bei  denen  die  natürlichen 
Familien  der  Bahncurven  durch  eine  eingliedrige  Gruppe  von 
Transformationen  mit  einander  vertauscht  werden  ^  ergeben  sich. 
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wenn  7nan  die  dynamischen  Probleme  [ds^  \  U^]  ermittelt^  bei  denen 
vermöge  der  eingliedrigen  Gruppe 

I.  die  Kräftefunction  U^  projectiv  Irans formirt  wird; 
IL  das  Linienelement  ds^  conform  iransformirt  wird; 

IIL  die  geodätischen  Linien  invariant  bleiben  oder,  was  das- 
selbe istj  bei  der  conformen  Transformation  alle  Bogenlängen  in 
consiantem  Verhältnisse  geändert  werden, 

und  alsdann  auf  [ds^  \  U^]  die  allgemeinste  Transformalion 
von  Darboux  anwendet. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  in  Nummer  4  aufgestellten 
Bedingungen  in  der  That  nothwcndig  und  hinreichend  sind, 
denn  dass  jetzt  wirklich  ds*  durch  die  eingh'edrige  Gruppe 
in  (6  +  'Df7)d5*  übergeftlhrt  wird,  das  zeigt  eine  einfache 
Rechnung. 


Ist  irgend  ein  dynamisches  Problem  [(i^  |  ^]  vorgelegt,  und, 
will  man  wissen,  ob  es  dem  hier  betrachteten  Reiche  von  dyna- 
mischen Problemen  angehört,  so  ist  zu  untersuchen,  ob  es  Con- 
stanten et,  ßj  y  und  Functionen  ^, ,?,,...,  ?n  g*©^^  vermöge 
deren  alle  |(n  —  4)  n(n  +  2)  Bedingungsgleichungen  identisch 
erfüllt  sind,  die  sich  aus  (A)  und  (B)  durch  Trennung  der  Po- 
tenzen von  U+h  ergeben  haben,  und  ob  dann  U  der  Gleichung 
(U)  genügt. 

Man  kann  jedoch  auch  anders  verfahren.  Da  die  Wahl  der 
Coordinaten  Pi,  p^,  "-j  Pn  i^och  frei  steht,  kann  man  versuchen 
für  die  betrachteten  Probleme  möglichst  einfache  Nof^malformeii 
[ds  I  U]  aufzustellen.   Ist  dann  ein  Problem 


vorgelegt,  so  hat  man  zu  untersuchen,  ob  erstens  die  quadratische 
Differential  form 

d^*=^axf,dpxdp^ 

der  quadratischen  Differentialform 

ds^=^ax^dpxdp^ 
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äquivalent  ist,  und  dafür  hat  Christopfel  die  Kriterien  aufge- 
stellt, und  ob  zweitens  bei  der  Transfornaation 

Px  =  VxiPii  PtJ'"^  Pn)  (x  =  ^  2,  .  •  • ,  »*)  , 

die  rf«*  in  ds*  überführt,  auch  U  in  (/  übergeht  *). 

Solche  Normalformen  ergeben  sich,  wenn  man  für  die  in- 
tinitesimale  Transformation  Pf  die  kanonische  Form: 

wählt  Die  Kraftefunction  U  muss  dann  der  Differentialgleichung 

gentigen,  und  man  erhält  fOr  die  (flnf  in  Nummer  2  unterschie- 
denen Fälle: 

I.  o  =  /S  =  y  =  0:         t/  =  Ö>(p„p„...,pJ. 

II.  «4=0,  ß  =  y  =  0:    I/=-ap,  +  Ö>(p„P„  ••.,/'»)• 

\n.(i^O,  y  =  0:  t7=-a  +  e«/*P'.a>(p„p„. ..,/'„). 

IV.  y=fcO,  /?»  — ay  =  0:  U  =  — ']/--{ —^ :• 

Was  d«*  betrifft,  so  muss  die  Transformation  P/"  in  allen 
Fällen  conform  sein.   Für 


ergeben  aber  die  Gleichungen  (16): 
1 


..6')  '^  =  -V 


1)  Könnte  man  nicht  umgekehrt  Kriterien  für  die  Aequivalenz  von 
zwei  quadratischen  Differentialformen  von  dem  Gedanken  aus  erhalten, 
dass  diese  beiden  Methoden  dasselbe  Ergebnis  liefern  müssen?  Vergl. 
aoefa  W.  DB  Tanhehberg,  Sur  la  Morie  des  formes  quadratiques  diffä- 
rcBtieUes^  C.  R.  t.  H9.  30.  Juli  4  894,  S.  321—324. 
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und  diese  Gleiohungen  sind  in  der  allgemeinsten  Weise  erfüllt, 
wenn  man 

(18)  «v=e«(P..-.P-).6;i^(/,„/>3,...,/V 

setzt. 

Nun  war 


X 

mit 


Folglich  wird 

und  wenn  dem  Systeme  der  6;^,  dessen  Determinante 

ist)  das  reciproke  System: 
zugeordnet  wird : 

Setzt  man  jetzt  in  den  Gleichungen  (Aj  die  absoluten  Glieder 
gleich  Null,  so  kommt  nach  leichter  Umformung: 

folglich  ist 

und  das  erfordert,  dass  fttr  alle  Werthe  von  v: 
ö'o -^  —  0 
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wird.  Mithin  ist 
(19)  ^  =  m  +  yU, 

wo  m  eine  Gonstante  bedeutet,  und  aus  (48)  und  (19)  folgt  jetzt: 

(jj  z=s  m  +  yU . 

Ist  /  =  0,  und  das  tritt  bei  den  Fällen  I,  II  und  III  ein,  so 
wird  daher  lo^^m,  wie  es  nach  dem  Satze  von  Lib  zu  erwarten 
war,  und  man  darf  unbeschadet  der  Allgemeinheit 

ß  =  (op^ 

selxen,  sodass  schliesslich 

;5:  ds*  =  e^»^ftv(p„  Ps,  ...,  P„)  'lpxdPf4 

herauskommt. 

Im  Falle  IV  war 


"=-Vr 


mithin  wird: 

e  =  {m+  V'a})  p,  +  \og(yp,  +  0) 
und,  wenn  (u  wieder  eine  Gonstante  bedeutet: 

Im  Falle  y  war: 

mithin  wird : 

ö  =  (m  +  /?  —  (J)  p,  +  log  [e^^P^  —  0) 

und 

<H)  ds*  =  e'^'ie*^"'  -  a))^6j^(p„  p„  . . .,  pj  rfpj  dp^  . 

Hiermit  ist  die  Discussion  vollständig  durchgeführt.  Ihre 
Ergebnisse  lassen  sich  mit -etwas  veränderter  Bezeichnung  in 
tabellarischer  Form  folgendermassen  darstellen. 
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Fall  I. 

Fall  II. 

Pi=Pi-^^i       Ä  =  A  +  OT ; 
r=  -  ap,H- ö>(p„  ...,?>„),   ds*=ef"P^  -^hfiiP*,  - .  PJ'^Pl''?«- 

Fall  III. 

Pi=Pi  +  ^,      Ä  — a  =  c«/*»(A  — a); 

Fall  IV. 


Fall  V. 


^^■—   e-^.-0(p„.. .,>„)' 


d,i  =  e^^P. (e«P'  -  a>)  .^6;i^(;,„  . . . ,  pj  f/p;t^/p^ 


8. 

Behält  man  sich  die  nachträgliche  Ausführung  einer  Trans- 
formation von  Darboux  vor,  so  genügt  es,  wie  schon  Painlcv»: 
bemerkt  hat,  zwei  Fülle  zu  unterscheiden. 
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Ersetzt  man  nümlich  bei  IV: 

[ds  I  U]   durch    [VU+  a  ds  |  5^]  =  [ds,  |  f/J, 
so  wird 

man  gelangt  also  zu  dem  Falle  II. 
Ersetzt  man  ebenso  bei  V: 

[ds  I  U]   durch    [VV^^  ds  I  ^]  =  [rfs,  I  U,] , 
SO  wird 

d,J  =  (/y  -.  y)  a(«-^«)P.  .  ^  6;i^  dp;t  ^P^  , 


y,  =  — ! e«P'  . 


0 


man  gelangt  also  zu  dem  Falle  III. 

Es  ist  klar,  dass  die  hier  angewandte  Transformation  von 
Darboux  gerade  die  in  Nummer  6  benutzte  ist,  bei  der  eine  in- 
variante natürliche  Familie  in  eine  Familie  geodtttisoher  Linien 
Qbergeftthrt  wird.  Das  in  Nummer  6  ausgesprochene  Theorem 
iässt  sich  daher  auch  durch  das  folgende  Theorem  ersetzen,  das 
die  Ergebnisse  der  Untersuchungen  dieses  Abschnittes  in  con- 
densirler  Form  enthält: 

Alle  dynamischen  Probleme  [ds\  U]^  bei  denen  die  natür- 
lichen Familien  der  Bahncurven  durch  eine  eingliedrige  Gruppe 
von  Transformatitmen  mit  einander  vertauscht  werden^  ergeben 
sichj  wenn  man  auf  die  beiden  dynamischen  Problefne : 


ds*  ^e'^'^b^ip^,...,  p„)  dpx  dp^  , 


und 

ds*  =  e»'P'  -Jlh  (p,,...,  p„)  dpi  dp   , 

U=e*ßP'.a>(p„...,p„) 
die  allgemeinste  Transformalion  von  Darhoux  amvendet. 
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Hierzu  ist  zu  bemerken,  dass  in  (31)  die  Gonstante  o,  in  [£) 
die  Constante  ß  auch  den  Werth  Null  haben  darf;  setzt  man  a 
bez.  ß  gleich  Null,  so  wird  man  auf  den  Fall  I  geführt,  der  mit- 
hin  als  Grenzfall  von  II  oder  III  angesehen  werden  kann. 


Zweiter  Abschnitt. 

lieber  djnamisclie  Probiene, 

bei  denen  die  natürlichen  Familien  der  Babncnrven  dnreb  eine  nebr- 

^liedrige  Grnppe  Ton  Transformationen  vertanscht  werden. 

4. 

Für  die  Untersuchung  der  dynamischen  Probleme,  bei 
denen  die  natürlichen  Familien  der  Bahncurven  durch  eine 
continuirliche  Gruppe  von  Transformationen  vertauscht  werden, 
ist  es  von  entscheidender  Bedeutung,  dass  die  grösste  continuir- 
liche Gruppe  dieser  Beschaffenheit  endlich  und  zwar  höchstens 
n{n  4-  S)-gliedrig  ist;  auf  den  Beweis  dieses  Satzes  kann  hier 
nicht  eingegangen  werden  ^).  Bekanntlich  besitzt  jede  r-glied- 
rige  Gruppe  (r^3)  jiu;eigliedrige  Untergruppen,  und  es  wird 
daher  vor  allem  darauf  ankommen  zu  ermitteln,  bei  welchen 
dynamischen  Problemen  die  natürlichen  Familien  durch  eine 
zweigliedrige  Gruppe  vertauscht  werden.  Nun  lassen  sich  durch 
Einführung  geeigneter  Goordinaten  Pi,  p^,  »-•,  Pn^^^  infinitesi- 
malen Transformationen  jeder  zweigliedrigen  Gruppe  in  beliebig 
vielen  Veränderlichen  auf  einen  der  vier  Typen  zurückführen: 


1) 

2) 
3) 
*) 


hf  bf    ,  bf 


dp.'  p«dp, 


dp,'   p*dp, 


1)  Man  vergleiche  hierzu:  PAiNLEvi,  C.  R.  t.  416.  3.  Jan.  1893, -S.  S2; 
Stachel,  C.  R.  t.  119.  29.  Ocl.  1894.  S.  783;  K.  Enoei,  Ueber  die  Sndlichkrit 
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und  man  hat  daher  zu  untersuchen,  wie  ds*  und  {/beschaffen 
sein  müssen,  damit  die  3  (n  —  1 )  n  (n + S]  Bedingungsgleichungen, 
aaf  die  jedes  dieser  vier  Paare  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen führt,  identisch  erfttllt  sind. 

Aus  Nummer  5  des  ersten  Abschnittes  folgt,  dass  ds  durch 
jede  dieser  infinitesimalen  Transformationen  conform  transformirt 
wird,  und  da  in  jedem  der  vier  Typen  die  Transformalion 

p  f-  -^ 

vorkommt,  so  ist  nach  Nummer  7,  Gl.  18: 

Man  wird  daher  ermitteln  müssen,  wann  dieses  ds*  auch 
durch  die  zweite  infinitesimale  Transformation  jedes  der  vier 
Typen  \)  bis  4)  conform  transformirt  wird. 


Ist  erstens 
so  geht  die  Gleichung 

ober  in 


hl 
oder,  indem  man  fttr  a^^  seinen  Werth  einsetzt,  in 


'16')  '^  =  -«A^ 


d  log hi^  he 

dp,  öpj 


und  hieraus  folgt  sofort,  dass  man  in  diesem  Falle  in  allge- 
meinster Weise 

(22)     d,«  =  e""' "-'  -^q^Cp,,  p«, ....  pJ'iPlrfp^ 

setzen  darf;  to  wird  dann  gleich  v—  • 

ifr  grössten  continuirUchen  Gruppen,  bei  denen  gewisse  Systeme  von  Diffe- 
mtialgleichungen  invariant  bleiben,  diese  Berichte,  3.Dec.  4894,  S.  297 — 806 
Qod  Soraus  L»,  Zur  Theorie  der  Transformationsgruppen,  diese  Berichte, 
).Dec  1894,  S.  823—324. 

MaU.-pkyB.  ClMM.  1807.  29 
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Ist  zweitens 

so  geht  (16)  über  in 

(^6")         {  a« 

Ist  in  diesen  Gleichungen  zunächst  X,  fi  ^  ^j2,  so  gehen  sie 
ttber  in 

und  man  darf  daher  von  vornherein 
setzen.    Dann  aber  wird 


'"^P^W^-^^^W,' 


da  ,       ho 
und  die  Gleichungen  (16")  reduciren  sich  auf: 

V«  ht  +  f/.i  *»i  +  «A.  ^,..  +  «Ai*Mi  +  P«  "rif  =  ®  • 

und  daraus  folgt,  wenn  man  erst  A  s=  4  und  dann  1  =  %  setzt, 
wahrend  u  ^  i,i  bleibt: 

Setzt  man  endlich  auch  u  =  1,  3,  so  wird 

''^  =  P7*-(^(jniPi,P*,  •■■,Pn)       {?,«=<.  2). 
Demnach  darf  man  in  allgemeinster  Weise 

(23;  ds* 

=^fl(p,....,p„).^-'p-(n.+ei.+Vi+*/'»).q^(p„P,,....pJ</;>a</p„ 

setzen. 

Ist  drittens 


''*/'  =  P«ap.' 
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so  gehl  (4  6)  über  in 

^n  €^i  Hi  +  «Ai  «^1  +Pii^  =  ^^Xf^i 

uod  es  ist  fttr  1,  /i  4=  ^  • 

folglich 

be 

Dann  aber  ist  nach  (46'"): 

also  müssten  a^^J  a^^y  . . . ,  a^^  gleich  Null  sein,  während  doch  a 
uicht  verschwinden  darf.    Demnach  kann  der  Typus  3)  bei  der 
conformen  Transformation  von  ds  gar  nicht  auftreten. 
Ist  viertens 

so  geht  (46)  aber  in 

'  6")  V«  "»«  +  *»«  <^ct+P*^  =  '^  "V 

ond  hieraus  folgt  wieder,  dass 

do 

sein  muss.   Mithin  mttsste 

sein,  und  a  wtlrde  verschwinden.  Demnach  kann  auch  der 
Typus  4)  bei  der  conformen  Transformation  ds  gar  nicht  auf- 
ireten. 

Bei  den  folgenden  Untersuchungen  muss  also  ds*  entweder 
die  Form  (9%)  oder  die  Form  (83)  haben. 


Behält  man  sich  die  nachträgliche  Ausführung  einer  Trans- 
formation von  Darboux  vor,  so  darf  man  annehmen,  dass  ent- 
weder 

ds*  =  e^'P'  '^bx^(p^,  . . . ,  />n)  rfPA  ^'P^  » 

29* 
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oder 

ds*  =  e^.  -2;bi^(p„  . . . ,  pj  dpi  dp  ,  I 

{•0}  i,  u 

ist.    Soll  nun  das  dynamische  Problem  eine  zweite  infinitesimale    ' 
Transformation  P^f  gestatten,  so  muss  U  auch  der  partiellen 
Differentialgleichung : 

U")  p^(U)  +  a'  -^f^'u  +  yu*  -=  0 

gentigen. 

Hat  man  zunächst  den  Typus  i)^  ist  also  Ptf^=  jr^y  so  muss 
im  Falle  (91):  ''• 

sein.    Entweder  ist  also  /^'  =  0,  y'  =0  und  mithin 

(24)  U=-ap,-  a'p,  +  ^(p,,  p.,  . . . ,  p,) , 

oder  es  ist  a  =  0.  Dann  ist  man  aber  im  Falle  I  des  vorher- 
gehenden Abschnittes  und  darf  die  Transformation  von  Darboi-x 
zur  Vereinfachung  von  {H")  benutzen.  Hierdurch  erreicht  man, 
dass  a'  =  /  =  0  wird  und  erhält: 

U=e*ß'P».W{p„p ,p„). 

Im  Falle  (3)j  kommen  die  Bedingungsgleiohungen : 

a'  =  0  ,       /  =  0  , 
und  es  wird 

(25)  f/=e«M  +  äi*'P..y(p„p^,...,pJ; 

hierin  ist  die  .zweite  Gleichung  für  U  im  Falle  (fl)  enthalten. 

Für  den  Typus  2),   also  für  PJ  =  p,  ^^  +  p,  y/ ,  ergiebt 
sich  entsprechend  im  Falle  (31):  '  ' 

a/  =  0,       a(2/^'  — i)  =  0. 

Entweder  ist  also  2/^'  =  4 ,  ^'  ==  0  und  mithin 

(26)  r/  =  a'  -  ap,  +  p, .  »Plp,,  p„  . . . ,  pJ 

oder  a  =  0,  und  da  alsdann  a'  =  y'  =  0  angenommen  werden 
darf: 

(27)  U  =  pf-^{p,,p„...,pn). 


LiE  s  Theorie  der  Transporhationsgruppbn  etc.  437 

Im  Falle  (93)  findet  man : 

ß  =  0, 

und  ist  daher  abermals  im  Falle  I,  wo  a'  =  /  =  0  gesetzt  wer- 
den darf;  U  bat  daher  wieder  die  Form  (27). 

Bei  der  Ausübung  der  zweigliedrigen  Gruppe  auf  die  Babn- 
curven  des  dynamischen  Problems  werden  U  und  h  projectiv 
transformirt.  Aus  dem  Vorhergehenden  ist  unmittelbar  ersicht- 
lich, dass  die  Transformationen  von  A,  die  den  Formen  (24)  bis 
(27)  von  U  entsprechen,  beziehungsweise  durch  die  Gleichungen 
gegeben  werden: 


U*) 

h  =  h  +  aT  +  a'T' 

(zweigliedrig), 

25*) 

h==^ßr*tßfv.fi 

(sweigliedrig), 

ä6*) 

Ä  =  c^'(A  +  aT) 

(Bweigliedrig), 

27*j 

Ä  =  e»/*'''.A 

(eingliedrig). 

Die  Transformationen  von  U  sind  denen  von  h  invers. 


Nachdem  die  möglichen  Formen  der  Kräftefunction  U  er- 
mittelt worden  sind,  bleibt  noch  tlbrig,  auch  die  zugehörigen 
Linienelemente  ds  zu  bestimmen.  Das  ist  sehr  leicht  im  Falle 
des  Typus  4 ).   Fttr  diesen  Typus  war: 

22,     ds*  =  eö(Pi-M  Pn)  .^cx^(p„  p„  ... ,  p^)  dpxdp^  . 

Sollen  jetst  bei  dieser  conformen  Transformation  die  geodfl- 
tisehen  Linien  invariant  sein,  so  ist  nach  Lie  : 

be  be 

wo  tü^  and  w^  Gonstanten  b*edeuten,  und  es  wird  daher: 

28,     ds*  =  e^iPi  +  ^^P^  -^^tP»,  P4,  . . . ,  Pn)  dpx  dp^  . 

Ganz  anders  verhalt  es  sich  mit  dem  Typus  2).  Hier  er- 
fordert die  Bestimmung  von  ds  umfangreiche  Rechnungen,  die 
freilich  zu  einem  verhältnissmässig  einfachen  Ergebnisse  führen. 
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Für  den  Typus  2)  war: 
(83)  ds* 

Da  die  infinUesiroale  TransformatioD 

die  geodätischen  Curven  dieses  Linienelementes  invariant  lassen 

soll,  so  ist 

da 

äp.  = «-. . 

wo  w^  eine  Genstanle  bedeutet,  and  daher 
l29)  ds^^.e'^iP^.^bi^dpidp^, 

wo 

(30)   6»^  =  e*(ft.-.P-)  .p-te.+*a+^/M  +  W  .c;,^(p„...,p. 

ZU  setzen  ist. 

Jetzt  bat  man  zu  bewirken ,  dass  aucb  die  infinitesimale 
Transformation 

die  geodätischen  Curven  von  ds  invariant  lässt.  Die  nothwcn- 
digen  und  binreichenden  Bedingungen  hierfür  ergeben  sich^ 
wenn  man  in  den  Gleichungen  (Ä)  und  (B)  des  ersten  Abschnittes 
die  absoluten  Glieder  gleich  Null  setzt.  Bildet  man  daher  die 
Ausdrücke: 

so  lauten  die  gesucbten|(n  — 4)fi(/i4-2)Bedingangsgleichungen: 
(G)  2ä{A,  fi\  x}  =  [e^x  +  ^xf*)  ^{^y  /'^  /*)  • 

Ist  im  Besonderen 

bi  =P4  I       ?f  =/>«  .        ?3  =  0  ,    .  .  .  ,    ^,1  =  0  , 

so  kommt: 
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Nun  wurde  früher  aus 
die  Gleichung  hergeleitet: 

Hier  ist  aber  6  =  w^p^y  folglich  wird 

\^x\a^  IV^L^  l(««A«A*i  +  V^Ai  -  ^ihfi^ii) 
oder 

mit  der  einzigen  Ausnahme: 

Zq  bemerken  ist  noch  die  wichtige  Relation : 

Bildet  man  jetzt  die  Gleichungen  (Gj^  und  zwar  zunächst 

noch  mit  den  Symbolen  i  ^>  ,  so  lassen  sie  sich,  geeignet  com- 

binirt,  nach  p,  integriren  und  durch  folgendes  System  von  Glei- 
chungen ersetzen.   Es  sei 

\  X  Ka)       \  «  Sa 
mit  den  beiden  Ausnahmen,  dass 

sein  soU.   Ferner  setze  man 

^Xk  "H  ^Ä«  *+■  ^fjL\  "H  ^^«       *xi  "*"  *xs  ^^  ^A/*x  • 
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Dann  kommt : 

(G')  P^""!' ;|  =  n^niP.P.,-,Pn)  +  ^'X^+^4''Xy 

damit  diese  Gleichungen  for  alle  ^n*(n  -|-  4)  Werthsysteme     1 
A,  /u,  X  gelten,  muss  noch  festgesetzt  werden,  dass  ' 

(32)  nu  =  ^       (A  =  4,2,...,n)  I 

sein  soll.  I 

Jetst  ziehe  man  die  {n*{n+  \)  Identitäten  heran:  , 

(33)      &=t2'r/L'u..+2'!rLv'). 

die  geradezu  als   die  Definitionsgleicbungen  der  | /<* (n  +  \] 
Christopfbl* sehen  Symbole  j  ^|    angesehen  werden  können. 

In  ihnen  ersetze  man  die  |  ^|    durch  die  aus  (C)  resultirenden 

Werthe,  wobei  nur  I  W  »  }  i  j  i  •••>  }  i**!   unbestimmt  bleiben. 
Ferner  6ubstituire  man  fttr  a;^^  den  Wcrth 

Auf  diese  Weise  entstehen  die  Relationen: 

Besonders  wichtig  sind  unter  diesen  Gleichungen  diejenigen, 
bei  denen  /u  4=  ^ }  ^  is^  denn  sie  sind  linear  und  homogen  in  den 
^1  u  ^11)  •  •  • )  ^nn-   ^^^  erschliesst  aus  ihnen  zunächst,  dass 

ist,  sodass  nach  (G')  ausnahmslos 


1)  Vergl.  meine  Abhandlung:  Ueber  die  DifferentialgleichMmgen  der 
Dynamik  und  über  den  Begriff  der  anaiylischen  Äequivalenz  dytUMmischer 
Probleme,  Journal  für  Mathematik,  Bd.  4  07,  4894,  S.  833,  Formel  (A*). 
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wird.  Ferner  erglebt  sich  aus  (34),  dass  nothwendig 

(35)  w,  =*  0 

und 

■36)  »{Pi,  •■,Pn)  =  ^^ogP* 

ist,  wo  Cd  eine  Constante  bedeutet.  Hithin  wird  sohliesslich: 

(37)    ax^  =  p^-{'u  +  'i.+'„+^^^  .  cxf,{p,,  p„  ...,  p„) , 

und  nun  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit,  dass  bei  dieser  Form 
von  ax^  die  ^(n  —  4)  n(n  +  S)  Bedingangsgleichungen  (G)  iden- 
tisch erfallt  sind. 

Damit  ist  das  Linienelement  ds  bestimmt,  man  hat: 


[38) 


Zum  Schluss  sollen  die  Ergebnisse  der  vorhergehenden 
Rechnungen  kun  zusammengestellt  werden.  Wir  haben  ge- 
funden : 

Sollen  die  oo^  natürlichen  Familien  der  Bahnourven  eines 
dynamischen  Problems  durch  eine  zweigliedrige  Gruppe  von 
Transformationen  mit  einander  vertauscht  werden,  so  lassen 
sieh  die  erzeugenden  infinitesimalen  Transformationen  entweder 
auf  die  Form 


<) 

5pj'     Wt 

oder  auf  die  Form 

«) 

bringen. 

Behält  man  sich  die  nachträgliche  Ausftthrang  einer  belie- 
bigen Transformation  von  Daiboox  vor,  so  wird  bei  dem  ersten 
Typus  das  Linienelement  ds  durch  die  Gleichung: 
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bei  dem  sweiten  Typus  durch  die  GleichuDg: 

ih'  =VpJ-n.-*A.-V.-^^. .  cx^(p„  p„  . . . ,  p^)dpx dp^ 

gegeben;  o;,  oi^ ,  oi,  bedeuten  Gonstanten. 

Die  KräfiefunctioD  hat  bei  dem  ersten  Typus  entweder  die 
Form 

^  =  -  «A  -  «>«  +  "PiPzj  P4,  •  •  • »  Pn) 
oder  die  Form 

und  bei  der  zweigliedrigen  Transformation: 

/>i=P*+^,       Pt=Pt  +  ^'7        Pz=Pz,  •    .,    Pn=Pn 

wird  die  Familie  [h]  beziehungsweise  in  die  Familie 

oder  in  die  Familie 

übergeführt. 

Bei  dem  zweiten  Typus  ist  entweder 

oder 

U  =  p\(f.(V{p,,p„...,p^), 

und  bei  der  zweigliedrigen  Transformation 

\\  =  e''  '[p,+%),     p,  =  ß^'p,,     P3=/)„  ...,  /^,»  =  /^« 

wird  die  Familie  [h]  beziehungsweise  in  die  Familie 

c^'  '[h"\-ar) 
oder  in  die  Familie 

übergeführt;  bemerkenswerth  ist,  dass  in  diesem  letzten  Falle 
die  Yerlauschungen  der  Familien  nur  eine  eingliedrige  Gruppe 
bilden. 

Die  Grössen  a,  jC^,  ct\  ß*  sind  Constanten,  die  auch  den 
Werth  Null  haben  können;  tritt  dies  ein,  so  können  sich  die 
Gruppen  von  h  uud  U  auf  eingliedrige  Gruppen  oder  auf  die 
Identität  reduciren,  und  es  entstehen  Ausartungen  der  allge- 
meinen Fälle,  auf  die  einzugehen  hier  nicht  erforderlich  ist. 

Kiel,  den  2.  Juli  1897. 


E.  Stndy  in  Greifs wald,  lieber  die  Invarianten  der  pro- 
iectiven  Gruppe  einer  quadratischen  Mannigfaltigkeit  von  nicht 
verschwindender  Discriminante. 

\. 

Da  meine  UntersuchuDgen  über  Bewegungsinvarianten  za- 
folge  wiederholter  Unterbrechungen  nicht  den  gewtlnschten 
Fortgang  genommen  haben,  so  erlaube  ich  mir,  im  Folgenden 
einige  Sätze  darzulegen,  die  ursprtlnglich  in  einer  auf  den  ge- 
nannten Gegenstand  bezüglichen  Artikelreihe  Platz  finden  sollten. 

Bekannt  ist  der  Zusammenhang,  durch  den  erstens  die 
Nicht-Euclidische  Geometrie  im  Räume  von  n  —  4  Dimensionen, 
zweitens  die  Geometrie  der  Inversionen  im  Räume  von  n—-^ 
Dimensionen ,  drittens  die  Geometrie  der  LiE'schen  Kugeltrans- 
formationen im  Räume  von  n  —  3  Dimensionen,  endlich  auch  im 
Falle  n  =  6  die  Liniengeometrie  im  gewöhnlichen  Räume  mit  der 
Theorie  einer  quadratischen  Form  von  n  Veränderlichen  ver- 
bunden werden.  Die  Entwickelung  einer  Theorie  der  ganzen 
Invarianten  der  Gruppe  von  linearen  Transformationen,  die  eine 
solche  Form  in  ein  Vielfaches  ihrer  selbst  ttberftthren ,  ist  daher 
ein  wichtiges  Problem  der  der  analytischen  Geometrie  zu  Grunde 
liegenden  Algebra.  Die  folgenden  Sätze,  bei  deren  Formulirung 
ich  mich  der  in  meinen  »Methoden  zur  Theorie  der  temären 
Formen«  (Leipzig  4  889)  angewendeten  Terminologie  bediene, 
enthalten  die  Grundlage  einer  solchen  Invariantentheorie. 

L  In  dem  System  einer  unbeschränkten  Zahl  von  linearen 
Formen  {UX),  (UY)^  ...  (UXi^),  ...  eines  Gebietes  n*«'  Stufe  giebt  es, 
sobald  n  ^  3  ist,  zwei  Typen  irreducibeler  ganzer  Invarianten  der 
projeetiven  continuirlichen  Gruppe  G  einer  quadratischen  Mannig- 
faltigkeit M  V(m  nicht  verschwindender  Discriminante  J,  nämlich 
eine  symmetrische  Invariante  (XY)  von  je  zwei  Formen  (UX), 
^UY),  und  eine  altemirende  Invariante  {X^  X^  ,..  XJ  von  je  n  For- 
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men.  Jede  ganze  Invariante  der  gegebenen  Unearen  Formen  lässl 
sich  durch  Invarianten  dieser  beiden  Typen  rational  und  ganz  aus- 
drücken. 

Im  Falle  7i  =  2  giebt  es  einfachere ,  Dämlich  ÜDeare  Inva- 
rianteD  vod  je  einer  linearen  Form;  der  Satz  behält  aber  auch 
in  diesem  Falle  seine  Gültigkeit,  wenn  man  geeignete  Beschrän- 
kuDgeD  einfahrt  (Methoden,  I) ,  wenn  man  nämlich  das  Punkte- 
paar M  oder  die  zugehörige  quadratische  Form  als  irreducibel 
voraussetzt  und  nur  solche  Grossen  betrachtet,  in  deren  Bereich 
die  quadratische  Form  nicht  in  ein  Product  zweier  linearer  For- 
men zerlegt  werden  kann.  Der  folgende  Satz  erstreckt  sich  auch 
auf  den  Fall  n  =  8,  in  dem  übrigens  die  eingeführte  Bezeichnung 
zweideutig  wird  und  daher  durch  eine  andere  zu  ersetzen  ist. 

II.  Zwischen  den  Invarianten  der  beideti  Typen  (XY), 
(Xj  X^  ...  XJ  bestehen  irreducibele  Relationen,  die  wiederum  zwei 
verschiedenen  Typen  angehören.  Die  des  ersten  Typus  verbinden 
Invarianten  von  je  n  +  i  Formen  in  folgender  Weise: 

,..     (^1^.  ..  ^n^iKH^o  y)  +  (-  <r  (^^tX,  ..  XnXJ{X.  Y)  + 

Die  Relationen  des  zweiten  Typus  verbindcfi  Invarianten  von 
Je  2n  Formen]  sie  haben  die  Gestalt 

(B)  ^.(x,...A-j(y,...yj-|(A'^rfc)l  =  o. 

Q  bedeutet  dabei  einen  Zahlenfactor  ^  dessen  Werth  von  der 
noch  in  gewissem  Grade  willkürlichen  Bezeichnung  (AT),  (A\  . ..  X^) 
der  beiden  Invatianten  abhängt  (s.  Ar.J?5),  und  dessen  Vorzeichen 
bei  Beschränkung  auf  reelle  Formen  im  Falle  eines  geraden  Werthes 
von  n  mit  dem  Vorzeichen  der  Discriminante  J  übereinstimmt. 

Die  linke  Seite  G[{XY),  (X^  ...  XJ}  einer  jeden  ganzen  Func- 
tion der  beiden  Invariantentypen,  die  als  Function  der  Coefficienteti 
der  eintretenden  Formen  identisch  verschwindet,  kann  durch  iden- 
tische (triviale)  Umformungen^)  in  Theile  zerlegt  werden^  deren 
jeder  einen  Ausdruck  vom  Typus  (A)  oder  (B)  als  Factor  hat. 

Grössen  des  Typus  [XY)  existiren  auch  in  dem  trivialen 
Falle  n  =  4 .  In  dem  folgenden  Satz  unterliegt  daher  der  Werth 
von  71  gar  keiner  Einschränkung. 


1)  Wegen  dieses  Begriffs  s.  »Methoden«  11,  §  6. 
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III.  Zwischen  den  Invarianten  des  Typus  (XY)  bestehen  Re- 
lalionefi,  diey  reducibel  im  Bereiche  der  Grössen  (XF),  (.V,  ...  A'„), 
irreducibel  sind  im  Bereiche  der  Grössen  (X  Y)  allein. 

Sie  gehören  sämmtlich  dem  einen  Typus 

(C)  l(Y.>k)!  =  0         (/,A:  =  0,  4,...»,) 

0»,  verbinden  also  Invai^nten  vofije  2n  +-  2  Foimen. 

Der  Fall  7t  :=  3  (der  erste,  der  wirkliches  Interesse  hat) 
fahrt  auf  die  Invariantentheorie  der  projectiven  Gruppe  eines 
Kegelschnittes  in  der  Ebene.  Der  Satz  I  geht  in  diesem  Falle 
durch  das  HBSSB'sche  Uebertragungsprincip  ohne  Weiteres  aus 
eiuem  Satze  hervor,  der  sich  schon  in  Clbbsgh's  »Binaren  For- 
men« findet,  und  aussagt,  dass  in  dem  System  einer  unbegrenzten 
Zahl  von  binären  quadratischen  Formen  nur  Invarianten  der 
beiden  Typen  [ab]*  und  {ab)(ac)(bc)  vorkommen.  Der  Satz  li 
ergiebt  sich  dann  fttr  denselben  Fall  durch  ein  vom  Verfasser 
angegebenes  Verfahren  ^) ;  auch  kann  er  fttr  den  Fall  n  ==  S 
leicht  unmittelbar  begründet  werden. — Der  Verfasser  hat  bereits 
vor  4  887  auf  Grund  dieser  Bemerkungen  verschiedene  (bis  jetzt 
nicht  veröffentlichte)  Untersuchungen  angestellt^).  Er  bemerkte 
zur  selben  Zeil,  dass  sich  der  Satz  1  durch  ein  ähnliches  Ver- 
fahren auch  im  Falle  n  =  4  begrttnden  iässt.  Später  (4896)  hat 
er  sodann  den  Satz  I  als  auch  im  Falle  n  =  6  richtig  erkannt 3), 
Qod  hat  tlber  gewisse  Anwendungen  dieses  Satzes  im  Falle  n  =  4 
auf  der  Naturforscherversammlung  zu  Frankfurt  am  Main  einen 
Yorirag  gehalten.  Bald  darauf  ergab  sich  dem  Verfasser  jedoch 
die  Richtigkeit  der  Sätze  I,  II,  III  fttr  einen  unbestimmten  Werth 
von  fi ;  er  hat  demgemäss  in  einer  im  December  1 896  an  die  Re- 
daciion  der  Math.  Annalen  abgeschickten  Arbeit  auf  diese  Er- 
weiterung hingewiesen.  Die  auf  die  besonderen  Fälle  n  =  3, 4, 6, 
sowie  auch  n  =  5  bezttglichen  Betrachtungen  haben  ein  selbst- 
ständiges Interesse,  und  sollen  bei  späterer  Gelegenheit  ver- 
öffentlicht werden.  Hier  wollen  wir  zeigen,  dass  die  Sätze  I,  II, 
III  fttr  den  Werth  n  =  m  -f- 1  gttitig  sind ,  wenn  sie  fttr  den 
Werth  n  =  m  Geltung  haben.    Dabei  darf  als  kleinster  Werth 


1)  Math.  Ann.  Bd.  89  (1887)  S.  4  20  oder  »Methodenc  II,  §  6. 
2j  Hierauf  bezieht  sich  die  Anmerkung  bei  Gordan  und  Kerschbn- 
»TuiiBR  (Binäre  Fornaen,  Leipzig  4887)  S.  455. 
8)  Sachs.  Ber.  43.  Jan.  1896,  S.  M4. 
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von  m  bei  dem  Satze  I,  wie  gesagt,  der  Werth  m  =  3  angenom- 
men werden.  Bei  dem  Satze  II  kann  man  auch  schon  m  =  2 
setzen.  Der  Satz  III  endlich  kann  unter  der  Voraussetzung  be- 
grtlndet  werden,  dass  er  fttr  den  Werth  m  =  4  richtig  ist.  In 
diesem  Falle  ist  er  nUmlich  trivial,  und  bedarf  keines  besonderen 
Beweises. 

Um  die  Darstellung  zu  erleichtem,  werden  wir  zunächst 
voraussetzen,  dass  die  gegebene  quadratische  Mannigfaltigkeit  M 
durch  eine  gleich  Null  gesetzte  Summe  von  n  =  m  -{-  ^   Qua- 
draten 
(1 )  A(ö) A(o)  +  A(0  A(0  H h  A W  A'W 

dargestellt  sei.  Wir  werden  diese  fttr  den  Beweisgang  selbst 
übrigens  nicht  nOthige  Beschränkung  nachträglieh  wieder  auf- 
heben. Die  zu  untersuchende  Gruppe  (m  ist  unter  dieser  Vor- 
aussetzung die  Gruppe  der  eigentlichen  oi*thogonalen  Substitu- 
tionen der  n  Veränderlichen  A^®) ...  AW,  denen  die  Coefßcienten 
A|^^^  der  zu  betrachtenden  linearen  Formen  {UXj^)  zu  unterwerfen 
sind.  Dass  wir  der  Determinante  der  auszuführenden  Substi- 
tutionen den  bestimmten  Werth  Eins  beilegen,  ist  keine  wesent- 
liche Beschränkung,  da  nur  allseitig-homogene  Functionen  der 
Grössen  AJ^'^  in  Betracht  kommen. 


Man  sieht  ohne  Weiteres,  dass  die  aus  den  Coefßcienten 
linearer  Formen  :?f/0)Y(*>,  ^r/OMW,  :sUi'^X^^^  gebildeten  Aus- 
drücke 

(2)  (XY)  =  \(^)yW  -t-  A(Or(0  ^ }.  A("»)y("») , 

(3)  (A,A,  ...A^)  =  |Af  I         (i,A=0,1,...m) 

thatsächlich  Invarianten  der  Gruppe  (J  sind,  und  zwar  solche, 
die  bei  einer  beliebigen  Substitution  der  Gruppe  den  Factor  -{-  \ 
annehmen.  Wir  betrachten  nun  die  Untergruppe  von  Gj  die 
entsteht,  wenn  man  einen  der  Mannigfaltigkeit  (AA)  =  0  nicht 
angehörenden  Punkt  festhält^).    Identificiren  wir  diesen  Punkt 


4)  Wir  bedienen  uns  der  Kürze  halber  der  Aasdrucksweise  der  Geo- 
metrie, indem  wir  die  Grussen  A^^'^  als  homogene  Coordinaten  eines  »Punk- 
tes« X  ansehen. 
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vorlaafig  mit  dem  Puakt,  der  dia  Coordinaften  (I,  0,  ...  0)  hat,  so 
entsteht  auf  diese  Weise  eine  continuirlicbe  Gruppe  g^  die  dar- 
gestellt wird  durch  die  Gleichung  XW'  =  xC'*)  in  Verbindung  mit 
einer  eigentlichen  orthogonalen  Substitution  der  n  —  \  Ver- 
änderUchen  A(')...  xW^  und  ausserdem  entsteht  eine  zweite 
continuirlicbe  Schaar  von  Substitutionen,  die  für  das  Folgende 
nicht  in  Betracht  kommt.  Jede  Invariante  von  G  ist  seibstver* 
ständlich  auch  eine  Invariante  von  g]  die  Invarianten  von  g  aber 
lassen  sich  angeben.  Zunächst  sind  die  Grossen  aW,  ItO^  .^. 
solche;  und  da  diese  alle  von  einander  unabhfingig  sind,  so  muss, 
heiEntwickelung  irgend  einer  Invariante  der  Gruppe  g  nach  Po- 
tenzen undProducten  dieser  Grossen,  derCoefficienteioes  jeden 
einzelnen  Gliedes  ebenfalls  eine  Invariante  von  g  sein.  Diese 
Coefficienten  sind  dann  nothwendig  Invarianten  der  »verkürz- 
ten^  Gruppe,  die  entsteht,  wenn  man  unter  den  Gleichungen 
von  g  die  erste  A'(°)'  =  A(°>  weglasst.  Nach  Voraussetzung  (§  4) 
sind  alle  diese  Invarianten  ganze  Functionen  der  bilinearen  Aus- 
drücke 

i,  [A'  Y]  =  A'0)y(0  H 1-  AO^Oyt"») 

und  der  Determinanten 

r,  [X,...X^]  =  \xf\        {i,k^i...m); 

jede  ganze  Invariante  von  g  selbst  ist  also  eine  ganze  Function 
von  Invarianten  der  drei  Typen  X^^\  [YZ]=(YZ)  —  yC'^zC'»), 
^^ ...  Xf^],  Ersetzen  wir  jetzt  den  Punkt(1,  0  ...  0)  durch  einen 
beliebigen  Punkt  0  (origo],  für  den  (00)  ^  0  ist,  so  geht  g  über 
in  eine  mit  g  gleichberechtigte  Untergruppe  (^q,  und  wir  erhalten 
statt  der  angegebenen  Ausdrücke  die  folgenden 

G,  .i^,  iYZ)-^^-^Jl^,   iOX,.,,:^^    (vgl.Nr.2,3) 

»Is  Invarianten  von  g^.  Die  numerische  IrrationalitUt  V[00] 
kann  hier  auch  weggelassen  werden;  es  ist  aber  für  das  Fol- 
gende bequemer,  sie  beizubehalten. 

Sei  nun  3  eine  Invariante  von  G,  und  folglich  auch 
von  ^Q,  so  kann  diese  als  ganze  rationale  Function  der  Aus- 
drücke (6)  dargestellt  werden;  und  da  der  willkürliche  Punkt  0 
in  3  nicht  vorkommt,  und  V{00)  sich  nicht  rational  darstellen 
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wobei  X*  einen  Ausdruck  der  Form 

-  [00] .  {{x. X, . . .  x^)  [ßy)  +  (-  < r*'  (X, . . .  x«  o)(x.  r) + 
+  (x....OA,)(x,y)  +  ...}-i- 

+  (Or).{(X,X,  ...  XJ(00)  +  (-4r*M^.  •••  .Y„0)(X,Oi  + 

+  (X,...OX,){X,0) +  •••}, 
S"  aber  einen  Ausdruck  der  Form: 

[oor-^m, ...  ^ni^[o\\ ...  y«) -  |(ooi(Ä;r»)-(ox,)(0}V),  = 
=  (oor-'{(ox,  ...xj(or, ...  yj  -  |{oo)(x.y,)...(.Y„y^) } 

vorstellt;  und  die  rechte  Seite  von  (41)  ist  durch  eine  triviale 
Umformung  der  linken  entstanden,  durch  eine  solche  Umformung 
also,  bei  der  die  zugefügten  und  weggenommenen  Glieder  ein- 
ander gegenseitig  zerstören.  Nun  ist  aber  S*  ein  Vielfaches  eines 
(speciellen)  Ausdrucks  B^  und  A"  ebenso  ein  Aggregat  zweier 
Ausdrtlcke  A. 

Wir  können  also  die  beiden  Summanden  rechts  in  [\  K )  zu- 
sammenfassen und  kürzer  schreiben : 

(12)  (00)^3  =  ®'M,  i?). 

Diese  Formel  stellt  einen  Specialfall  des  Satzes  II  dar.   Sie 
würde  sich  auf  diesen  selbst  reduciren,  wenn  nicht  links  und 
rechts  der  Httlfspunkt  0  vorhanden  wäre.    Um  diesen  zu  be- 
seitigen, operiren  wir  wieder  auf  beiden  Seiten  von  (12)  mit  y. 
Dadurch  geht  aus  der  trivialen  Gleichung  (12)  selbstverständlich 
wieder  eine  triviale  Gleichung  hervor;  es  bleibt  aber  noch  nach- 
zuweisen, dass  W®'  wiederum  ein  Aggregat  von  Ausdrücken 
i4,  B  ist.  Dazu  ist  zu  zeigen,  erstens,  dass  W  auf  einen  Ausdruck 
A  oder  B  angewendet,  der  0  zweimal  enthält,  ein  solches  Ag- 
gregat hervorbringt,  zweitens,  dass  dasselbe  der  Fall  ist,  wenn 
man  W  auf  ein  Product  3'  •  A  oder  3'  •  B  anwendet,  wo  ^4,  B  und 
3'  den  Punkl  0  je  einmal  enthalten.   Im  ersten  Falle  erhält  man 
identisch  Null;  es  bleibt  also  nur  noch  der  zweite  zu  unter- 
suchen.   Produote  3'  *  A  giebt  es  vier  verschiedene  Arten ,  da 
3'=ss:(0Z)  oder  =  (0Z^  ...  Z„^  sein  kann,  und  0  auf  zwei  ver- 
schiedene Weisen  in  A  eintreten  kann.    In  allen  vier  Fallen  er- 
hält man  ohne  Weiteres  Aggregate  von  Ausdrücken  A^  B.  Ebenso 
im  Falle  [OZ]  B,  Es  bleibt  also  nur  noch 
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V(OZtZ^ 


(<3) 


ZJ.{(0X,...XJ(YJ, 
{OY,){OY,)...{OYJ 
(XJ,)(XJ,)...{XJJ 


rj- 


}  = 


[«y,)(i„yj...(x«yj 

(F,Z....ZJ 

..•{Y^Z,...Z^) 

^iZk)\  - 

(y.A',) 

...       (F^X.) 

(n^«.) 

-       (^«y«) 

=  (r.y,...y«).|(x,Zfc) 


ZU  ontersucben.  Die  identisch  verschwindende  Grösse  rechts  ist 
aber  ein  Aggregat  von  Ausdrücken  A,  Addirt  man  nSmlich  zu 
ihr  geeignete  Vielfache  der  folgenden  Ausdrücke  A : 

-  (1,  ...  y«)(Zk\.)  +  (ZkV.  ...  Y„){Y,X,)  + 

+  (y,Zfc...  rj{r,x,)+..., 

so  entsteht  eine  Samme  von  Vielfachen  der  in  X^  linearen  For- 
men (y,Xf)  •••  (YmX^).  Da  dieseFormen  linear-unabhangig  sind, 
so  mnss  in  dem  erhaltenen  Ausdruck  der  Goefficient  von  (yj^.Y,) 
for  sich  genommen  identisch  verschwinden  {k  =  Q  ...  m).    Es 

bleibt  also  zu  zeigen,  dass  alle  diese  Goefficienten,  z.  B.  der  von 
y  Y  u 


U 


+ 


(Zm-i 


r. ...  Yj 


(X 

(ymZi 


rnZfni 


+ 


Zm) 


(.V,>m) 


i^m^ml 


Aggregate  von  Ausdrücken  A  sind. 

Entwickelt  man  nun  in  (14)  die  erste  Determinante  h'nks 
&acb  den  sweireihigen,  den  beiden  ersten  Reihen  zu  entnehmen- 
den Dnterdeterminanten,  und  fügt  man  wieder  geeignete  Viel- 
tacbe  von  A  hinzu,  so  entsteht  eine  Summe  von  Vielfachen  der 

«0* 
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Formen  (Y^X^) .,.  (K^X,).  Hier  muss.  wiederam  jeder  einzelne 
Coefficient  identisch  Null  sein.  Es  bleibt  also  noch  zu  zeigen, 
dass  z.  B.  der  Coefficient  von  (^VV^)  ein  Aggregat  von  Aus- 
drücken A  ist.  Der  genannte  Coefficient  ist  nun  gleich  dem  Co- 
efficienten  von  (Y^X^)  in  der  zweiten  Determinante  unter  (U,, 
vermehrt  um  eine  Summe ,  deren  Glieder  aus  der  ersten  Deter- 
minante dadurch  hervorgehen,  dass  man  in  der  gewählten  Enl- 
wickelung  an  Stelle  von 

(^«>.  •••  V,„)(^,K,  ...  IJ 

die  Grösse  [^a^/i^t  "-  ^m)  ^^^^^'  Nunmehr  bediene  man  sich 
von  Neuem  der  gleichen  Schlussweise,  indem  man,  vermöge  (A„ 
alle  Summen 

umgestaltet.  Oflenbar  kann  man  in  dieser  Weise  fortfahren.  Bei 
jedem  Schritt  aber  vermindert  sich  die  Zahl  der  linearen  For- 
men, die  in  die  einzelnen  zu  betrachtenden  Ausdrücke  eintreten, 
um  zwei.  Man  kommt  schliesslich,  nach  (m  —  1  )-maliger  Wieder- 
holung des  Verfahrens,  auf  lauter  Ausdrücke  (A).  Damit  ist  dann 
die  ganze  Beihe  der  Ausdrücke  (13),  (U),  ...  als  je  eine  Summe 
von  Vielfachen  von  (A)  dargestellt. 

Hiermit  ist  der  Satz  U  bewiesen.  Ganz  ähnlich,  aber  ein- 
facher, gestaltet  sich  der  Beweis  des  Satzes  III;  wir  glauben 
daher  auf  dessen  Wiedergabe  verzichten  zu  dürfen. 


Wir  bringen  nunmehr  die  aufgestellten  Sätze  noch  in  eine 
andere  Form,  die  deren  Tragweite  deutlicher  erkennen  lässt. 
Wir  heben  sodann  die  Beschränkung  auf,  die  darin  liegt,  dass 
wir  die  quadratische  Mannigfaltigkeit  M  durch  eine  gleich  Null 
gesetzte  Summe  von  Quadraten  dargestellt  hatten.  Endlicl 
ziehen  wir,  statt  der  bisher  allein  untersuchten  continairlichen 
Gruppe  G  die  (im  Falle  eines  geraden  Werthes  von  n  umfassen' 
dere  sogenannte  gemischte)  Gruppe  in  Betracht,  die  alle  colline 
aren  Transformationen  der  Mannigfaltigkeit  M  enthält. 
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ZuDdchst  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  Satzes  I  der  fot- 
gende  allgemeinere  Satz : 

Alle  ganzen  Invarianten  beliebiger  algebraischer  Formen 
fjegenüber  der  %ur  quadratischen  Form  (4)  gehörigen  Gruppe  G 
entstehen  atAS  diesen  Formen ,  nachdem  man  sie  in  verschiedenen 
Veränderlichen  geschrieben  hat^  durch  wiederholte  Anwendung  der 
beiden  Processe 


ß: 


(/,  fr  =  0...n); 


oder,  in  einer,  wie  wir  sehen  werden,  allgemeineren,  und  auch 
far  die  geometrischen  Anwendungen  zweckmässigeren  Fassung: 

1*.  Alle  ganzen  Invarianten  beliebiger  algebraischer  Formen 
yegenüber  der  Gruppe  G  lassen  sich  darstellen  als  symbolische 
?roducie  mit  Factor en  der  beiden  Typen  [PQ] ,  (P^  P, . . .  P„). 

Hierzu  gehtfrt  als  Ergänzung: 

II*.  Alle  identischen  Relationen  zwischen  solchen  Invarianten 
lassen  sich  ermitteln  durch  sogenannte  symbolische  Rechnung  mit 
Hülfe  der  beiden  Identitäten  (Ä),  (B). 

Handelt  es  sich  nur  um  die  Invarianten  einer  einzigen 
Grundform  mit  einer  Veränderlichen,  also  um  Invarianten  einer 
Form  [AX]^  oder  (f/Pr,  so  fällt  der  ß-Process  weg;  es  bleiben 
nur  Factoren  des  ersten  Typus,  und  an  Stelle  der  Identitäten  (A) 
and  (B)  tritt  oder  kann  wenigstens  treten  (»Satz  III* <)  die  Iden- 
tität (C). 

Nachdem  hiennit  die  Tragweite  der  Sätze  1  bis  III  bezeichnet 
ist,  beschränken  wir  uns  weiterhin  der  Einfachheit  halber  wie- 
der auf  lineare  Formen. 

Wir  nehmen  an,  es  sei  im  Gebiet  n^^^  Stufe  eine  quadra- 
tische Form 
15)  [LXY  =  {L,  xy  = . . .  =  :?a<fc  A(0.\W 

vorgelegt,  mit  der  (zur  allgemeinen  projectiven  Gruppe  gehöri- 
gen] Govariante 

und  es  werde  angenommen,  dass  die  Invariante 
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(17)  J=l{A.i}*  =  |a«| 

von  Null  verschieden  ist  i). 

Eine  lineare  Transformation  X^^y  =  2cii^X^^\  oder  besser 

(18)  {S..\}{t/i.}  =  {S,X}  [U^,]  =  -c.t.\'0(;<t>  =  0 
mit  der  Determinante 

(19)  z/  =  i^,(s....s„}(:s.  ...-„}  =  , c,jt; 

führt  die  Form  {L\}*  in  ein  Vielfaches  ihrer  selbst  über  unter 
einer  der  beiden  mit  einander  äquivalenten  Bedingungen: 

,20.      J  ■  {i^.} {^^.} {s.  M (s. A)   -  n  ■  [Lxy  =  0 , 

wobei  die  Bedeutung  von  FI  durch 

(21)  n.n={S.^}{S,^}{L2,}{i:S,} 

gegeben  ist. 

Mr  erklären  nun  die  Zeichen  {K  Y)  und  (^^  . . .  X^)  in  einer 
allgemeineren  Weise  als  bisher  (§  2,  Nr.  2,  3),  nSimlich,  unter 
Annahme  zweier  beliebiger  von  Null  verschiedener  Grossen  vj^  ^, 
wie  folgt: 

(««)  {XY)^ri.{LX}{L}') 

(«3)  (X.....V„)  =  *.{.Y,  ....\„}. 

Unterwerfen  wir  nun  diese  Ausdrücke  der  den  Gleichungen 
(20)  genügenden  Transformation  (18),  so  ergiebt  sich: 

(rr)=i-«.j7.(.Yn, 
^   '  (.Y;...xy  =  ^.(.v.....\j. 

Diese  Ausdrücke  sind  also  Invarianten  der  zu  der  quadra- 
tischen Mannigfaltigkeit  [LXy  =  0  gehörigen  Gruppe  G;  und  da 
sie,  bei  geeigneter  Goordinatenwahl,  in  die  in  §2  und  §3  näher 

4)  Zum  Unterschiede  von  der  für  die  Invarianten  der  Gruppe  G  zu 
verwendenden  Bezeichnung  bedienen  wir  uns  hier,  soweit  es  sich  um  ge- 
wöhnliche projective  Invarianten  handelt,  geschweifter  Klammern.  Im 
Uebrigen  sind  die  Bezeichnungen  die  bekannten,  b\so  {UX}  ss  £ü^*)  x^^\ 
{X,  X,  . . .  X„}  =  I  X^*^  I ,  U.S. w.  X,  ^,  2?, . ..  werden  bei  einer  Aenderung 
des  Coordinatensystems  cogredient,  U,  L,  Sj  ...  zu  diesen  contragredient 
transformirt. 
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untersuchten  speciellen  Ausdrücke  ttbergehen,  so  bilden  sie  das 
t;oJbMndt9e  Invariantensystem  der  Formen([/A)y  (UY\  (UXj^),  .. . « 
Sie  erfüllen  femer  identisch  die  Gleichungen  (Ä),  (B),  (C),  sofern 
man  die  Grosse  q  aus  der  Gleichung  bestimmt: 

'25;  (»  .  ^«  =  y  .  1?^  . 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass,  wie  behauptet,  im  Falle  einer 
reellen  Form  [LX}*  und  eines  geraden  n  das  Vorzeichen  von  q 
mit  dem  der  Disoriminante  J  der  quadratischen  Form  Überein- 
stimmen muss. 

Da  die  Gleichung  (B)  eine  Identität  ist ,  so  muss  sie  auch 
richtig  bleiben,  wenn  man  in  ihr  an  Stelle  von  (X  Y)  u.  s.  w.  die 
Werthe  (.\'  Y')  der  transformirten  Invarianten  substituirt.  Hier- 
aus ergiebt  sich  eine  identische  Relation  zwischen  den  Grössen 

Wir  müssen  nun  weiterhin  zwei  Fälle  unterscheiden,  je 
nachdem  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist. 

Sei  n  zunächst  gerade,  so  giebt  es  zwei  continuirliche 
Schaaren  von  automorphen  linearen  Transformationen  der  Man- 
nigfaltigkeit [LXy  =  0.  Die  einen,  die  die  Gruppe  G  der  i^eigeni- 
liehen^  linearen  Transformationen  dieser  Mannigfaltigkeit  bilden, 
sind  gekennzeichnet  durch  das  Bestehen  der  Gleichung 

n  n 

f26a)  JJ^=n^, 

die  anderen,  die  Schaar  //  der  i^uneigentlichen^  automorphen 
Transformationen  von  {LX}*  =  0,  durch  das  Bestehen  der 
Gleichung 

n  n 

26b)  -'Jß=n^. 

Im  ersten  Falle  können  wir  die  l—)    Wurzel  D^  aus  J 
rational  erklären  durch 
;26aa)  D^'J  =  n, 

im  zweiten  die  y^\     Wurzel  D^  aus  —  J  durch 

(26  bb)  D^'J  =  n. 

Wir  nennen  die  so  definirte  Grösse  in  jedem  Falle  die 
>l)iscriminante€  der  bilinearen  Form  [SX}[U2}j   oder  auch, 
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wiewohl  nicht  gans  genau,  der  Transformation  {SA} {(72}  =  0« 
Diese  Grosse  ist  immer  von  Null  verschieden,  wenn  die  Deter- 
minante d  von  Null  verschieden  ist;  auch  ttberzeugt  man  sich 
sofort  davon,  dass  bei  Ausfahrung  mehrerer  Transformationen 
hinter  einander  zugleich  mit  {8A'){S'2}((/r}  =  {5"X}{{/r'} 
jedesmal  die  entsprechende  von  den  Gleichungen  besteht: 

(27a,  b)     />,//,=/>';,  Djy^  =  iyi,  D^D\^Dl,  D^Jf^  =  Tf,, 

Nunmehr  können  wir  die  Gleichungen  (24)  durch  die  fol- 
genden ersetzen: 

(X'F')  =  Z>,.(XF) 
(24a)  n 

(a;...  a;)  =  v(^y.  ...AJ, 

(A"n  =  ^u-(AT) 
(24  b)  „ 

(x;...a;)  =  -/>^'^.(a,  ...Aj. 

Berücksichtigen  wir  noch ,  dass  man  zufolge  der  Identität 
(B)  die  Annahme  machen  darf,  dass  in  dem  Ausdruck  einer  Inva- 
riante der  Gruppe  (G,  H)  keine  zwei  Factoren  des  Typus  (A'^ ...  A„) 
mit  einander  multiplicirt  auftreten,  so  ergiebt  sich : 

IV  a,  b.  hl  n  eine  gerade  Zahl^  so  hat  die  Gruppe  {G,  ff),  die 
zu  der  quadratischen  Mannigfaltigkeit  M  gehört^  zwei  verschiedene 
Arten  von  Invarianten ,  die  man  als  Invarianten  *gercuien^  und 
^ungeraden*  Charakters  unterscheiden  kann. 

Die  Invarianten  der  ersten  Art  sind  ganze  Functionen  der 
Typen  (XY)  allein,  die  der  anderen  Art  enthalten  ausserdem  in 
jedem  Glied  einen  Factor  des  Typus  (X^  ...  Ä'^)  (Nr.  22,  23).  Bei 
Ausführung  einer  automorphen  linearen  Transformation  der 
Mannigfaltigkeit  M  werden  beide  Arten  von  Invarianten  mit  einer 
Potenz  der  Transformationsdiscriminante  reprodudrt^  und  die 
Invarianten  ungeraden  Charakters  wechseln  ausserdem  das  Vor- 
zeichen ^  wenn  die  Transformation  uneigentlich  ist. 

Die  der  continuirlichen  Gruppe  G  der  eigentlichen  Transfer- 
mationen  von  M  eigenthümlichen  Invarianten  sind  Summen 
J^  -f-  •/_  von  je  einer  Invariante  geraden  und  einer  Invariante  un- 
geraden Charakters  von  (G,  ff).  Sie  sind  paarweise  ^conjugirt*: 
J+  +  J^,  i+  —  ^- .  Je  zwei  solche  conjugirte  Invarianten  wer- 
den durch  die  uneigentlichen  Transformationen  von  M  mit  einandei- 
vertauscht.  Ihre  Summe  und  ihr  Product  ist  je  eine  Invariante 
geraden  Charakters  von  [G,  ff). 
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Sei  zweitens  n  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  die  Gruppe  der 
aotomorphen  Transformationen  der  Mannigfaltigkeit  M  continuir- 
lieb;  die  bei  den  orthogohalen  Substitutionen  noch  mögliche 
Unterscheidung  in  »eigentliche«  und  »uneigentliche«  Transfor- 
mationen kommt  in  Wegfall.  Man  kann  jetzt  eine  Grösse  D  als 
^Substitutümsdiscriminante*  rational  erklären  durch  die  Glei* 
chuDgen : 

(26c)  D*J  =  n,     /)*  =  ^/. 

Es  wird  dann,  wie  oben,  wenn  man  zwei  Transformationen 
hinter  einander  ausführt, 

;27c)  DD'^D\ 

Die  Gleichungen  (S4)  nehmen  die  Form  an: 

(24  c)  ^ 

IV  0.  Ist  n  eine  ungerade  Zahlf  so  sind  die  Invarianten  der 
Gruppe  Gj  die  der  quadratischen  Mannigfaltigkeit  M  zugehört^ 
theüs  ^geraden*^  theils  ^ungeraden*  Charakters.  Die  Invarianten 
der  ersten  Art  sind  Functionen  der  Typen  [XY)  cUlein;  die  der 
zweiten  enthalten  ausserdem  in  jedem  Glied  einen  Factor  des 
Typus  (Xf  ...  XJ.  Die  einen  nehmen  bei  einer  TransformaUon 
der  Gruppe  G  eine  gerade^  die  anderen  eine  ungerade  Potenz  der 
Transfotrmationsdiscriminante  als  Factor  an. 

Hiermit  ist  die  in  Aussieht  genommene  allgemeine  Gestalt 
der  Sätse  I,  II,  III  hergestellt.  Was  die  durch  die  Zahlenfactoren 
^,  i;  eingeftthrte  Willkttr  anlangt,  so  ist  es  natürlich  am  be- 
quemsten, diese  Grössen  gleich  Eins  zu  setzen;  ebenso  wird  man 
in  vielen  Fällen  der  Invariante  J,  die  hier  ebenfalls  die  Rolle 
einer  numerischen  Grösse  spielt,  ohne  Schaden  den  Werth  -{-  4 
oder  —  4  beilegen  können.  Es  ist  indessen  bei  gewissen  An- 
wendungen zweckmässig,  die  Bezeichnungen  in  anderer  Weise 
zu  specialisiren.  Aus  diesem  Grunde  haben  wir  die  Grössen 
r ,  ^  und  J  unbestimmt  gelassen. 


Es  ist  nicht  unsere  Absicht,  die  begonnene  Untersuchung 
jetzt  weiter  zu  führen.  Doch  sollen  noch  einige  allgemeine 
Bemerkungen  hier  Platz  finden. 
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Betrachten  wir  zunächst  kurz  die  Beziehuni;  der  Inrarianten- 
theorie  unserer  Gruppe  G  zu  der  gewöhnlichen  InTarianten- 
theorie  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  F. 

Aus  dem  Gesagten  geht  ohne  Weiteres  hervor,  dass  die 
Invarianten  irgend  welcher  Formen  mit  Veränderliehen  eines 
Gebietes  n^'  Stufe  rationale  Functionen  von  gewissen  simul- 
tanen Invarianten  der  Gruppe  F  sind:  Man  kann,  am  alle 
Invarianten  der  gegebenen  Formen  in  Bezug  auf  G  zu  erhalten, 
so  verfahren,  dass  man  dem  gegebenen  System  zunächst  die 
quadratische  Form  {LX}^  binzufttgt,  und  in  dem  erweiterten  Sy- 
stem die  Invarianten  in  Bezug  auf  F  bildet.  Behandelt  man 
dann  die  Invariante  J  als  eine  reine  Zahl  —  so  dass  also  auch 
J"^  im  Ausdruck  einer  »ganzen«  Invariante  zugelassen  wird  — 
und  entfernt  man  demgemäss  in  dem  gefundenen  System  alle 
Invarianten,  deren  Product  mit  irgend  einer  Potenz  von  J  durch 
andere  Invarianten  ausdrückbar  wird,  verbindet  man  schliess- 
lich die  Ubrig  bleibenden  Invarianten  nach  Vorschrift  des 
Satzes  IV,  so  erhält  man  alle  Invarianten  der  vorgelegten  For- 
men gegenüber  der  Gruppe  G. 

Verbindet  man  diese  einfache  Bemerkung  mit  dem  von 
Herrn  Hilbekt  bewiesenen  Satz  von  der  Endlichkeit  der  Inva- 
riantensysteme der  Gruppe  F,  so  ergiebt  sich  derselbe  Satz  auch 
für  die  Gruppe  G  (oder  G,  H)  M.  Allerdings  wird  es  nicht  zweck- 
mässig sein ,  im  concreten  Falle  die  vorhandenen  irreducibelen 
Invarianten  gerade  auf  diese  Weise  ermitteln  zu  wollen.  Viel- 
mehr ftthren,  in  einfachen  Fällen,  die  Sätze  I,  II,  III  selbst  und 
aus  ihnen  sich  ergebende  Folgesätze  viel  schneller  zum  Ziel. 
Die  grossere  Einfachheit  der  In  Varianten  theorie  der  Gruppe  G 
im  Vergleich  zu  der  der  Gruppe  F  ist  hauptsächlich  darin  be- 
gründet, dass  bei  der  eraten  die  Unterscheidung  von  sogenann- 
ten contragredienten  Veränderlichen  in  Wegfall  kommt  oder 
doch  ihre  eigentliche  Bedeutung  verliert.  Man  sieht  das  sofort, 
wenn  man  die  quadratische  Form  [LXy  als  Summe  von  Qua- 
draten schreibt;  die  damit  ermdglichte  Reduotion  selbst  aber  ist, 


4)  Dieses  Resultat  ist  neuerdings  durch  eine  von  der  unsrigen  ver- 
schiedene {nämlich  transcendente)  Methode  von  Herrn  Hürvitz  abgeleitet 
worden  (Gölt.  Nachr.  1897,  S.  4).  In  den  Fällen  n  =  3, 4,6  ist  der  Salz  übri- 
gens eine  unmittelbare  Folge  des  Satzes  von  der  Endlichkeit  der  Formen- 
Systeme  binärer,  doppelt-binärer  und  quaternärer  Formen. 
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wie  unschwer  zu  erkennen,  von  dieser  besonderen  Voraus- 
setSQDg  unabhängig ,  und  kann  in  allen  Fällen  geleistet  werden. 
Sie  bat  zur  Folge  eine  einfachere  Fassung  des  Begriffs  der  Co- 
yariante.  So  braucht  man  im  Falle  n  =  3  als  »Govarianten«  (im 
engeren  Sinne)  nur  die  simultanen  Invarianten  der  vorgelegten 
Formen  mit  einer  veränderlichen  linearen  Form  zu  erklären, 
während  in  der  Theorie  der  Gruppe  T  bekanntlieh  deren  zwei, 
durch  contragrediente  Substitutionen  zu  transformirende  in  Be- 
tracht gezogen  werden  mttssen.  Beispielsweise  besteht  das 
»vollständige Formensystem«  einer  ternären  quadratischen  Form 
(,4A')*  =  (ÄA')*=  •••in  der  Theorie  der  zu  der  quadratischen 
Form  {LXy  gehörigen  Gruppe  G  nur  aus  den  folgenden  sieben 
Formen : 

(XX),  (AX)\  (AA),  (HX)*^{AB){AX)(BX), 

(AB)\  {AHX){AX){HX),  {AB){Aq{BC) , 

Während  in  der  Theorie  der  Gruppe  F  das  entsprechende 
Formensystem  zweier  temärer  quadratischer  Formen  {LA}*, 
[AX}\  das  von  Gordan  aufgestellt  worden  ist,  zwanzig  Formen 
umfasst.  Hiermit  hängt  zusammen  das  Auftreten  gewisser 
der  Gruppe  G  eigenthümlicher  Reihenentwickelungen  ^).  Im 
Falle  n=:3  kann  man  daher  das  Problem,  ein  vollständiges 
Formensystem  gegebener  Grundformen  zu  ermitteln,  auf  ein  ein- 
facheres zurückfahren,  in  dem  nur  Grundrormen  [A^X)^i  auf- 
treten, die  eine  Veränderliche  X  (nach  der  gewöhnlichen  Aus- 
dmcksweise  ein  Yeränderlichensystem  A(0:  a(*):  A'('^)  enthalten, 
und  überdies  durch  das  identische  Verschwinden  der  Covariante 
[/l|^l)(i4|A)'"<"'*  ausgezeichnet  sind.  Eine  ähnliche,  aber  ver- 
wickeitere Reduction  ist  auch  in  höheren  Fällen  möglich.  Uebri- 
gens  bieten  die  Sätze  I — IV  auch  ohne  weitere  Entwickelungen 
abstracter  Natur  schon  die  Mittel  zur  erschöpfenden  Behandlung 
gewisser  algebraisch- geometrischer  Aufgaben.  Als  Beispiel  mag 
die  Bestimmung  aller  Liniencomplexe  im  Räume  erwähnt  wer- 
den, die  von  einem  quadratischen  Liniencomplex  auf  rationale 
Weise  abhängen,  und  mit  ihm  invariant  verknüpft  sind.  Dieses 
Problem  erfordert  die  Bestimmung  aller  simultanen  Invarianten 
im  System  eines  quadratischen  und  eines  linearen  Complexes. 


1}  Die  wichtigste  von  diesen  hat  der  Verfasser  bereits  untersucht: 
^chs.  Ber.  4890,  S.47S. 
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Es  giebt  zwölf  solcher  Invarianten ,  die  durch  eine  einzige  Re- 
lation verknüpft  sind.  Hit  ihrer  Htllfe  kann  man  die  Gleichungen 
der  fraglichen  Complexe  ohne  Weiteres  hinschreiben.  Ebenso 
leicht  kann  man,  bei  einer  unbestimmten  Zahl  von  Veränder- 
lichen, alle  covarianten  Kugelcomplexe  eines  quadratischen 
Kugeloomplexes  ermitteln.  Als  eine  Anwendung  von  ganz  an- 
derer Art  sei  die  Theorie  des  Apollonischen  Bertthrungsproblems 
erwähnt  >). 

Betrachtet  man  nur  solche  lineare  Transformationen  der 
quadratischen  Mannigfaltigkeit  M,  die  einen  Punkt  0  allgemeiner 
Lage  in  Ruhe  lassen,  so  entsteht,  mag  n  nun  gerade  oder  un- 
gerade sein,  eine  aus  zwei  continuirlichen  Schaaren  von  Trans- 
formationen bestehende  Gruppe  (^g,  Aq)-  ^^^  grundlegenden 
Spitze  der  Invariantentheorie  der  Gruppe  g^  und  {g^,  h^)  sind  im 
Vorhergehenden  schon  implicite  enthalten,  und  sollen  daher  hier 
nicht  weiter  entwickelt  werden.  Das  beschriebene  Verfahren  ISsst 
sich  aber  auch  noch  auf  andere  Gruppen  anwenden ,  so  auf  die 
Gruppe  der  Euclidischen  Bewegungen  in  einer  beliebigen  Mannig- 
faltigkeit von  mehr  als  zwei  Dimensionen.  Auf  die  Bewegungen 
im  dreifach  ausgedehnten  Euclidischen  oder  Nicht-Euclidischen 
Räume  und  deren  algebraische  Untergruppen  denkt  der  Ver- 
fasser noch  näher  einzugehen.  — 

Herr  S.  Ln  hat  kürzlich  den  Wunsch  ausgedrückt,  ich 
möchte  die  Stellung  meiner  auf  einige  besondere  algebraische 
Gruppen  bezüglichen  Untersuchungen  zu  seiner  allgemeinen 
Theorie  der  Transformationsgruppen  näher  bezeichnen.  Ich 
kann  mich  zunächst  nur  Dem  anschliessen,  was  Herr  Lib  selbst 
sagt,  dass  nämlich  seine  Theorie  »alle  Fragen  nach  Invarianten, 
Differentialinvarianten ,  Diffcrentialparametem ,  sowie  nach  den 
analytischen  Kriterien  der  Aequivalenz  innerhalb  einer  Gruppe« 
beantwortete  (soweit  sich  nämlich  solche  Fragen  allgemein  be- 
antworten lassen).  Hieraus  folgt  indessen  noch  nicht  (was,  wie 
ich  hdre,  von  Einigen  aus  den  angeführten  Worten  herausgelesen 
worden  ist),  dass  die  Liz'sche  Theorie  die  algebraische  In- 
variantentheorie der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  oder  ihrer 
algebraischen  Untergruppen  umfasst  oder  der  Anlage  nach  um- 
fasst.  Es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  diese  übrigens  grossentheils 
noch  in  den  Anfängen  stehenden  Theorien  den  ganzen  Raum 

1)  Math.  Annaleo.  Bd.  «9  (4  897)  Heft  111. 
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umspannen,  während  die  allgemeine  Theorie  der  Transforma- 
tionsgruppen mit  ihrem  »analytischen«  Invariantenbegriff  und 
den  zugehörigen  Aequivalenzkriterien  sich  immer  nur  auf  die 
Umgebung  einer  gewissen  Stelle  bezieht,  und  eben  um  ihrer  All- 
gemeinheit willen  mehr  auch  gar  nicht  leisten  kann.  Man  könnte 
nun  bei  der  Behandlung  einer  bestimmten  algebraischen  Gruppe 
«lilerdings  versuchen,  zunächst  die  allgemeine  Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen  auf  diese  Gruppe  anzuwenden,  und  dann 
nachträglich  auch  noch  den  Forderungen  der  Algebra  gerecht  zu 
werden.  Indessen  ist  dieser  Weg  kaum  gangbar,  und  thatsäch- 
lich  ist  noch  bei  keiner  speciellen  Gruppe  eine  algebraische  mit 
ganzen  Functionen  arbeitende  Invariantentheorie  auf  solche 
Weise  zu  Stande  gekommen.  Selbst  die  Ermittelung  der  »ana- 
lytischen« Invarianten  z.  B.  der  oben  erwähnten  Figur,  die  aus 
einem  quadratischen  und  einem  linearen  Kugelcomplex  eines 
höheren  Baumes  besteht,  würde  nach  dem  Lutschen  Verfahren 
zum  Mindesten  eine  höchst  mtthevoUe  Arbeit  sein.  Aber  selbst 
wenn  es  gelingen  sollte,  die  hier  (wenn  man  von  trivialen 
Gruppen  absieht)  sich  bietenden  grossen  Schwierigkeiten  zu 
überwinden,  so  wttrde  immer  noch  der  Einwand  bleiben,  dass 
algebraische  Sätze  auf  nichtr-algebraischem  Wege  begründet 
wären.  —  Hiermit  ist  durchaus  nicht  gesagt,  dass  die  Lib* sehen 
Theorien  nicht  auch  für  solche,  wie  wir  anerkennen,  specielle 
Probleme  von  der  grössten  Bedeutung  wären.  Eben  der  Um- 
stand, dass  sie,  angewendet  auf  besondere  und  namentlich  auf 
algebraische  Gruppen,  eine  Menge  von  Fragen  offen  lassen,  ent- 
hält ja  den  grössten  Reiz  zu  weiterer  Forschung.  Sie  werden 
sicherlich  fortfahren ,  in  immer  steigendem  Maasse  befruchtend 
auf  die  Entwickelung  der  Algebra  und  der  zugehörigen  Geo- 
metrie einzuwirken. 


SITZUNG  VOM  2.  AUGUST  1897. 

Vortröge  hielten: 

1.  Herr  J.  Wislioenus,  o.  M.:  Vorlegung  einer  Abhandlang  des  Herrn 
R.  BoBHU,  o.  M.,  Das  südamerikanische  Pfeilgift  Curare  in  chemischer 
und  pharmakologischer  Beziehung.  lI.Theil  (Schluss),  für  die  >Abh8nd- 
langen,  c 

2.  Herr  M.  v.  Ttej,  ao.  M.:  Beitröge  zur  Sinnesphysiologie  der  Haut. 

Max  von  Frey,  Beiträge  zur  Sinnesphysiologie  der  Haut. 
Vierte  Mittheilung. 

In  früheren  Mitiheilungen  habe  ich  Verfahrangsweisen  an- 
gegeben, um  die  fttr  mechanische  Einwirkungen  empfindlichsten 
Punkte  der  Haut  (die  sog.  Druckpunkte)  aufsufinden  und  habe 
erwfihnt,  dass  ihre  Vertheilung  aulfallend  tibereinstimmt  mit 
dem  Vorkommen  eigenthUmlicher  Nervenendigungen  in  der 
Haut.  Dieser  Befund  entbehrt  nicht  eines  gewissen  anatomischen 
Interesses,  weil  er  die  Anwesenheit  dieser  Nervenendigungen 
in  der  Haut  vorher  bestimmen  Iflsst;  physiologisch  Iftsst  sich 
aber  wenig  damit  anfangen,  solange  nicht  gezeigt  werden  kann, 
dass  die  Leistungen  der  Haut  als  Taslorgan  durch  die  Anwesen- 
heit und  Eigenschaften  dieser  Punkte  bedingt  sind. 

Unter  Tastleistungen  ist  hier  die  Summe  derjenigen  Er^ 
regungen  gemeint,  welche  durch  nicht  schmerzhafte,  mecha- 
nische Einwirkungen  auf  die  Haut  entstehen.  Die  Erregungen 
in  Folge  thermischer  Einwirkungen,  welche  gewöhnlich  auch 
zu  den  Leistungen  des  Tastsinnes  gerechnet  werden,  bleiben 
gegenwärtig  ausser  Betracht. 

Wie  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  ausgeführt  habe, 
wirken  mechanische  Reize  nur  dann  erregend,  wenn  sie  zu 
einer  Deformation  der  Haut  führen.  Solcher  Deformationen 
giebt  es  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit;  im  Wesentlichen 
kommt  es  jedoch  immer  darauf  heraus,  dass  der  natürliche 
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Gewebsdruck  entweder  gesteigert  oder  vermindert  wird.  Man 
kann  den  ersteren  Fall  kurzweg  als  Druck ,  den  letzteren  als 
Zug  bezeichnen. 

Bei  den  nieisten  durch  äussere  Reise  hervorgebrachten  De- 
formationen, namentlich  aber  bei  den  spontanen  Gestaltsver- 
andeningen des  Körpers,  treten  in  der  Haut  Druck-  und  Zug- 
wirkungen gleichzeitig  auf.  Es  werden  stets  gewisse  Hautbezirke 
gespannt,  andere  entspannt.  Da  nun  die  Hautoberflfiche  nirgends 
eben,  sondern  nach  aussen  oder  innen  gewölbt  ist,  so  wird  die 
Anspannung  einer  nach  aussen  gewölbten  (nach  aussen  oon- 
vexen)  Hautfldche  oder  ihre  stärkere  Krümmung  als  Druck,  ihre 
Äbflachung  oder  Spannungsvermindening  als  Zug  wirken.  Ge- 
rade umgekehrt  verhält  es  sich  mit  den  analogen  Veränderungen 
nach  innen  gewölbter  Flächen.  An  der  Hand,  dem  Fnsse,  den 
Lippen  lassen  sich  durch  spontane  Bewegungen  Aenderungen 
des  Gewebsdruckes  und  die  begleitenden  Empfindungen  leicht 
hervorrufen.  Dass  diese  Druckänderungen  nicht  unbeträchtlich 
sind,  geht  schon  daraus  hervor,  dass  sie  häufig  zum  Erblassen 
vorher  gerötheter  Stellen,  d.  h.  zur  Gompression  der  Capillaren 
Veranlassung  geben. 

Dass  die  auf  der  Haut  ermittelten  sog.  Druckpunkte  zur 
Erregung  durch  Druckreize  besonders  geeignet  sind,  habe  ich 
in  früheren  Mittheilungen  gezeigt.  Es  entsteht  nun  die  Frage: 
Werden  durch  Zugreize  dieselben  Punkte  oder  andere  bisher 
nicht  bekannte  sensible  Organe  der  Haut  erregt?  Dieser  Frage, 
welche  ich  schon  früher  gestreift  habe,  bin  ich  in  den  letzten 
beiden  Monaten  näher  getreten,  wobei  ich  mich  der  eifrigen  Mit- 
arbeiterschaft  des  Herrn  Professor  Gaylord  P.  Clark  aus  Syracuse, 
Staat  New  York,  zu  erfreuen  hatte.  Bei  einigen  Vorversuchen 
haben  mir  auch  die  Herren  DDr.  Kibsow  und  Hopmann  ihre  freund- 
liche Hilfe  gewährt,  lieber  die  Ergebnisse  soll  hier  nur  in  Kürze 
berichtet  werden.  Eine  ausführliche  Darstellung  dieser  und 
weiterer  Versuche  soll  an  einem  anderen  Orte  erfolgen. 

Zur  Beizung  der  Haut  dienten  Strohhalme  und  Korke,  deren 
Querschnitt  zwischen  0,3  und  50  mm*  schwankte.  Von  diesen 
cylindrischen  Körpern  wurde  die  eine  Endfläche  auf  der  Haut 
^mii  Fischleim  oder  CoUodium)  festgeklebt,  die  andere  mit  einem 
doppeiarmigen  äquilibrirten  Holzhebel  verbunden,  wie  ich  ihn 
schon  früher  zu  Dauerbelastungen  gebraucht  habe.  (Man  vergl. 
Fig.  4  auf  S.  478  meiner  Abhandlung.)     Durch  Belastung  des 
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Hebels  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  der  Axe  konnte  eine 
Druck-  oder  Zugwirkung  auf  die  gewählte  Hautstelle  ausgeübt 
werden. 

Mit  diesem  einfachen  Verfahren  und  unter  Anwendung  der 
kleinsten  ReisflSichen  liess  sich  zunächst  nachweisen,  dass  die 
fttr  Druck  empfindlichsten  Punkte  der  Haut  es  auch  für  Zug 
sind.  D.  h.  bei  Befestigung  der  Pelotte  zwischen  den  Druck- 
punkten bedurfte  es  in  dem  einen  wie  in  dem  anderen  Falle  stets 
stärkerer  Reize  um  eine  Empfindung  auszulosen,  als  bei  Be- 
festigung auf  den  Punkten.  Es  zeigten  sich  femer  für  eine  ge- 
gebene Hautslelle  die  Schwellen  fttr  Druck  und  Zug  ungefiihr 
gleich  hoch,  gewisse  Abweichungen  von  dieser  Regel  werden 
unten  noch  besprochen  werden.  Endlich  wurde  in  Versuchen, 
bei  welchen  die  von  mir  früher  beschriebene  Schwellenwage 
durch  geeignete  Modification  zur  Ausübung  von  Zugwirkungen 
befähigt  war,  festgestellt,  dass  der  Werth  der  Zugschwelle  von 
der  Geschwindigkeit  der  Deformation  und  von  der  Grosse  der 
deformirten  Fläche  in  genau  gleicherweise  abhängt,  wie  ich 
das  fttr  Druckschwellen  frtther  gefunden  habe.  Aus  diesen 
Erfahrungen  ergiebt  sich  die  Folgerung,  dass  es  bei  Druck--  wie 
Zugreizen  dieselben  Organe  sind,  welche  in  Thätigkeit  gerathen. 
Wollte  man  durch  den  Namen  die  Art  der  Einwirkung  bezeichnen 
auf  welche  sie  reagiren,  so  könnte  man  sie  ebensogut  Zug-  wie 
Druckpunkte  heissen.  Vielleicht  ist  es  besser,  einen  nichts  prä- 
judicirenden  Namen  zu  wählen  und  sie  einfach  Tastpunkte  zu 
nennen,  sowie  man  auch  von  Tasthaaren,  Tastwärzchen  u.  s.  w. 
spricht. 

Die  Versuche  mit  den  kleinsten  Flächen  an  Hautstellen,  wo 
sich  die  isolirte  Reizung  einzelner  oder  einiger  weniger  Punkte 
ausfuhren  lässt,  ergaben  aber  weiter  das  unerwartete  Resultat, 
dass  Druck  und  Zug  überhaupt  nicht  untersiJiieden  werden  kannten. 
Es  gilt  dies  nicht  etwa  nur  fttr  schwellenmässige  oder  schwach 
ttbersch wellige  Reize,  sondern  fttr  alle  mit  der  Voraussetzung 
möglichster  Localisation  noch  verträglichen  Reizstärken,  sicher 
noch  fttr  solche,  welche  die  Schmerzgrenze  erreichen. 

Vergleicht  man  diese  Unfähigkeit  zur  Unterscheidung  mit 
der  relativen  Sicherheit,  mit  welcher  bei  grossOächigen  Reizen 
Druck  und  Zug  erkannt  werden,  so  kommt  man  zu  dem  Schluss, 
dass  für  den  einzelnen  Tastpunkt  die  Erregung  durch  gleich  starke 
Druck'  und  Zugreize  identisch  ist^  und  dass  nur  aus  der  Aus- 
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breitong  der  Erregung  über  eine  Anzahl  von  Sinnespunkten  die 
Richtung  der  Deformation  erkannt  werden  kann. 

Der  anscheinend  paradoxe  Säte,  dass  der  einzelne  Tast^ 
punkt  durch  die  entgegengesetzten  Deformationen  in  gleicher 
Weise  erregt  wird,  lässt  sich  auch  noch  auf  einem  anderen 
Wege  beweisen:  Führt  man  mittelst  einer  sehr  kleinen  Fläche 
einem  einzelnen  Tastpunkte  gleichstarke,  schwach  überschwel- 
lige Momentanreize  zu  (die  Erzeugung  solcher  wird  unten  an- 
gegeben werden),  so  Ittsst  sich  durch  genügende  Zeitintervalle 
zwischen  den  einzelnen  Reizen  jede  Ermüdung  vermeiden  und 
eine  stets  gleiche  Erregung  des  Tastpunktes  erzielen.  Wird  nun 
der  regelmässige  Rhythmus  dieser  Momentanreize  für  etwa 
2  Minuten  unterbrochen  durch  einen  starken,  der  Schmerz- 
grenze nahekommenden,  auf  dieselbe  Flache  wirkenden  Dauer- 
reiz, so  werden  die  hinterher  wieder  im  ursprünglichen  Rhyth- 
mus einfallenden  Momentanreize  anfangs  gar  nicht,  später  mit 
wachsender  Deutlichkeit  wieder  gefühlt;  es  vergehen  aber 
Minuten,  bis  die  Empfindung  die  ursprüngliche  Stärke  gewinnt. 
Lässt  man  nun  den  Dauerreiz  stets  als  Druckreiz  wirken,  ver- 
wendet aber  als  Momentanreize  bald  Druck-  bald  Zugreize,  so 
triu  durch  den  Dauerreiz  die  Ermüdung  für  die  beiden  ent- 
gegengesetoten  IMomentanreize  in  ganz  gleicher  Weise  ein. 

Es  war  nun  zu  untersuchen,  ob  bei  den  grossflächigen 
Reizen  die  Unterscheidung  von  Druck  und  Zug  unter  allen  Um- 
ständen zu  treffen  war,  unabhängig  von  der  Dauer  und  Stärke 
der  Reize. 

Zur  Erzeugung  von  kurzdauernden  oder  Momentanreizen 
wurde  der  mit  der  Haut  verbundene  Hebel  nicht  durch  Ge- 
wichte beschwert,  sondern  durch  eine  Art  Fallhammer  er- 
schüttert, welcher  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  der  Axe 
auf  den  Hebel  auffiel  und  demnach  Druck-  oder  Zugwirkungen 
austlben  konnte.  Das  Drehungsmoment  der  Schwere  an  diesem 
Fallhammer  sowie  seine  Fallhöhe  konnten  innerhalb  weiter 
Grenzen  verändert  werden.  Die  Versuche  wurden  mit  Flächen 
von  4  0  und  50  mm*  auf  dem  Daumenballen  ausgeführt  und  er- 
gaben, dass  derartige  Momentan^  oder  Schlagreize  ^  obwohl  sie 
eine  starke  Empfindung  wachriefen,  in  Rezug  auf  ihre  Richtung 
nicht  erkannt  werden  konnten. 

Ein  etwas  umständlicheres  Verfahren  war  bei  Anwendung 
der  Dauerreize  erforderlich,  um  die  Reizstärke  constant  und  für 
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Druck  wie  Zug  gleich  zu  machen.  Dass  die  Deformationsrichtung 
stärkerer  Dauerreize  sicher  erkannt  wird,  ist  bereits  oben  er- 
wähnt worden.  Sehr  schwache,  der  Schwelle  nahe  Reize  wer- 
den sich  andererseits  der  Beurtheilung  entziehen,  weil  sie  nur 
zu  einer  ganz  flüchtigen  Erregung,  der  sog.  Bertthrungsempfin- 
düng  führen  und  daher  als  Momentanreize  zu  betrachten  sind. 
Es  war  daher  nöthig,eine  überschwellige  Reizstarke  einzustellen, 
welche  zwar  eine  länger  dauernde  Empfindung  wachrief  nach 
ihrer  Deformationsrichtung  aber  nicht  erkannt  werden  konnte. 
Dies  gelang  bei  der  ausserordentlichen  Empfindlichkeit  der  Tast- 
punkte für  die  Geschwindigkeit  der  Deformation  erst,  als  die 
Gewiohtsbelastung  des  Hebels  nicht  mit  der  Hand,  sondern  ma- 
schinell ausgeführt  wurde.  Das  durch  einen  Kautschukfaden 
mit  dem  Hebel  verknüpfte  Gewicht  ruhte  anfänglich  auf  einem 
Vorsprung  der  horizontal  umgelegten  Kymographiontrommel. 
Wurde  dieselbe  in  Gang  gebracht,  so  setzte  die  Belastung  mit 
einer  Steilheit  ein,  welche  von  der  Dehnbarkeit  des  Fadens 
und  von  der  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Trommel  abhing. 
Je  nach  der  Seite  des  Hebels,  an  welcher  das  Gewicht  befestigt 
war,  trat  Druck-  oder  Zugreizung  auf.  Auf  diesem  Wege  liessen 
sich  mit  Sicherheit  für  beide  Deformationsrichtungen  gleich 
wirksame  Reize  von  solcher  Stärke  erzielen,  dass  sie  zwar  längere 
Zeit  gefühlt  aber  nicht  unterschieden  werden  konnten.  Die  Er-- 
kennbarkeit  der  Deformationsrichtung  grossflächiger  Reize  ist  da- 
her nicht  nur  von  ihrer  Dauer,  sondern  auch  von  ihrer  Stärke 
abhängig.  Sämmtliche  Versuche  zeigen  übereinstimmend,  dass 
die  Tastempfindung  an  sich  keine  Bestimmung  über  die  Richtung 
der  erregenden  Deformation  enthält,  dass  eine  Aussage  darüber 
erst  durch  Verarbeitung  und  Vergleich  der  Empfindungselemente 
gewonnen  werden  kann.  Die  Wahrnehmung  einer  Deformation 
schlechtweg  ist  ein  einfacherer  psychologischer  Process  als  das 
Erkennen  ihrer  Art  oder  Richtung;  es  ist  verständlich,  dass 
es  zu  letzterem  einer  stärkeren  und  länger  dauernden  Erregung 
bedarf. 

Für  die  Art  und  Weise,  wie  schliesslich  die  Unterscheidung 
von  Druck  und  Zug  zu  Stande  kommt,  scheinen  mir  folgende 
Beobachtungen  und  Ueberlegungen  in  Betracht  zu  kommen. 
Steigert  man  den  grossflächigen  Reiz  von  ebenmerklichen  zu 
grosseren  Stärken,  so  tritt  die  Fähigkeit  zur  Unterscheidung  der 
Deformationsrichtung  nicht  mit  einem  Schlage  auf,  sondern  es 
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zeigt  sich  ein  Zwischengebiet,  in  welchem  der  Reagent  mit 
grosserer  oder  geringerer  Sicherheit  angiebt,  dass  die  Reize  ver- 
schieden sind,  aber  noch  nicht  Druck  und  Zug  als  solche  erkennt 
Eine  Verschiedenheit  bei  gleichem  Druckwerth  und  gleicher  De- 
fonnationsgeschwindigkeit  kann  nun  dadurch  gegeben  sein,  dass 
die  Deformation  nicht  genau  normal  zur  getroffenen  Hautfläche 
geschieht.  Weiter  kommt  in  Betracht,  dass  die  volle  Bertthrung 
der  Korkpelotte  mit  der  Haut  bei  Druckreizen  viel  leichter  zu 
erreichen  ist  als  bei  Zugreizen.  Es  ist  schwer,  einen  Fremd- 
körper auf  der  Haut  so  festzukleben,  dass  er  beim  Ziehen  nicht 
mit  dem  einen  oder  anderen  Bruchtheil  seiner  Fläche  sich  ab- 
löst. Ein  solches  theilweises  Abheben  lässt  sich  bei  den  grosseren 
Flächen  sehr  häufig  direct  beobachten.  Daraus  versteht  sich 
auch,  dass  es  nicht  gerade  leicht  ist,  die  beiden  Reize  entgegen- 
gesetzter Richtung  wirklich  genau  gleich  zu  machen.  Die  theil- 
weise  Abhebung  wirkt  wie  eine  Verkleinerung  der  Reizfläche. 
Liegen  in  dem  noch  haftenden  Antheil  der  Fläche  die  empfind- 
licheren Tastpunkte,  so  werden  diese  stärker  deformirt  als  beim 
Drücken,  und  der  Zugreiz  gewinnt  die  Oberhand.  Umgekehrt 
verhält  es  sich,  wenn  die  empfindlicheren  Tastpunkte  sich  im 
abgelösten  Flächentheil  befinden.  Diese  Fehlerquelle  ist  wohl 
zu  beachten  und  möglichst  zu  eliminiren. 

Die  erwähnten  Umstände  können  nun  zwar  zu  einer  Ver- 
schiedenheit der  Reize,  nicht  aber  zu  einer  eindeutigen  Be- 
stimmung ihrer  Richtung  führen.  Diese  ist  erst  gegeben  durch 
die  ungleiche  Ausbreitung  der  sonst  gleichwerthigen  Reize  ttber 
die  Fläche.  Eine  solche  muss  aber  bei  der  unregelmässigen 
Gestalt  und  inhomogenen  Beschaffenheit  der  Haut  stets  eintreten, 
wenn  auch  an  verschiedenen  Hautstellen  in  verschiedenem 
Maasse.  Klebt  man  ein  Stäbchen  mit  Collodium  auf  der  Mitte 
der  Fingerbeere  fest,  so  fühlt  man  unmittelbar,  dass  bei  Druck 
mehr  die  Mitte,  bei  Zug  mehr  die  Ränder  des  Fingers  in  Er- 
regung versetzt  werden.  Die  Unterscheidung  von  Druck  und 
Zag  erscheint  somit  als  eine  Leistung  des  räumlichen  Unter- 
scheidungsvermögens der  Haut  und  wird  wie  dieses  an  den  ein- 
zelnen Körperregionen  verschieden  sein.  Rückwärts  lässt  sich 
aber  aus  den  hier  beschriebenen  Versuchen  erwarten,  dass  das 
räumliche  Unterscheidungsvermögen,  oder,  um  mit  E.  H.  Weber 
zu  sprechen ,  die  Feinheit  des  Ortssinnes  der  Haut  in  ganz  ähn- 
licher Weise  von  der  Stärke  und  Dauer  der  Reize  abhängig  sein 

34* 
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wird,  wie  es  sich  für  eine  specieile  Aeusserung  desselben  hier 
erwiesen  liat.  Ueber  Versuche  in  dieser  Richtung  werde  ich  ein 
anderes  Mal  berichten. 

Das  Ergebniss  der  vorliegenden  Untersuchung  ISsst  sich  in 
folgenden  Sätzen  zusammenfassen: 

4.  Sllmmtliche,  die  Haut  treffenden  Deformationen  lassen 
sich  als  Druck-  oder  Zugwirkungen  auf  dieselbe  auffassen. 

2.  Zur  Wahrnehmung  dieser  Wirkungen  sind  die  den  sog. 
Druckpunkten,  besser  Tastpunkten,  entsprechenden  Nerven- 
endigungen der  Haut  nothwendig,  aber  auch  ausreichend. 

3.  Wirken  auf  dieselbe  Hautstelle  abwechselnd  Druck-  und 
Zugreize  ein,  so  ist  eine  Unterscheidung  nur  m()glich,  wenn  die 
Reize  eine  gewisse  Ausdehnung,  Dauer  und  Stärke  besitzen. 
Unterhalb  dieser  Grenzen  wird  nur  das  Vorhandensein  einer 
Deformation,  nicht  ihre  Richtung  wahrgenommen. 
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(s.  Abhandlungen  XXIV  Nr.S). 
i  Herr  J.Wislioenns,  o.  M.:  Ueber  Bildung  carbocyklischer  Verbindungen 

8US  4.5-  und  4.6-Diketonen  durch  UeberfUhrung  in  ihre  Pinakone. 

3.  Herr  H.  Bnmi,  o.  M.:  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  Bruno  Pktbb, 
lieber  Beobachtungen  am  sechszölligen  REPsoLn'schen  Heliometer.  II. 
(8.  Abhandlungen  XXIV  Nr.  8). 

4.  Herr  F.neehaig,  o.  M.:  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  S.  Meter:  Ueber 
die  Functionen  der  Protoplasmafortstttze  der  Nervenzellen. 

Johannes  Wislicenus,  Ueber  Bildung  carbocyklischer  Ver- 
bindungen  aus  1.5-  und  Lß-Diketonen  durch  UeberfUhrung  in 
ihre  Pinakone. 

Aus  theoretischen  Granden^]  lässt  sich  vermuthen,  dass 
alle  Diketooe,  deren  beide  Carbonylgruppen  einander  räumlich 
besonders  nahe  treten  können  —  vor  Allem  also  1.5-Diketone 
und  ungesättigte  1.6-Diketone  —  durch  Reduction  in  cyklische 
Verbindungen  verwandelbar  sein  müssen.  Beim  Arbeiten  in 
alkalischen  oder  stark  sauren  Lösungen  treten  leicht  Condensa- 
tionen  in  der  Weise  der  Hesityloxydbildung  ein,  wenn  die  Car- 
bonylgruppen zu  Methan-  oder  Methylgruppen  in  passender  Lage 
stehen.  So  können,  wie  zuerst  Hagehann  in  meinem  Labora- 
torium fand  und  wie  Knöybnagbl  an  zahlreichen  weiteren  Fällen 
nachwies,  Doppelketone  der  Formel  —CO.CH^.CIJ^.CH^.CO.CH^ 
unter  Wasseraustritt  in  Hexacarbonringe  ^C=CH^CO  über- 

I  I 

gehen.   Sehr  häufig  aber  wiederholen  sich  bei  offen  bleibenden 
Ketten  solche  Gondensationen  mehrmals  —  oft  zwischen  einer 


i)  Siehe  »Abbandlungen«  der  Gesellschaft  Bd.  XIV,  S.74. 
lUth-phyt.  ClMst.  1897.  8i 


470  Johannes  Wisugbnus, 

grösseren  Zahl  von  Molekttlen,  so  dass  hochmolekulare  harz- 
artige Körper  entstehen  können,  aus  denen  einzelne  Verbin- 
dungen nicht  mehr  isolirbar  sind.  Glatte  Processe  lassen  sich 
daher  meist  nur  dann  durchführen,  wenn  die  constitutionellen 
Ursachen  der  Verharzung  oder  der  Bildung  der  erwähnten  Hexa- 
carbonringbildung  vermieden  werden. 

Als  ein  wahrscheinlich  gangbarer  Weg  des  Zusammen- 
schlusses der  Carbonylgruppen  zu  Ringgebilden  stellte  sich  zu- 
nächst die  Reduction  von  1.5-Diketonen  zu  Pinakonen  dar: 

.CU^.CO.R  m^.C[OÜ).R 

^CH^,CO,R  ^CH^.C[OH}.R 

die,  selbst  schon  cyklische  Körper,  sich  mit  Hülfe  von  Jod- 
wasserstoff zu 

CH^  I 

müssen  weiter  reduciren  lassen. 

Diese  Voraussetzungen  haben  sich  in  einer  Reihe  von  Ver- 
suchen, welche  ich  durch  meine  Schüler  It^abe  anstellen  lassen, 
vollkommen  bestätigt.  Gewählt  wurden  vorläufig  Diketone  der 
allgemeinen  Formel  C^H^.CO,C,C .C.CO.C^H^.  Die  Reduction 
wurde  in  wasserhaltiger  alkoholischer  Lösung  mit  Natrium- 
amalgam unter  steter  Neutralisirung  —  am  besten  unter  Ein- 
leitung von  Kohlensäure  —  oder  in  ätherischer,  auf  Wasser 
geschichteter  Lösung  durch  Natrium  vorgenommen.  Bei  fast 
keinem  der  bisher  verarbeiteten  Diketone  wurde  die  Bildung 
doppelt  secundärer  Alkohole,  sondern  immer  nur  cyklischer 
Pinakone  wahrgenommen. 

Unter  einer  grossen  Zahl  begonnener  Versuche  sind  mehrere 
bereits  abgeschlossen. 

Schon  publicirt  *)  ist  eine  Arbeit  von  Aug.  Pisch  über  die 
Reduction  der  Diphenacylessigsäure.  Dieselbe  liefert  mit  nasci- 
rendem  Wasserstoff  zwei  isomere,  ohne  Zweifel  durch  Cis-  und 
Transstellung  der  mit  dem  Fünferringe  verbundenen  Radicale 
bedingte  Pinakone 


1]  Berichte  der  deutschen  ehem.  Ges.  28,  2102. 
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C^H^.CO.CH^.  C^H^.C(OH).CH^. 

G,H, .  CO.  CH/  C^H^  .  C[OH) .  CH/ 

von  sehr  ungleicher  LOslichkeit  in  Benzol  und  200°,  resp.  462° 
bis  164°  Schmelzpunkt,  aus  denen  durch  Erhitzen  mit  Jod- 
wasserstoffzwei isomere  4.2-Diphenyi-Pentamethan-4-Garbon- 

sauren 

C  H    CH  CH 
*    *'|    *      *^C^.CO.O// von  452°und487°Schmelzpunkt 

c^h^.ch.ch/ 

erhalten  wurden. 

Herr  Chr.  Carl  Kuhn  hat  dann  aus  dem  Condensationspro- 
duct  von  Natriumbenzoylessigester  mit  Hethendtjodür,  oder  von 
Benzoylessigester  mit  Formaldehyd  bei  Gegenwart  von  Dittthyl-^ 
amin,  den  a.a'^Dibenzoylglutar Säureester , 

C^H^.CO.CH.CO.O.C^H^ 

CH^ 

C^H,.CO.CH.CO.O.C^H^ 
bei  der  Yerseifung  durch  Alkali  neben  der  bei  1 27,5°  schmel- 
'^°^^"  C.H,.CO.CH^ 

y^Benzoylbutter  säure  CH^ 


CH^. 


CO.  OH 


C^H^.CO.CH^^ 
das  4.3-Dibenzoylpropan  CH^  in  Form  glänzender 

c^h^.co.ch/ 

Nadelchen  von  67,5°  Schmelzp.  gewonnen,  dieses  1.5-Diketon 
durch  Behandeln  der  ätherischen,  auf  Wasser  geschichteten 
Ldsung  mit  Natrium  in  das  ztth-OlfOrmige  Pinakon 

C,H,.C(OH).CH^. 

I  >^, 

C,H,.C(0H).CH/ 

übergefnhrt  und  letzteres  durch  Jodwasserstoff  vollständig  zu 

C^  H^  •  CH .  G«  jv 
4.  S^Diphenylpentamethan  |  CH^ 

C^H^  •  CH  .  CfH^ 
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reducirt.  Dieser  Kohlenwasserstoff  C^^H^^  ist  leicht  löslich  in 
Aether,  aber  fast  unlöslich  in  kaltem  Alkohol,  so  dass  er  durch 
letzteren  aus  der  concentrirten  ätherischen  Lösung  ausgeftilt 
werden  kann.  Er  schmilst  bei  4  08^. 

Die  unverseifte  Diketonsäure  wird  durch  NatriumamalgaiD 
unter  Alkaliwirkung  zunächst  zu  einer  LactonsSlure,  durch  Eis- 
essig und  Zink  aber  zu  dem  Pinakonester 

C^H, .  C{OH)  .CH.CO.O.  C,H^ 

C^H^ .  C(OH). CH.CO.O .  C^H^ 

Herr  H.  Garpbntbk  stellte  zunächst  durch  Condensation  von 
Desoxybenzoin  (Benzyl-Phenyi-Keton)  mit  Methylaldehyd  bei 
Gegenwart  von  etwas  alkoholischer  Kalilösung  das  Dibenzoyl- 
Diphenyl'Propan  C^H^ .  CO.CH .C^H^  dar,  welches  in  schönen 

CH^ 

C^H^.CO.CH.C^H^ 

sechsseitigen  Tafeln  von  146°  Schmelzp.  krystallisirt  und  aus 
dessen  alkoholisch-wässeriger  Lösung  mit  Natriumamalgam  und 
Kohlensäure  das  cyklische  Pinakon  C^H^ .  C[OH) .  CH.  C^H^  ent- 

CH^ 

C^H^.C[OH).CH.C^H^ 

steht.  Dasselbe  existirt  in  zwei  Isomeren,  von  denen  das  in 
Alkohol  ziemlich  leicht  lösliche  in  bei  4  38°  schmelzenden  Nadeln 
krystallisirt,  das  fast  unlösliche  dagegen  erst  bei  239^—240"^ 
verflüssigt  wird. 

Das  alkoholiösliche  Pinakon  geht  beim  Erhitzen  mit  Jod- 
wasserstoff und  Phosphor  in  ein  bei  84°  schmelzendes 


Tetraphenyl'  Pentamethan 


Cg  H^  .  CH .  CH .  C^  H^ 

CH^  tlber. 

I 
C^H^.CH.CH.C^H^ 


Herr  F.  Nbwvan  hat  aus  Benzoldicuietophenon  (Schmelzp.  85^) 
durch  Eisessig  und  Zink  das  bei  4  42°  schmelzende  Pinakon 
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C,H,.C{OH).CH, 

I 

C,H,.C{OH).CH^ 

erhalten,  um  daraus  das  f.S.i-Triphenylpentametban  zu  be- 
reiten. 

Zu  Tetraphenylbenzol  aber  ist  Herr  Adolf  Lbhiann  auf  fol- 
gendem Wege  gelangt: 

BensU  und  2  Mol.  Acetophenon  gehen  bei  allmählichem  Zusats 
von  alkoholischer  Natronlosung  zunächst  über  in  ein 

8 . 3  -Diphenyl-  4 .  i-Dibenzoyl-Crotonylen 

^30^1lOj=  I 

Dasselbe  krystallisirt  in  feinen,  gelben  Nadeln,  die  bei  494^  bis 
192^  schmelzen  und  sich  in  250  Theilen  siedendem  und  4000 
Theilen  kaltem  Alkohol  lösen,  ein  bei  846^  schmelzendes  Dioxim 
liefern  und  4  Atome  Brom  binden.  Die  Beduction  desselben  ver- 
läuft bei  Anwendung  verschiedenster  Mittel  stets  in  complicirter 
Weise  und  bildet  leicht  neben  mehreren  krystallinischen  Pro- 
ducten  reichliche  Mengen  harziger  Massen.  Unter  den  ersteren 
wurde  neben  einem  ein  Dioxim  liefernden  Diketon  der  Formel 

C^H^.CH.CH^.CO.C^H^ 
^so^i«0,  =  I  (?)    von    220^—222° 

G,H,.C  =  CH,.CO.C,H, 

C^H^,C=CH.C(OH),C^H^ 
Schmelzp.  das  isomere  Pinakon  =  |  | 

C^H^,C=CH,C{OH).C^H^ 

erhalten,  welches  von  Hydroxylamin  nicht  verändert  wird.  Letz- 
teres bildet  flache,  farblose  Prismen,  die  bei  470° — 474°  schmel- 
zen. Jodwasserstoff  wirkt  in  der  Hitze  grOsstentheils  wie  andere 
Halogen vvasserstoffsäuren  und  liefert  unter  Wasserabspaltung 
einen  in  gelben  Prismen  von  4  80° — 4  84°  Schmelzpunkt  krystalli- 
sirenden  Körper  C^^H^^O.  Daneben  aber  entstehen  stets  gewisse 
Mengen  eines  Kohlenwasserstoffes  der  Formel  C^^  //,, . 

Das  obige  Diketon  von  220°— 222°  Schmelzp.  giebt  bei  der 
Jodwa8sersto£Freduction  neben  demselben  Kohlenwasserstoff 
^u^%%  '^'^^  krystallinische  Oxyde: 
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^iJUfii  Schmelzp.  494°— 495^,  unlöslich  in  Aether, 
^30  ^leO ,         »         44  0®— 4  \  \ °,  leicht  löslich  in  Aether, 

und  geht  beim  Erhitzen  mit  Phosphoroxychlorid  bis  zu  40°  in 
den  Kohlenwasserstoff  C^^H^^  Über. 

Letzterer  krystallisirt  aus  Benzol  in  farblosen,  in  Alkohol 
und  Aether  ausserordentlich  schwer  löslichen  Nadeln  voa  878^ 
Scbmehp.  und  ist  ohne  Zweifei  das  1.2.4.S'Tetraphenylbensol 

C^  "5  •  ^  *^^  ^"    *""  ^  •  ^8  "5 
C.ff.(C.ff.)4=  I  II 

C/jj /lg  •  C  SB  CH  —  C  •  Gg /i j 

Andere  hierher  gehörende  Versuche  sind  in  grösserer  Zahl 
begonnen  und  werden  fortgesetzt. 


Dr.  Send  Heyer,  Ueber  die  Function  der  Protoplasmafortsätze 
der  Nervenzellen.  Vorgelegt  von  Herrn  P.  Flechsig,  o.  M.  (Hierzu 
zwei  Tafeln.) 

Seitdem  Golgi  einen  weit  durchgreifenderen  functionellen 
Unterschied  zwischen  protoplasmatischen  und  nervösen  Fort- 
sätzen der  Nervenzellen  angenommen  hat,  als  in  den  früheren 
Anschauungen  ttber  den  allgemeinen  Bauplan  des  Nervensystems 
zum  Ausdruck  kam,  ist  die  Frage  der  Function  der  Dendriten 
eingehend  erörtert  worden,  ohne  dass  eine  Einigung  erzielt 
worden  wäre.  Golgi  selbst  hält  noch  heute  ohne  jede  Ein- 
schränkung an  seiner  ersten  Auffassung  fest,  welche  die  Proto- 
plasmafortsätze  von  jeder  nervösen  Function  ausschliesst  und 
in  ihnen  nur  Ernährungsorgane  sieht,  und  ibm  haben  sich  in 
jüngster  Zeit  mehrere  Forscher  angeschlossen,  weiche  zum  Theil 
durch  experimentelle  Untersuchungen  die  rein  nutritive  Function 
der  Dendriten  nachgewiesen  zu  haben  glauben.  Von  den  Haupt- 
repräsentanten der  modernen  Nervenhistologie  theilt  jedoch 
keiner  jenen  extremen  Standpunkt  Golgi's;  zum  Theil  vertreten 
sie  sogar  eine  gerade  entgegengesetzte  Ansicht  mit  gleicher 
Bestimmtheit.  An  ihrer  Spitze  steht  Ramon  y  Cajal  und  ihm  ist 
besonders  yan  Gebuchten  gefolgt;  beide  sind  überzeugt,  dass  die 
Form  und  Ausbreilungsweise  der  Protoplasmafortsätze  allein  dem 
Zwecke  der  Aufnahme  von  Reizen  und  dem  Aufsuchen  von  Ver- 
bindungswegen angepasst  und  dass  ein  Verständniss  für  ihre 
Gestaltung  nur  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  zu  gewinnen  sei; 
Andere  wie  v.  Lepchossek  vertreten  eine  ähnliche,  aber  nicht  ganz 
so  exclusive  Ansicht  mit  grosser  Bestimmtheit.  Doch  wird  man 
angesichts  des  vorliegenden  Beweismaterials  nur  eine  Dar- 
stellung der  bisherigen  Sachlage  ganz  objectiv  nennen  dürfen, 
Dämlich  die  von  v.  Kölliker^)  in  der  neuesten  Auflage  seines 

4)  Y.KöLLiKER,  Handbuch  der  Gewebelehre  des  Menschen,  VI.  Auflage, 
IL  Band,  Seite  4  44  0.688. 
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Handbuchs  gegebene,  aus  welcher  deutlich  hervorleuchtet,  dass 
mit  dem  vorliegenden  Beobachtungsmaterial  die  Frage  noch 
nicht  zu  entscheiden  ist. 

Unter  diesen  Umständen  glaube  ich  auch  nicht  eingehender 
die  Literatur  berücksichtigen  zu  müssen,  besonders  da  meine 
Untersuchungen  zwar  den  Kern  der  Frage  zu  Gunsten  der 
RAMON'schen  Theorie  beantworten,  dabei  aber  doch  die  Function 
der  Dendriten  in  einem  ganz  neuen  Lichte  erscheinen  lassen. 

Die  auf  den  beigegebenen  Tafeln  dargestellten  Resultate 
sind  mit  meiner  Methode  der  subcutanen  Methylenblau^ Injection 
erzielt  worden.  Ueber  die  Technik  der  Methode  habe  ich  dem 
in  den  früheren  Veröffentlichungen  ^)  Gesagten  nicht  viel  hinzu- 
zufügen. —  Wohl  hauptsächlich  die  Erfindung  einer  Fixations- 
methode  durch  Bethb^)  und  dann  meine  Bestrebungen  haben 
die  Anregung  dazu  gegeben,  dass  in  jüngster  Zeit  das  Methylen- 
blau zur  Erforschung  auch  der  Centralorgane  eine  reichere  An- 
wendung gefunden  hat.  Während  nun  meine  Art  des  Vorgehens 
mir  in  mündlichen  und  brieflichen  Mittheilungen  vielfach  als 
recht  zweckmässig  bezeichnet  wurde,  haben  einige  Forscher 
anderen  Methoden  den  Vorzug  gegeben.  So  veröffentlichte 
DoGiBL  einen  Aufsatz  3),  in  dem  er  hervorhebt,  dass  er  das,  was 
ich  mit  der  subcutanen  Injection  erreicht,  bereits  früher  bei 
seiner  Methode  der  postvitalen  Färbung  dünner  Scheibchen 
gesehen  habe,  und  auch  Ramon  hat  ein  ähnliches  Verfah- 
ren vorgezogen.  Die  betreffende  Mittheilung  Ramon's  war 
mir  wie  alle  neuen  Arbeiten  des  Autors  nur  im  Referat  zu- 
gänglich; ich  entnehme  demselben  so  viel,  dass  derselbe  die 
bei  meinem  Vorgehen  erreichten  Bilder  für  zu  schwach  gefärbt 
erklärt.  Dies  beweist  indess  nur,  dass  es  ihm  nicht  gelungen 
ist,  so  gute  Bilder  zu  erhalten,  als  es  bei  grosser  Soi^falt 
möglich  ist.  Bei  meinen  ersten  Injectionen  erzielte  auch  ich 
nur  schwache  Färbungen  und  auch  jetzt  erreiche  ich  oft 
genug  nichts  Besseres;  die  Bedingungen  des  Gelingens  der 
Reaction  sind  bisher  noch  ganz  dunkel,  und  man  muss  es 
deshalb  an  möglichst  vielen  Thieren  versuchen.  Man  kommt 
dabei  immer  noch  schneller  zu  guten  Präparaten  als  mit  der 

1)  Archiv  für  mikroskopische  Anatomie,  Bd.  46,  4895,  Seite  S6S,  und 
Bd.  47,  1896,  Seite  734. 

S)  Areb.  f.  mikroskop.  Anatomie,  Bd.  46, 4895. 
3)  Arch.  f.  mikroskop.  Anatomie,  Bd.  46, 18^6. 
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GoLGi'schen  Methode,  die  auch  dem  Erfahrensten  oft  genug  gar 
nichts  leistet.  Bei  dem  Vorgehen  von  Dogibl  und  Ramon  ist  der 
Erfolg  weit  unsicherer  als  bei  dem  meinigen.  Man  erzielt  hier- 
bei stets  etwas  und  kann  überdies  Serienreihen  von  grösseren 
Stflcken  und  ganzen  Gehirnen  herstellen.  Vor  allem  aber  kann 
man  bei  postvitaler  Färbung  gar  nicht  mehr  unterscheiden,  wie 
viel  vitale  Reaction  und  was  einfache  Färbung  ist,  so  dass  ich 
im  Gegensatz  zu  Ravon  zum  mindesten  Bilder,  die  durch  Fär- 
bung dünner  Scheiben  gewonnen  sind,  nicht  für  beweiskräftiger 
erklären  würde,  als  die  durch  rein  vitale  Reaction  gefärbten, 
wie  es  Ramon  gegenüber  der  Frage,  ob  die  Dornen  der  Dendriten 
Runstproducte  sind,  thut. 

Auch  an  der  Fixirungstechnik  habe  ich  nicht  für  nOthig 
gehalten  etwas  zu  ändern ;  Ramon  empfiehlt  die  Nachbehandlung 
der  Objecto  mit  Platinchlorid,  um  die  fixirte  Farbe  noch  alkohol- 
nnlöslicher  zu  machen  und  um  die  Objecte  zu  härten.  Ersteres 
halte  ich  für  überflüssig,  letzteres  wäre  für  meine  Zwecke  ein 
grosser  Nachtheil,  denn  nur  dadurch,  dass  die  Gehirne  bei  der 
BiTHB'schen  Fixationsmethode  thatsächlich  ganz  weich  bleiben, 
bin  ich  im  Stande,  Schnitte  von  solcher  Dicke  herzustellen,  wie 
sie  besonders  für  die  vorliegenden  Studien  unumgänglich  nOthig 
waren.  An  Schnitten  unter  50  jx  wird  man  nur  an  den  best- 
gelungenen  Präparaten  von  den  Yerbindungs Verhältnissen  etwas 
sehen,  und  auch  die  Formen  sind  durch  das  viele  Unterbrechen 
nar  mangelhaft  zu  studiren.  Dagegen  eignen  sich  dünne  Schnitte, 
wie  ich  zur  Richtigstellung  früherer  Angaben  betonen  muss, 
zum  Studium  der  Structur,  was  ich  lange  Zeit,  da  ich  nur  dicke 
Schnitte  herstellte,  übersehen  habe  ^). 

Meine  Untersuchungen  erstrecken  sich  auf  das  ganze 
Centralnervensystem,  sind  aber  in  den  einzelnen  Thetlen  des- 
selben von  sehr  verschiedenem  Erfolge  begleitet  gewesen,  wie 
es  nach  der  launenhaften  Wirkungsweise  der  Methode  gar  nicht 
anders  zu  erwarten  ist.  Als  ein  besonders  undankbares  For- 
schungsgebiet erwies  sich  das  Rückenmark,  von  dem  ich  des- 
halb in  der  folgenden  Darstellung  ganz  absehen  muss,  während 
die  wichtigeren  Theile  des  Gehirns  fast  alle  positive  Resultate 
ergeben  haben.   Freilich  haben  die  Befunde  nicht  überall  die- 

4)  Die  Tafeln  zeigen  eine  Zellstnictur,  die  der  Wirklichkeit  durchaus 
nicht  entspricht,  und  lediglich  aus  technischen  Gründen  bei  der  Litho- 
graphie entstanden  ist. 
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selbe  Deutlichkeit  und  Schärfe!  loh  beginne  mit  der  Beschrei- 
bung derjenigen,  die  durch  ihre  Überzeugende  Klarheit  meine 
Aufmerksamkeit  zuerst  gefesselt  haben.  Wohl  nur  rein  zufällig 
sind  meine  besten  Belege  sämmtlich  dem  directen  und  indirecten 
Ausbreitungsgebiet  des  Acusticus  angehörig,  wozu  sich  noch  die 
Hirnrinde  gesellt;  die  klarsten  und  unzweideutigsten  Befunde 
entnehme  ich  dem  Kern  des  hinteren  VierhUgels. 

Die  Figuren  4  und  i  stellen  Zellbilder  aus  diesem  Rem 
dar;  in  Fig.  4  sind  von  einem  neugeborenen  Meerschweinchen, 
in  Flg.  8  von  einem  ausgewachsenen  Kaninchen  eine  grössere 
Anzahl  von  günstigen  Stellen  vereinigt,  um  dasjenige,  was  die 
Durchsicht  einer  ganzen  Schnittserie  ergiebt,  zusammenzufassen. 
Jedoch  ist  keines  der  einzelnen  Bilder  nach  dem  Vorgang  vieler 
Forscher,  die  sich  der  GoLGi'scben  Methode  bedienen,  aus  meh- 
reren Schnitten  combinirt,  vielmehr  ist  jede  Zelle  mit  ihren  Aus- 
läufern, soweit  sie  in  einem  Schnitte  sichtbar  sind,  von  mir  selbst 
mit  einem  dem  Methylenblau  sehr  ähnlichen  Preussischblau 
copirt;  die  Präparate  haben  denselben  starken  Farbenton,  in 
dem  ich  sie  zeichne  und  den  die  Tafeln  wiedergeben;  der  Vor- 
wurf Ravon  s,  meine  Bilder  seien  zu  farbenschwach,  ist  somit 
durchaus  nicht  gerechtfertigt. 

Die  Form  der  Zellen  des  hinteren  Vierhttgels  hat  nichts 
Charakteristisches,  in  den  beiden  Figuren  sieht  man  die  alier- 
verschiedenste  Gestaltung  ihres  Körpers  sowohl  wie  ihrer  Fort- 
sätze. Die  wechselnde  Stärke  der  Färbung  giebt  dabei  dasjenige 
bunte  Bild,  das  in  meinen  Präparaten  auch  im  einzelnen  Schnitt 
thatsäohlich  vorliegt.  Dagegen  zeigen  alle  gezeichneten  Zellbilder 
bis  auf  einzelne  das  Gemeinsame,  dass  sie  von  einem  stark  her- 
vortretenden schmalen,  dunkelblauen  Saum  eingefasst  sind,  der 
bei  einem  Theile  sich  auf  den  Rand  beschränkt,  bei  dem  anderen 
mit  feinen  Ausläufern  die  ganze  Zelloberfläche  ttberspinnt.  Das 
feine  Gewebe,  das  im  wirklichen  mikroskopischen  Bilde  deutlich 
vom  Rande  her  ttber  und  unter  den  Zellleib  zu  verfolgen  ist, 
konnte  in  den  Zeichnungen  verhältnissmässig  nur  sehr  grob 
wiedergegeben  werden ;  thatsächlich  sieht  es  oft  so  aus,  als  läge 
die  Zelle  in  einem  sehr  feinen  und  ganz  dichten  Gitterwerk. 
Das  Geflecht  auf  und  unter  der  Zelle  ist  jedoch  nur  bei  ganz 
starken  Färbungen  zu  sehen,  an  den  meisten  Zellen  bemerkt 
man  zunächst  nur  eine  ziemlich  grobe  dunkle  Linie  am  Rande, 
von  der  sich  bei  genauerem  Zusehen  noch  manchmal  ganz  feine 
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Fortsatze  ttber  den  Zellleib  hinweg  erstrecken.  Oefter  sind  auch 
neben  oder  ohne  das  Gitterwerk  mehrere  stärkere  Linien  auf 
dem  Zellkörper  siohtbar  und  scheinen  ihn  in  mehrere  Theile  zu 
zerlegen,  wofttr  sich  die  Deutung  nach  der  Betrachtung  anderer 
Objecte  leicht  ergeben  wird. 

Dass  das  Gebilde  ein  Faserkorb  ist,  kann  beim  Anblick  der 
Präparate  keinem  Zweifel  unterliegen,  wenn  auch  das  Bild  von 
dem  gewöhnlich  von  Faserkorben  gegebenen  ganz  erheblich 
abweicht.  So  feine  KOrbe,  wie  sie  hier  yoriiegen,  sind  aber  auch 
noch  nie  beschrieben  worden:  wie  ein  ganz  dünner,  aber  ausser^ 
ordentlich  dichter  Schleier  liegt  das  Geflecht  auf  und  unter  dem 
Zellkörper,  und  wo  nicht  eine  sehr  starke  Färbung  vorhanden, 
ist  der  Fasermantel  zu  durchsichtig,  um  in  der  Flächenausbreitung 
auf  der  Zelle  erkennbar  zu  sein,  und  es  erscheint  nur  der  dunkle 
Saum  um  den  Zellrand  herum,  wo  das  Licht  durch  mehrere 
Lagen  des  Gewebes  hindurchgehen  muss.  Oft  ist  aber  auch  bei 
starker  Färbung  diellnsichtbarkeit  des  dem  Zellleib  aufliegenden 
Tbeiles  des  Korbes  dadurch  veranlasst,  dass  der  Farbenunter- 
schied zwischen  Zellkörper  und  Umspinnung  zu  gering  ist. 

Hiermit  gebe  ich  freilich  keine  blosse  Beschreibung  mehr; 
aber  ich  wüsste  kaum,  wie  jemand  auf  eine  andere  Deutung 
verfallen  sollte,  nur  lassen  ähnliche  Bilder  von  anderen  Stellen 
des  Gehirns,  die  nach  meiner  Ansicht  denselben  Ursprung 
haben,  die  Verhältnisse  weniger  unzweideutig  erkennen. 

Genauere  Aufschlüsse  über  den  Aufbau  der  Körbe  geben 
meine  Präparate  nicht,  nur  so  viel  erscheint  mir  wahrscheinlich, 
dass,  da  für  diese  und  alle  im  Weiteren  zu  beschreibenden  ähn- 
lichen Gebilde  eine  Zusammensetzung  aus  feinsten  Fäserchen 
nachweisbar  ist,  keine  sogenannten  Becher  vorliegen,  das 
heisst  dass  keine  zusammenhängenden  Membranen  die  Zellen 
einscbliessen.  Doch  wäre  es  wenigstens  nicht  undenkbar,  dass 
sich  in  einer  Membran  feine  Verdichtungen  abheben,  die  als 
Fäserchen  imponiren.  Vorausgesetzt  nun,  dass  die  Körbe  wirk- 
lich aus  feinen  Fasern  bestehen,  erhebt  sich  die  Frage,  ob  ein 
unterbrochenes  Maschen  werk  vorliegt,  dessen  Fasern  mit  ein- 
ander verschmolzen  sind,  oder  ein  Geflecht,  in  welchem  jede 
Faser  ihre  Selbständigkeit  behält.  Ich  kann  diese  Frage  histo- 
logisch nicht  entscheiden  und  kann  auch  theoretisch  von  beiden 
Möglichkeiten  keiner  den  Vorzug  geben,  denn  ich  kann  mir  die 
Aufsplitternng  eines  Axencylinders  ebenso  gut  so  vorstellen, 


480  Sbhi  Mitbr, 

dass  er  sich  in  eine  Anzahl  Fflserehen  theilt,  deren  jede  für  sich 
weiter  wflchst,  wie  dass  sieb  der  Neurit  immer  nur  strecken- 
weise theilt,  so  dass  ein  Gitterwerk  entstttnde,  dessen  Fasern 
sich  immer  wieder  vereinigen. 

Was  nun  das  Verhalten  der  Dendriten  zu  den  centralen 
Nervenendigungen  betrifft,  so  darf  ich  auf  das  Studium  der  Ab- 
bildungen verweisen.  Dieselben  lehren  vor  allem,  dass  zwischen 
Zellleib  und  Dendriten  tlberhaupt  gar  kein  Unterschied  besteht. 
Es  drangt  sich  hierbei  der  Gedanke  auf,  wie  dasjenige,  was 
meine  Präparate  in  nicht  misszuverstehender  Deutlichkeit  zeigen, 
weit  abweicht  von  der  gangbaren  Vorstellung,  die  man  sich  von 
der  Functionsweise  der  Dendriten  gebildet  hat,  auch  wenn  man 
ihnen  eine  nervöse  Function  zuertheilte.  Denn  nachRAMOiiTGAjAL 
und  VAU  Gebuchten  sind  die  Dendriten  die  eigentlichen  Aufnahme- 
apparate  für  die  Erregungen,  indem  sie  mit  ihren  Spitzen  und 
den  Dornen  ihrer  Oberfläche  mit  Neuriten  in  Contact  treten  und 
die  Ströme  gewissermassen  absaugen  und  der  Zelle  zufuhren. 
Meine  Bilder  bringen  keinen  Beweis  für  eine  so  selbständige 
Function  der  Dendriten,  vielmehr  zeigen  sie  dieselben  in  genau 
demselben  Verhaltniss  zu  den  Axencylinder- Endausbreitungen 
stehend,  wie  den  Zellleib  selbst.  Die  Umspinnung  der  Dendriten 
unterscheidet  sich  in  nichts  von  der  des  Zellktfrpers. 

Es  sei  sogleich  hervorgehoben,  dass  ich  dasselbe  Verhalten 
der  Dendriten  an  folgenden  Stellen  des  Gehirns  gesehen  habe: 
Im  Kern  der  lateralen  Schleife  meist  in  denselben  Serien  wie 
im  hinteren  Vierhttgel,  femer  am  allerdeutlichsten  und  schönsten 
in  der  oberen  Olive,  dann  im  grosszelligen  Acusticusendkem  so- 
wie imTuberculum  acusticum,  ferner  in  den  Kernen  der  Corpora 
geniculata,  an  einzelnen  grossen  Zellen  des  vorderen  VierhOgels 
sowie  der  Substantia  reticulata  und  der  BrUckenkeme,  schliess- 
lich je  an  einer  Serie  von  Zellen  des  Oculomotorius-,  Trochlearis-, 
des  Facialis-  und  des  Vaguskernes,  vor  allem  aber  wiederum 
häufiger  in  der  ganzen  Grosshimrinde,  während  mir  an  ver- 
schiedenen anderen  Stellen,  wo  ich  die  Endigungen  an  den 
Zellen  oft  gesehen  habe,  wie  im  Nucleus  tegmenti,  in  der  unteren 
Olive,  im  Hypoglossus-  und  cerebralen  Trigeminuskem  der 
Nachweis  von  Fortsetzungen  der  Körbe  auf  die  Dendriten  bis- 
her nicht  gelungen  ist.  Der  Trapezkem  und  der  ventrale 
Acusticuskem,  ebenso  wie  die  Kleinhirnrinde  und  der  Bulbus 
olfactorius  bieten  besondere  Verhältnisse  dar;  an  allen  übrigen 
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Stellen  habe  ich  ebenso  wie  im  Rückenmark  überhaupt  En* 
digongen  nicht  darstellen  ktfnnen.  Dass  dies  aber  bei  weiteren 
Bemühungen  noch  gelingen  wird,  kann  ich  nach  meinen  Erfah- 
rungen mit  der  launenhaften  Methode  sicher  erwarten.  Jedoch 
glaube  ich  schon  aus  meinen  bisherigen  Befunden  ganz  allgemein 
folgern  zu  dürfen,  dass  Zellleib  und  Dendriten  für  die  Function 
gleichwerthig  sind. 

In  der  Literatur  finde  ich  nur  wenig  Vergleichbares,  zu- 
nächst eine  von  Dogibl  ^)  herrührende  Beobachtung  einer  Zellen- 
art in  der  Retina,  deren  Dendriten  in  ein  feines  Nervenflechtwerk 
eingehüllt  sind,  während  hier  freilich  der  Zellkörper  selbst  davon 
frei  ist  Ausserdem  könnte  man  die  sogenannten  Kletterfasem 
des  SLleinhims  anführen,  bei  denen  man  aus  der  Form  geschlossen 
hat,  dass  sie  sich  an  die  Dendriten  der  PüRuif  jB^schen  Zellen  an- 
legen. Gerade  hier  ist  mir  leider  die  Darstellung  von  Dendriten- 
umspinnungen nicht  geglückt,  aber  Hbld  hat  in  seiner  neuesten 
Arbeit  2)  ebenfalls  feine  Nervenfibrillen  beschrieben,  die  er  an  die 
Dendriten  der  PuRUNjB'schen  Zellen  sich  anlegen  und  nach  seiner 
im  Weiteren  zu  besprechenden  Auffassung  mit  ihnen  verschmel- 
zen sieht.  Andere  vergleichbare  Beobachtungen  kenne  ich  nicht. 

Die  Präparate  vom  Kern  des  hinteren  Vierhügels  geben  auch 
sehr  deutliche  Aufschlüsse  darüber,  an  welcher  Stelle  die  Nerven- 
fasern den  Zellkörper  zuerst  treffen,  um  sich  dann  über  die  ganze 
Oberfläche  des  protoplasma  tischen  Teiles  desselben  auszubreiten. 
Auch  hier  gilt  der  Satz,  dass  Zellleib  und  Protoplasmafortsätze 
nicht  unterschieden  sind,  wenn  es  auch  eine  bevorzugte  Stelle 
SU  geben  scheint,  an  der  die  Faser  den  Zellleib  am  häufigsten 
erreicht,  nämlich  die  Spitze  eines  Dendriten.  Die  meisten 
Zellbilder  der  Figur  4  zeigen  ein  solches  Verhalten.  Freilich 
war  es  anfangs  zweifelhaft,  ob  die  Auffassung,  unter  der  ich 
hier  die  Bilder  beschreibe,  zutreffend  ist.  Der  erste  Gedanke 
war  der,  dass  die  Fasern,  die  sich  an  der  Spitze  eines  Dendriten 
aus  dem  Flechtwerk  loslösen,  nicht  endende,  sondern  entsprin- 
gende Axencylinder  seien,  die  in  diesem  Falle  von  einem  Den- 
driten entsprängen,  und  in  dieser  Auffassung  wurde  ich  noch 
bestärkt  durch  den  Vergleich  mit  denjenigen  Zellbildern,  die 
ohne  den  Endkorb  gefärbt  sind ;  denn  der  Ursprung  des  Axen- 


1)  DoGiKL,  Anatomischer  Anzeiger  4895. 

8)  Held,  Arch.  f.  Anat.  n,  Physiol.,  Anat.  Abth.  1897,  S.  304. 


482  Sbiii  Mrtb«, 

cylinders  vom  Zellkörper  giebt  hier  ein  ähnliches  Bild.  Im 
Allgemeinen  ist  zwar  in  meinen  Präparaten  die  Unterscheidung 
von  neuritischen  und  protoplasmatischen  Fortsätzen  ganz  leicht: 
die  ersteren  sehen  aus  wie  mit  Tinte  gezogene  Linien,  während 
die  letzteren  mit  Bleistift  auf  rauhem  Papier  gezeichnet  sein 
könnten.  An  seinem  Ursprung  vom  ZellkOrper  aber  zeigt  der 
Neurit  noch  nicht  dasselbe  Aussehen,  wie  in  seinem  weiteren 
Verlauf,  vielmehr  wird  er  erst  allmählich  zu  einer  so  scharfen 
Linie,  dass  die  Bestimmung  seiner  neuritischen  Natur  keine 
Schwierigkeiten  mehr  macht.  Ich  dachte  mir  nun,  dass  der  An- 
fang des  Neuriten,  wo  derselbe  gewissermassen  noch  zum  Theil 
protoplasmatischen  Charakter  hat,  in  die  Umspinnung  mit  hinein- 
bezogen sei,  wie  es  ja  auch  von  den  Körben  um  die  Purkinje- 
sehen  Zellen  bekannt  ist,  dass  ihre  Fasern  sich  eine  kurze  Strecke 
weit  auf  den  Neuriten  fortsetzen. 

Allein  eine  solche  Auffassung  der  Bilder  ist  unhaltbar,  das 
lehrten  mich  zunächst  Beobachtungen  von  Körben,  die  ganz 
isolirt  gefärbt  sind,  ohne  dass  von  der  umsponnenen  Zelle  etwas 
sichtbar  ist.  Hier  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  als  einzige  Deu- 
tung, dass  eine  Nervenfaser  mit  ihrem  ganzen  Endapparat  ge- 
färbt ist,  während  das  Neuron,  zu  dem  diese  Endigung  in  Be- 
ziehung tritt,  ganz  ungefärbt  geblieben  ist;  denn  dass  von  einem 
Neuron  nur  der  Neurit  und  noch  dazu  so  stark  sich  färben  sollte, 
kann  ich  nach  meinen  reichen  Erfahrungen  mit  der  Methode 
nicht  glauben.  Ein  sicherer  Beweis  aber  für  die  Auffassung 
jener  Neuriten  als  endende  musste  in  Zellbildem  sich  6nden 
lassen,  wo  der  entspringende  Neurit  neben  dem  endenden 
sichtbar  ist.  Die  Fig.  4  zeigt  mehrere  Zellen,  an  denen  dies  der 
Fall  ist.  Die  Unterscheidung  beider  Neuriten  ist  meist  leicht, 
man  sieht  an  dem  endenden  deutlich  die  Stelle,  wo  er  sich  auf- 
zusplittern beginnt  und  einen  Dendriten  umklammert.  Doch 
kann  der  Beginn  der  Aufsplitterung  so  dicht  sein,  dass  das  Bild 
einen  allmählichen  Uebergang  vortäuscht. 

Man  könnte  erwarten,  dass  ein  weiterer  Weg,  endende  und 
entspringende  Axencylinder  zu  unterscheiden,  in  der  weiteren 
Verfolgung  ihres  Verlaufes  gegeben  sein  mttsste,  ftlr  die  meine 
Methode  durch  die  Auswahl,  die  sie  trifft,  und  dadurch,  dass 
die  Färbung  nicht  mit  dem  Beginn  der  Markscheide  abschneidet, 
sehr  geeignete  Bilder  liefert.  Aber  die  Verfolgung  der  Fasern, 
wo  immer  sie  auf  w  eitere  Entfernung  möglich  ist,  lehrt  nur,  dass 
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man  auf  die  Richtung,  die  die  Fasern  im  Anfange  einschlagen, 
wie  vielfach  von  Golgi- Forsehern  geschieht,  gar  nichts  geben 
darf.   In  den  Kernen  haben  die  Nerven,  bevor  sie  enden  oder 
den  Kern  verlassen,  meist  einen  verwunderlich  unregelmflssigen 
Verlauf,  sie  machen  nicht  nur  die  grössten  Umwege,  sondern 
gehen  oft  genug  den  Weg,  den  sie  zurückgelegt  haben,  zum  Teil 
wieder  zurück.   Hierzu  kommt  noch,  dass,  was  die  GoLci-Bilder 
gewöhnlich  zeigen,  noch  gar  keine  Anschauung  giebt  von  der 
ausserordentlich  reichen  Verzweigung  der  Axencylinder,  die  an 
vielen  Stellen  die  Verfolgung  ganz  illusorisch  macht.  Denn  ich  sehe 
es  viel  seltener,  dass  eigentliche  Collateralttste  abgegeben  wer- 
den, als  dass  sich  die  Neuriten  in  gleiche  Theile,  und  zwar  nicht 
immer  nur  in  zwei  teilen,  sondern  in  eine  ganze  Anzahl  auf  einmal. 
Sind  nun  z'war  die  Spitzen  der  Dendriten  die  bevorzugte 
Stelle  fttr  den  Beginn  der  Aufsplitterungen,  so  zeigen  doch  an* 
dere  Bilder,  dass  ihnen  nicht  etwa  die  besondere  Function  zu- 
kommt, allein  dem  Neuron  Verbindungswege  zu  eröffnen.   Die 
Zelle  unten  links  in  der  Figur  zeigt,  wie  sich  ein  Neurit  an  einen 
Dendriten  mitten  in  seinem  Verlaufe  anlegen  kann,  und  dasselbe 
beweist  die  Figur  oben  rechts,  wo  die  Zelle  abgeschnitten  ist. 
In  beiden  Bildern  sieht  man  am  Beginn  der  Aufsplitterung  einen 
stark  gefärbten  Kreis,  den  man  sich,  wie  andere  Präparate  deut- 
licher erkennen  lassen,  dadurch  zu  Stande  gekommen  denken 
muss,  dass  ein  Ast  oder  der  ganze  Dendrit  senkrecht  zur  Schnitt- 
richtung weiter  verlauft,  so  dass  das  Licht  durch  eine  grössere 
^eite  des  Korbes  gehen  muss.   Nicht  so  bestimmt  zu  deuten  ist 
an  diesen  Bildern,  dass  scheinbar  zwei  Axencylinder  heran- 
treten, was  auch  an  den  Spitzen  der  Dendriten  öfter  zu  be- 
obachten ist.    Es  wttre  denkbar,  dass  der  Neurit,  wo  er  sich 
aufsplittert,  öfter  eine  Gollaterale  entsendet,  ebenso  wie  aus 
dem  Korb  selbst  öfter  Gol lateralen  hervorgehen,  wofür  mir  der 
Trapezkern  ganz  sichere  Beweise  geliefert  hat.    Im  Vierhttgel 
freilich  kann  man  Neuriten,  die  neben  der  am  Dendriten  be- 
ginnenden Aufsplitterung  an  den  Zellkörper  selbst  herantreten, 
ebenso    gut    als   vom   Korb   ausgehende   wie    zu   ihm  heran- 
tretende Fasern  auffassen,   denn  bei  der  Feinheit  des  ganzen 
Gebildes  ist  nicht  zu  erkennen,  ob  beide  Neuriten  verschmelzen, 
und   dass  in   einen  Korb  mehrere  Fasern   eingehen   können, 
zeigen  ebenfalls  andere  Stellen  deutlich.   Die  ganze  Aufsplitte- 
rung kann  aber  auch  am  Zellleib  selbst  beginnen,  so  dass  also 


484  Sbhi  Hbtbr, 

alle  Theile  des  Protoplasmas  in  dieser  Beziehung  gleiohwerthig 
waren. 

Nun  muss  ich  jedoch  hervorheben,  dass  an  der  grossen 
Mehrzahl  der  gefärbten  Ktfrbe  die  Stelle,  wo  die  Aufsplitterung 
beginnt,  überhaupt  nicht  festzustellen  ist;  es  ist  möglicherweise 
nur  Zufall,  dass  ich  stets  nur  an  einem  Dendriten  einen  Korb- 
ansatz gefunden  habe,  es  könnten  ebenso  gut  an  der  Bildung  jedes 
Korbes  sich  mehrere  Neuriten  betheiiigen.  Allerdings  ist  die 
Serie,  der  die  Bilder  der  Fig.  4  entnommen  sind,  schon  ein  sehr 
günstiger  Fundort  für  jene  Anfangsstellen  der  Körbe.  Bei  aus- 
gewachsenen Thieren  scheinen  alle  Dendriten  so  viel  länger 
geworden,  dass  es  nur  sehr  selten  gelingt,  ein  ähnliches  Bild 
aufzufinden,  selbst  wenn  die  Färbung  so  schön  gelungen  ist,  wie 
an  vielen  Zellen  des  Objectes,  dem  die  Bilder  der  Fig.  2  entnom- 
men sind.  Im  Uebrigen  aber  zeigt  diese  Figur  in  Betreff  der 
Dendriten  wie  der  Zellkörper  dasselbe  wie  die  erste. 

Ganz  übereinstimmende  Bilder  finde  ich  im  Kern  der  late- 
ralen Schleife,  der  bei  Nagern  ausgezeichnet  entwickelt  und 
ziemlich  scharf  abgegrenzt  ist.  Er  beginnt  dicht  über  den  oberen 
Oliven  und  nimmt  zunächst  deren  Platz  ein,  um  sich  cerebral- 
wärts  allmählich  nach  der  dorsalen  Bichtung  zu  verbreitem  und 
unter  den  Vierhügeln  als  längliche  Platte  zu  enden.  Die  meist 
länglichen  Zellen  im  dorsalen  Theil  des  Kernes  sind  vorwiegend 
in  der  Bichtung  von  medial-  nach  lateralwärts  gestellt,  während 
in  dem  ventralen  Theile  des  Kernes  die  Zellen  unregelmässiger 
gestaltet  sind  und  bunt  durcheinander  liegen.  Hier  finde  ich 
meist  in  denselben  Serien  Endkörbe,  wie  im  hinteren  Yierhügd, 
und  in  der  Fig.  3  stellt  der  obere  Theil  einige  Zellen  aus  dieser 
Gegend  von  einem  Präparate  eines  halberwachsenen  Kaninchens 
dar,  an  dem  die  Färbung  der  Körbe  auch  an  den  Dendriten  aus- 
gezeichnet geglückt  ist.  Doch  bin  ich  auch  hier  mit  dem  Auf- 
finden der  Anfangsstellen  der  Aufsplitterungen  nicht  glücklich 
gewesen,  während  die  beiden  unteren  Bilder,  die  derselben  Serie 
entnommen  sind  wie  Fig.  4 ,  mit  dieser  übereinstimmende  Ver- 
hältnisse zeigen. 

Ebenso  wie  an  den  Zellen  der  Fig.  3  ist  auch  an  denen  der 
meisten  übrigen  Kerne,  aus  denen  ich  Beispiele  gezeichnet  habe, 
der  Korb  um  den  Zellleib  nur  am  Bande  als  stark  gefärbter 
Saum  sichtbar.  Ich  habe  bereits  betont,  dass  nach  meiner  Auf- 
fassung auch  hier  nur  sehr  dichte  Körbe  vorliegen  können,  deren 
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Geflecht  von  der  Oberflache,  also  im  einfachen  Durchschnitt, 
nicht  gesehen  wird;  sonst  wSIre  es  ja  unerklärlich,  wie  man  auf 
dem  ganzen  optischen  Querschnitt  eine  scheinbar  einfache  Linie 
dem  so  unregelmSssigen  Gontur  des  ganzen  Protoplasmas  sich 
anschmiegen  sehen  konnte.  An  sich  konnten  nur  eher  Reiche  ein 
solches  optisches  Verhalten  aufweisen,  doch  habe  ich  bereits 
darauf  hingewiesen,  dass  überall,  wo  ich  die  Endigungen  bisher 
an  der  Zellenfläche  studiren  konnte,  ein  feines  Gitterwerk  von 
Fasern  erkennbar  ist,  das,  wie  im  Weiteren  beschrieben  wird, 
nur  in  einigen  Kernen  besonders  in  die  Augen  springende,  aber 
nicht  zu  Membranen  zusammenfliessende  Verbreiterungen  zeigt. 
Dass  ein  dichter  Korb  bei  zu  schwacher  Färbung  das  Bild  eines 
einfachen  Randsaumes  ergeben  kann,  beweist  die  Thatsache, 
dass  ich  in  denjenigen  Kernen,  in  denen  an  stark  gefärbten 
EndiguDgen  das  Geflecht  über  und  unter  der  Zelle  deutlich  er- 
kennbar ist,  stets  zahlreiche  Zellen  finde,  bei  denen  die  Färbung 
entweder  überhaupt  schwach  oder  der  Gegensatz  in  der  Farben- 
stärke beider  gefärbten  Neurone  sehr  gering  ist,  und  die  dann 
weiter  nichts  von  dem  Korb  erkennen  lassen,  als  jenen  feinen 
Saum. 

Gegen  ähnliche  mit  Methylenblau  gewonnene  Bilder  könnte 
man  leicht  den  Einwand  erheben,  dass  bei  der  Reaction  häufig 
der  Aussenrand  der  Zelle  stärker  gefärbt  werde  als  der  ganze 
Körper.  Ich  möchte  dies  indess  für  die  Befunde,  die  ich  hier 
vorlege,  im  voraus  mit  aller  Entschiedenheit  zurückweisen.  Der 
Einwand  mag  vielleicht  Präparaten  gegenüber,  die  durch  post- 
vitale Färbung  gewonen  sind,  eine  gewisse  Berechtigung  haben; 
bei  meinem  Vorgehen  indess  färbt  ^ich  von  allen  Zellen  stets 
luerst  und  am  stärksten  der  Kern  und  dann  der  ganze  Zellkörper 
in  stets  vollkommen  gleichmässiger  Nuance.  Ein  dunkler  sich 
färbender  Zeilrand  wttrde  ja  auch  niemals  das  Bild  eines  so 
scharf  abgesetzten  Saumes  geben,  und  niemandem,  der  die  Prä- 
parate bisher  gesehen  hat,  ist  eine  solche  Auffassung  noch  in 
den  Sinn  gekommen. 

Anders  als  die  bisher  beschriebenen  Abbildungen  stellt  die 
Fig.  4  aus  der  oberen  Olive  eines  halb  erwachsenen  Kaninchens 
nicht  einzelne  ausgewählte  Zellbilder  dar,  sondern  einen  Theil 
dessen,  was  man  auf  einem  Schnitt  durch  das  mediale  Blatt  der 
oberen  Olive  neben  einander  sieht,  freilich  nur  einen  sehr  ge- 
ringen Theil  des  sichtbaren;  denn  im  Präparate  ist  das  ganze 

Mat]i..p1iyi.  ClMse.  1897.  33 
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Gesichtsfeld  von  umsponnenen  ZeUleibern  und  Dendriten  so 
dicht  erfüllt,  dass  es  sich  in  der  Zeichnung  gar  nicht  wieder- 
geben Iflsst.  Bei  dem  betreffenden  Versuchsthiere  sind  in  einem 
Theile  der  Olive  sflmmtliche  Zellen  mit  den  umspinnenden  Körben 
gefärbt,  aber  gerade  deswegen  und  wegen  der  ausserordentlichen 
Länge  der  Dendriten,  die  sich  meist  durch  das  ganze  Organ  er- 
strecken, ist  ihre  Verfolgung  bis  an  die  Spitzen  fast  gar  nicht 
möglich,  und  ausserdem  sind  noch  die  Nervenfasern,  die  ich 
gefärbt  6nde,  hier  von  seltener  Feinheit,  so  dass  ich  wieder 
über  die  Anfänge  der  Umspinnungen  nichts  Bestimmtes  angeben 
kann.  Nur  einzelne  Beobachtungen,  wie  die  Aufsplitterung  der 
auf  der  Figur  in  der  Abbildung  von  links  eintretenden  Faser, 
sprechen  dafür,  dass  auch  hier  der  Beginn  der  Endigung  an  der 
Spitze  eines  Dendriten  stattfinden  kann,  während  an  der  zweiten 
Zelle  links  der  Neurit  den  Zellleib  selbst  zuerst  zu  erreichen 
scheint;  denn  der  Axencylinder,  der  sich  von  unten  heran- 
begiebt,  sieht  eher  einem  endenden  als  einem  entspringenden 
ähnlich,  wie  der  Vergleich  mit  der  darunter  abgebildeten  Zelle 
lehrt,  deren  Neurit  an  seinem  Ursprung  das  früher  beschriebene 
Verhalten  erkennen  lässt. 

Interessant  ist  an  den  Bildern  der  oberen  Olive  das  optische 
Verhalten  der  Zellumspinnungen  an  den  Ursprungstellen  der 
Dendriten.  Trotz  der  ausgezeichneten  Deutlichkeit  der  Färbung 
an  dem  dargestellten  Präparat  ist  von  dem  Korbe  auf  dem  Zell- 
leibe doch  nichts  zu  sehen,  hierzu  ist  auch  der  Unterschied  in 
der  Farbstärke,  in  der  die  beiden  zusammenstossenden  Gebilde 
erscheinen,  zu  gering.  An  den  Ursprungsstellen  der  Dendriten 
aber  verhält  sich  das  optische  Bild  verschieden,  so  dass  man 
danach  Haupt-  und  Nebendendriten  unterscheiden  könnte.  Jede 
Zelle  hat  hier  nämlich  einen  oder  zwei  starke  Fortsätze,  auf  die 
sich  der  Saum  ohne  Unterbrechung  fortsetzt,  während  die  übrigen 
dünneren  Dendriten  vom  Zellleib  durch  eine  etwas  verwaschenere 
Linie  abgetrennt  erscheinen.  Die  Erklärung  dafür  ergiebt  sich 
aus  der  früher  gegebenen  Deutung  des  Randsaumes  von  selbst. 
Wenn  die  dunkle  Umrandung  überall  dort  entsteht,  wo  der 
optische  Querschnitt  einen  Abhang  trifft,  imd  das  Licht  eine 
stärkere  Lage  des  Korbes  passirt,  so  ist  der  Gegensatz  so  zu  er- 
klären, dass  an  einer  oder  zwei  Stellen  sich  der  ganze  ZeUIeib 
allmählich  zu  einem  Dendriten  verdünnt,  während  die  schwäche- 
ren Dendriten  sich  unvermittelter  vom  Zellleib  absetzen.  Aehnliche 
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Beobachtungen   geben   die  Zeichnungen  aus  anderen  Kernen 
wieder. 

Die  Figuren  5 — 4  4  sollen  im  Wesentlichen  nur  als  Belege 
dafür  dienen,  dass  übereinstimmende  Verhältnisse  an  den  ver- ' 
schiedensten  Stellen  des  Himstammes  aufzufinden  sind.  Freilich 
sind  die  Bilder  in  keinem  weiteren  der  oben  bereits  aufgezahlten 
Kerne  so  in  die  Augen  springend  wie  die  im  Vorhergehenden 
beschriebenen.  Ich  habe  meine  zahlreichen  Serien  mit  grosser 
Ausdauer  durchsuchen  müssen,  um  hier  und  da  ein  deutliches 
Bild  aufzufinden,  und  weitere  Aufschlüsse  haben  alle  diese  Be- 
funde nicht  ergeben.  Nur  einer  Beobachtung,  die  ich  an  den 
motorischen  Kernen  machte,  kommt  möglicher  Weise  eine  Be- 
deutung zu :  hier  habe  ich  nämlich  fast  überall  die  Körbe  sich 
nur  über  einen  Theil  der  Zelle  ausbreiten  sehen,  was  vielleicht 
darauf  hindeutet,  dass  um  die  motorischen  Zellen  sich  häufiger 
mehrere  Neuriten  neben  einander  verästeln,  von  denen  meist 
nur  einer  gefärbt  wird. 

An  vielen  Kernen  ist  mir  dann  wohl  die  Färbung  eines 
feinen,  den  Zellrand  begleitenden  Saumes,  nicht  aber  die  von 
Ausbreitungen  auf  die  Dendriten  gelungen.  Jedoch  ist  dies 
ttberall  gerade  da  der  Fall,  wo  die  Färbung  überhaupt  nur  sehr 
schwach  ist,  und  wenn  ich  bemerke,  dass  auch  in  den  Kernen, 
io  denen  ich  am  allersichersten  die  Umspinnung  der  Dendriten 
an  einem  Theile  der  Zellen  sehe,  an  anderen  schwächer  gefärbten 
nur  die  Umspinnung  der  Zellkörper  sichtbar  ist,  so  ergiebt  sich, 
dass  aus  dem  Fehlen  der  Färbung  zum  mindesten  nichts  Nega- 
tives geschlossen  werden  darf  in  Betreff  des  Verhältnisses  der 
Endigungen  zu  den  Dendriten  in  jenen  Kernen. 

Ein  von  den  bisher  beschriebenen  sehr  abweichendes  Bild 
erblickt  man  in  den  Figuren  12 — 17,  welche  ebenfalls  Bilder 
aus  dem  Acusticusgebiete  darstellen.  Die  in  den  Figuren  12-— 45 
abgebildeten  Endigungen  aus  dem  Trapezkern,  die  ich  in  meiner 
letzten  Veröffentlichung *)  beschrieben  habe,  bringe  ich  hier 
hauptsächlich  deshalb  noch  einmal  zur  Sprache,  weil  sie  Held  ^) 
für  seine  Untersuchungen  über  den  Zusammenhang  der  centralen 
Nervenelemente  als  Paradigma  gedient  haben.  Für  diesen  Zweck 


A)  Arcb.  f.  mikroskop.  Anat.  Bd.  47,  4896,  S.  744. 

9)  Arcb.  f.  Aoat.  u.  PhysioL,  Anat.  Abth.  4897,  S.  S57. 
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sind  jene  Körbe  sicherlich  die  geeignetsten,  es  sind  die  gröbsten 
und  am  leichtesten  darstellbaren  Nervenendigungen,  die  ich  bis- 
her im  Centralnervensystem  überhaupt  gesehen  habe.  Zuerst 
richtig  als  Endigungen  gedeutet  sind  diese  Bildungen  von  Hbld 
selbst^),  V.  RöLLiKER  erklärte  sie  zuerst^)  fttr  ein  Kunstproduct, 
änderte  indess  später  3)  diese  Ansicht,  will  aber  hierfür  im  Gegen- 
satz zur  ersten  Angabe  wieder  die  Dicke  der  zuleitenden  Fasern 
als  Kunstproduct  angesehen  wissen.  Ich  habe  dann  die  frag- 
lichen Endigungen  mit  Methylenblau  dargestellt  und  inzwischen 
hat  auch  RAMoif  t  Cajal^)  dieselben  Gebilde  eingehender  unter- 
sucht, ist  aber  zu  dem  Schluss  gekommen,  dass  in  denselben 
keine  Körbe,  sondern  En'dkelche  zu  sehen  seien,  das  heisst,  dass 
die  Fasern  in  Membranen,  >löffelförmige  Plaques«,  wie  der  Autor 
sich  ausdiilckt,  übergehen,  die  die  Zellen  gleichmässig  ein- 
hüllen. 

Letztere  Auffassung  kann  ich  auf  Grund  meiner  Pi^parate 
nicht  anerkennen,  und  auch  Held  scheint  sie  nicht  zu  theilen. 
RjLMON  hat  sich  gewöhnlicher  Farbstoffe  bedient  und  diese  haben 
ihm  ein  ähnliches  Bild  ergeben,  wie  ich  es  von  den  schwach 
gefärbten  Körben  beschrieben  habe,  an  denen  nur  ein  Saum  um 
die  Zelle  sichtbar  ist.  Ich  habe  hervorgehoben,  dass  die  ein- 
fachste Erklärung  für  jenes  optische  Verhalten  freilich  die  An- 
nahme von  Kelchen  wäre,  dass  ich  jedoch  dasselbe  Verhalten 
an  Zellen  gesehen  habe,  deren  Nachbarn  in  demselben  Kern 
deutlich  ein  unterbrochenes  Geflecht  auf  und  unter  dem  Zellleib 
erkennen  lassen.  Im  Trapezkern  sind  meine  Färbungen  so  ausser- 
ordentlich schön  und  deutlich,  dass  ich  mir  durchaus  nicht  denken 
kann,  meine  Bilder  seien  in  mehreren  Dutzenden  von  Serien 
überall  übereinstimmend  so  zustande  gekommen,  dass  von  einer 
einfachen  Membran  nur  Streifen  und  Flecken  geförbt  seien. 
Allerdings  zeigen  die  Abbildungen  der  Fig.  43,  dass  die  Körbe 
beim  erwachsenen  Kaninchen  so  dicht  sind,  dass  sie  nicht  mehr 
weit  davon  entfernt  sind,  geschlossene  Becher  zu  bilden,  im 
Princip  ist  jedoch  zwischen  beidem  ein  grosser  Unterschied,  und 
da  man  wirkliche  Kelche  bisher  mit  Sicherheit  noch  nirgends 
gefunden  hat,  glaube  ich  einigen  Werth  darauf  legen  zu  müssen, 

i)  Arch.  f.  Anat.  u.  Pbysiol.,  Anat.  Abtb.  4  898. 
2)  y.  KöLLiKER,  Handbuch.  VI.  Aufl.,  II.  Bd.,  4  893,  S.S64. 
3}  >  »  »        4896,8.400. 

4)  Rahon  t  Cajal,  Beitrag  zum  Studium  der  Med.  obl. 
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dass  auch  für  unser  Object  der  Nachweis  nicht  als  erbracht 
gelten  kann. 

Zu  meiner  früher  gegebenen  Beschreibung  der  Trapezkern- 
eodigungen  habe  ich  in  Bezug  auf  die  Fasern,  deren  Dicke 
T.  RöLLiuR  als  Kunstproduct  erklärt,  eine  Beobachtung  nachzu- 
tragen, die  für  ihr  Verhalten  wenigstens  eine  Analogie  in  schon 
Bekanntem  an  die  Hand  giebt.  Ich  habe  nämlich  an  neuen 
Serien,  deren  Schnittrichtung  und  Dicke  die  Verfolgung  der 
Fasern  auf  grossere  Strecken  zuliess,  deutlich  verfolgen  können, 
dass  die  Fasern,  wie  die  Figuren  es  zeigen,  sich  erst  allmählich 
vor  der  Endigung  verdicken,  und  zwar  meist,  indem  sie  in  ihrem 
ganzen  Verlauf  nach  der  dorsalen  Richtung  allmählich  stärker 
werden,  ab  und  zu  aber  auch  sehr  bald  nach  dem  Verlassen  des 
Corpus  trapezoides  diejenige  Dicke  erreichen,  die  sie  bis  zur 
Theilung  beibehalten.  Ein  solches  Verhalten  aber  von  endenden 
Neuriten  kennen  wir  bereits  und  es  wird  bei  denjenigen  der 
Korbzellen  der  Kleinhirnrinde  von  niemand  als  Kunstproduct 
angesehen. 

Wober  die  Fasern  stammen,  darüber  möchte  ich  auch  für 
dieses  Object  keine  bestimmten  Angaben  machen;  die  einfache 
Verfolgung  an  Methylenblaupräparaten  leistet  nur  wenig.  Wahr- 
scheiolich  sind  die  Fasern  grossentheils  nur  Collateralen  des 
Gorpas  trapezoides,  wenigstens  habe  ich  dies  noch  am  häu6g- 
sten  constatiren  können;  von  welcher  Seite  aber  die  betreffende 
Trapesfaser  kommt,  kann  man  ihr  nicht  ansehen.  —  Ich  bemerke 
hierbei,  dass  ich  niemals  Axencylinder  der  Trapezkernzellen 
selbst  am  andere  Zellen  des  Kernes  Endigungen  habe  bilden 
sehen,  and  dass  auch  ich  wie  v.  Köllikbr  angesichts  zahlreicher 
Serien,  in  denen  fast  alle  Körbe  gefärbt  sind,  die  betreffende 
Angabe  Hbld's  in  Zweifel  ziehen  muss. 

Die  Bilder  der  Fig.  4  3  lehren  mehrere  Besonderheiten  der 
EudigUDgen  kennen,  zunächst  dass  die  Theilung  des  Neuriten, 
dessen  AuCsplitterung  hier  nie  an  einer  Dendritenspitze  beginnt, 
sowohl  am  Zellkörper  selbst  als  eine  ziemliche  Strecke  vor  ihm 
stattfinden  kann.  Ersteres  zeigt  besonders  deutlich  das  Bild  der 
Zelle  a,  wo  ein  glücklicher  Schnitt  die  erste  Theilung  von  oben 
her  sehen  lässt.  Ferner  zeigen  mehrere  Zellen  in  besonders 
schöner  Ausbildung  die  Verlängerungen  des  Korbes,  die  sich 
auf  die  Dendriten  erstrecken.  Vollständig  übereinstimmend  ist 
aber  das  Bild  mit  denen  aus  anderen  Kernen  durchaus  nicht. 
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ich  kann  hier  jene  feine  Umspinnung  der  Dendriten  bis  an  ihre 
letzten  Endigungen  nicht  auffinden,  und  da  ich  nicht  annehmen 
kann,  dass  bei  den  starken  Färbungen  die  Faserung  im  weiteren 
Verlaufe  nur  wegen  der  zunehmenden  Feinheit  nicht  mehr  sicht- 
bar ist,  so  ergiebt  sich  keine  volle  Analogie  mit  den  früher  be- 
schriebenen Bildern. 

Die  Zeichnung  h  der  Fig.  1 3  zeigt,  dass  eine  Faser  mehrere 
Endigungen  bilden  kann,  und  in  den  Fig.  4  4  und  4  5  sitzen  die 
Körbe  ebenfalls  nur  Theilästen  der  Faser  auf,  während  der  zweite 
Ast  aus  dem  Kern  hinaus  in  die  Gegend  der  kleinen  Olive  zu 
▼erfolgen  ist.  Dieselbe  Richtung  schlägt  die  feine  Faser  ein,  die 
man  an  der  Endigung  c  der  Fig.  4  3  sich  ganz  deutlich  aus  dem 
Korbe  selbst  ablösen  sieht;  vielleicht  können  sich  auf  beide 
Weisen  Axencylinder  mit  ihren  Endigungen  über  zwei  verschie- 
dene Kerne  erstrecken. 

Die  Fig.  43  hat  den  Zweck,  die  Ergebnisse  meiner  Methode 
im  Yerhältniss  zu  der  neuen  Goncrescenzlehre  von  Held  darzu- 
legen. Ich  bemerke  hierbei  zunächst,  dass  ich  in  allen  meinen 
Schnitten  durch  die  verschiedensten  Theile  des  Centralnerven- 
Systems  von  gegen  4  00  mit  Methylenblau  injicirten  Thieren  immer 
noch  keine  einzige  Anastomose  gesehen  habe.  Das  ist  freilich 
nur  ein  negativer  Befund,  aber  doch  wohl  ein  beachtenswerther, 
und  dies  um  so  mehr,  als  alle  neuen  Beobachtuugen,  und  nicht 
zum  mindesten  die  Helo's  selbst,  es  immer  wahrscheinlicher 
machen,  dass  die  Verbindungen  alle  auf  ganz  andere  Weise  zu 
Stande  kommen,  als  durch  einfache  Anastomosen. 

Held  nimmt,  gestützt  auf  Präparate  von  Thieren  verschie- 
denen Alters,  die  nach  einer  Methode  gefärbt  sind,  die  der  Autor 
anzugeben  sieh  vorbehält,  an,  dass  die  Verbindungen  zwischen 
endenden  Axencylindern  und  dem  Protoplasma  im  Laufe  des 
extrauterinen  Lebens  eine  immer  innigere  wird,  indem  bei  neu- 
geborenen Geschöpfen  noch  eine  wirkliche  Scheidewand  wie 
eine  Membran  zwischen  beiden  Neuronen  eingeschoben  ist, 
welche  später  allmählich  schwindet,  so  dass  schliesslich  strecken- 
weise eine  wirkliche  Verwachsung  beider  Elemente  eintritt.  Held 
hält  also  die  Beobachtungen  Früherer  nicht  direct  für  falsch ;  er 
betont  nur,  dass  die  GoLcrsche  Methode  hauptsächlich  an  Em- 
bryonen und  neugeborenen  Geschöpfen  angewandt  werde,  wo- 
durch die  Erkennung  des  von  ihm  aufgefundenen  späteren  Ver- 
hältnisses verhindert  sei. 
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Ich  hatte  nun  zwar  sufhllig  in  meiner  vorigen  Veröffent- 
lichung betont,  dass  ich  mit  meiner  Methode  bei  erwachsenen 
Thieren  überall  gleiche  Verhältnisse  nachzuweisen  im  Stande 
sei  wie  bei  Embryonen,  ich  sah  mich  aber  doch  veranlasst,  einige 
Versuche  an  ganz  alten  Thieren  anzustellen,  um  speciell  die 
HBLD'sche Lehre  beleuchten  zu  können.  Ich  wählte  zunächst  einen 
ganz  alten  Kaninchenbock,  und  was  ich  am  Trapezkem  dieses 
Thieres  erreichte,  zeigt  die  Fig.  4  2.  Diese  ist  nach  einem  Schnitte 
gezeichnet,  um  als  Beleg  dafttr  zu  dienen,  dass  neben  einander 
blosse  Färbung  der  Neuritenendigungen  wie  blosse  Zellfärbungen 
ohne  eine  Andeutung  des  Korbes,  als  auch  gleichzeitige  Färbungen 
beider  Bestandtheile  sich  eingestellt  haben.  Genau  dasselbe  Ver- 
halten findet  der  Leser  auch  an  den  anderen  Abbildungen  mehr- 
fach, von  denen  insbesondere  Fig.  2  und  Fig.  20  nach  Präparaten 
von  ausgewachsenen  Thieren  gezeichnet  sind. 

Lehren  demnach  zwar  die  Untersuchungen  Hblb's  die  inter- 
essante Thatsache  kennen,  dass  die  Verbindung  der  Neuriten- 
endigungen mit  dem  Protoplasma  der  umsponnenen  Zellen  im 
Laufe  des  Lebens  immer  inniger  wird,  so  ist  mit  meinen  Befun- 
den meines  Erachtens  die  Annahme  nicht  zu  vereinbaren,  dass 
schliesslich  eine  wirkliche  Verschmelzung  beider  Substanzen 
stattfindet.  Freilich  lehren  Held's  Untersuchungen  wie  ja  auch 
die  meinigen,  dass  die  Contacte  weit  innigere  sind,  als  man  es 
sich  bisher  vorgestellt  hat,  und  sie  werden  wohl  so  innig  sein, 
dass  rein  histologisch  bei  Anwendung  von  gewöhnlichen  Farb- 
reagentien  das  mikroskopische  Bild  einer  wahren  Verschmelzung 
entsteht,  aber  die  chemisch  differenzirende  Methylenblaumethode 
zeigt  doch  unzweideutig,  dass,  so  dicht  die  Elemente  auch  ver- 
bunden sind,  ihre  Substanzen  sich  nicht  vermischen,  sonst  wäre 
eine  so  reinliche  Scheidung  bei  der  vitalen  Methylenblaureaction 
nicht  denkbar.  Meine  Ansicht  geht  mithin  dahin,  dass  ich  zwar 
Hbld*s  Angaben  nicht  bestreite,  nach  denen  histologisch  nicht  zu 
erkennen  ist,  wo  der  eine  Bestandtheil  anfängt  und  der  andere 
aufbort,  dass  also  rein  morphologisch  bei  Anwendung  der  fein 
differenzirenden  Färbungsmethode  Held's  wohl  eine  Verschmel- 
zung sich  wird  nachweisen  lassen,  dass  aber  beide  Elemente 
noch  so  weit  gesondert  bleiben,  dass  sie  in  ihrem  Chemismus 
von  einander  unabhängig  sind.  Hiernach  sprechen  meine  Be- 
obachtungen im  Gegensatze  zu  Hbld  mehr  fttr  die  Richtigkeit  der 
Gontactlebre. 
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Den  TrapezkemendiguDgen  ganz  ähnlich  sind  diejenigen 
im  ventralen  (accessorischen)  Acusticuskern  (vergl.  Fig.46u.47]. 
Nur  sind  die  Verbreiterungen  der  Fasern  hier  nicht  so  reich, 
aber  die  Zeichnungen  sind  nach  Präparaten  vom  Hund  und  der 
Katze  gezeichnet,  bei  denen  auch  die  Trapezkemendigungen, 
wie  die  Fig.  4  4  lehrt,  nicht  so  reich  an  jenen  Bildungen  sind,  die 
ich  früher  nach  dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauch  als  KnOpf- 
chen  bezeichnet  habe,  die  aber  wahrscheinlich  nur  Verbreite- 
rungen und  nicht  Verdickungen  sind.  —  Bei  den  Nagern  ist  der 
ventrale  Kern  sehr  viel  weniger  entwickelt,  es  tritt  dafür  das 
Tuberculum  acusticum  in  schönster  Ausbildung  auf,  in  diesem 
erscheinen  aber  wieder  die  zuerst  beschriebenen  Bilder  der 
Körbe  mit  feiner  Umspinnung  der  Dendriten. 

Auch  an  den  Fasern,  die  im  ventralen  Acusticuskern  enden, 
ist  die  allmähliche  Verdickung  vor  der  Endigung  oft  deutlich  zu 
erkennen,  daneben  enthält  aber  dieser  Kern  sehr  viele  Fasern, 
die  sich  ausserordentlich  reich  verästeln,  wie  die  in  die  Fig.  4  6 
eingezeichnete.  Dass  diese  Fasern  schliesslich  mit  in  die  End- 
körbe eingehen,  habe  ich  nicht  sicher  verfolgen  können,  aber 
Beobachtungen  wie  die  der  Zelle  a  beweisen,  dass  an  der  Bil- 
dung eines  Korbes  noch  Nebenfasern  theilnehmen  können.  Zu- 
gleich ist  hier  das  dem  Leser  vom  Trapezkern  her  bereits  be- 
kannte Hervorgehen  einer  Faser  aus  dem  Korb  selbst  erkennbar. 

Eine  oberflächliche  Aehnlichkeit  mit  den  zuletzt  beschrie- 
benen Endigungen  haben  die  viel  kleineren  Bilder  der  Fig.  4  8. 
Dieselbe  stellt  einen  Theil  eines  Längsschnittes  einer  Kleinhirn- 
windung dar,  deren  Körnerschicht  von  unzähligen  kleinen  Faser- 
endigungen  erfüllt  ist,  an  denen  man  nur  mehr  von  den  Ver- 
breiterungen als  von  den  Fasern  erkennt.  Die  Art,  wie  diese 
Rndapparate  den  Fasern  aufsitzen,  macht  es  für  jeden,  der  die 
Kleinhirnrinde  viel  mit  der  GoLGi'schen  Methode  untersucht  hat, 
ohne  weiteres  deutlich,  dass  die  Fasern  nichts  anderes  sind,  als 
die  von  Ramon  als  Hoosfasern  bezeichneten  Bildungen.  Diese 
erweisen  sich  mithin  nicht  als  Kunstproducte.  Ebenso  wenig 
sind  sie  Entwicklungsstadien,  ist  doch  die  Fig.  4  8  nach  einem 
Präparate  von  einer  ausgewachsenen  Katze  gezeichnet,  und  ich 
habe  auch  mit  der  GoLGi'schen  Methode  jene  Bildungen  bei  er- 
wachsenen Thieren  imprägnirt  gefunden.  Die  Silberbilder,  die 
ich  hierbei  erhalten  habe,  entsprechen  zwar  meist  den  gewöhn- 
lichen Abbildungen;  man  sieht  den  Fasern  selbst  oder  kleinen 
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Nebenftstchen  ein  schwer  zu  beschreibendes  kleines  Gebilde 
au&itzen,  das  allem  anderen  eher  ähnlich  ist  als  einer  Nerven- 
endigung. Aber  ebenso  wie  Hbld  in  seiner  Arbeit  besehreibt 
und  abbildet,  habe  ich  die  Fasern  auch  mit  der  Silbermethode 
öfter  so  gefunden,  dass  ein  ganz  ähnliches  Bild  resultirte  wie 
in  den  Methylenblaubildem  der  Fig.  4  8. 

Das  hier  gezeichnete  Verhalten  gehört  zu  meinen  ersten 
Fanden  mit  der  Methode,  ist  aber  inzwischen  auch  von  Dogiel 
beschrieben  worden.  Mit  der  Deutung,  die  dieser  Autor  giebt, 
kann  ich  mich  nicht  bestimmt  einverstanden  erklären.  Dogiel 
schliesst  nämlich  aus  der  Form  der  Endigungen,  dass  sie  be- 
stimmt seien,  kleine  Körnerzellen  zu  umfassen.  Diese  Deutung 
ist  freilich  sehr  naheliegend,  allein  es  ist  mir  bisher  nicht  ge- 
lungen, eine  so  umsponnene  Zelle  aufzufinden,  und  bei  genauerem 
Zusehen  wird  man  auch  gewahr,  dass  die  Form  der  Endigungen 
jenem  angenommenen  Zwecke  nicht  ganz  angepasst  ist.  Denn 
theils  sind  dieselben  viel  zu  gross  für  die  kleinen  Eörnerzellen, 
und  es  kommen  ausserdem  sehr  langgestreckte  Ausbreitungen 
vor,  besonders  wo  die  Endigungen  der  Faser  wie  Beeren  dicht 
anhängen. 

Ueberhaupt  ist  es  schwer,  bei  der  Annahme  der  DoGiEL^schen 
Deutung,  sich  ttber  die  Leitungsverhältnisse  in  der  Körnerschicht 
eine  Vorstellung  zu  bilden;  denn  es  kommt  hinzu,  dass  auch  die 
Dendriten  der  Kömer  nach  einer  Hypothese  von  Ramon  y  Cajal 
sich  um  die  Körper  ihrer  Nachbarn  verästeln  sollen.  Auch  fttr 
diese  Annahme  kann  ich  keine  Belege  finden,  dagegen  bin  ich 
öfter  auf  Bilder  gestossen,  wie  sie  die  Fig.  4  9  giebt,  wo  eine 
Dendriten  Verästelung  mit  einer  Moosfaserendigung  zusammen- 
zutreffen scheint,  ohne  dass  eine  Zelle  darin  liegt,  und  es  würde 
sich  aus  diesen  Beobachtungen,  die  freilich  nicht  häufig  und 
wegen  der  Feinheit  des  Objectes  nicht  ganz  unzweideutig  sind, 
ergeben,  dass  die  fraglichen  beiden  Bestandtheile  in  einem  ähn- 
lichen Verhältnisse  zu  einander  stehen,  wie  es  in  den  Glomeruli 
des  Bulbus  olfactorius  vorzuliegen  scheint. 

lieber  die  Verbindungsweise  der  übrigen  Elemente  der 
Ueinhimrinde  etwas  auszusagen  berechtigen  mich  meine  bis- 
herigen spärlichen  Beobachtungen  noch  nicht,  das  Glück  war 
mir  hier  nicht  günstig. 

Dagegen  sind  meine  Untersuchungen  wiederum  sehr  erfolg- 
reich gewesen  bei  der  Grosshirnrinde.  Ich  hätte  meine  allgemeinen 
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Schlüsse  mit  weit  mehr  Vorsicht  ziehen  zu  mflssen  geglaubt, 
hatte  mir  nicht  die  Untersuchung  dieses  wichtigsten  Organes 
sowohl  mit  den  im  Vorhergehenden  beschriebenen  als  auch  in 
allen  seinen  Theilen  vollständig  unter  einander  übereinstim- 
mende Resultate  ergeben. 

Soweit  mir  die  Literatur  bekannt  ist,  habe  ich  Ober  die 
Verbindungsweise  der  Elemente  der  Grosshimrinde  keine  ein- 
zige positive  Angabe  gefunden ;  die  meisten  Darstellungen  be- 
gnügen sich  mit  dem  Hinweis  auf  die  Hypothese  Ramon's,  nach 
der  in  der  Grosshirnrinde  die  Reizübertragung  vermittelst  der 
Spitzen  der  Dendriten  und  der  Domen,  die  die  Dendriten  auf 
der  Oberfläche  tragen  sollen,  in  der  Weise  geschehen,  dass  die 
Enden  sich  insbesondere  in  der  Schicht  der  Tangentialfasern  an 
die  Neuriten  anlegen  und  die  Ströme  gleichsam  absaugen.  Er- 
wiesen ist  hiervon  nichts  mit  Sicherheit,  ja  ein  Verhältniss  wie 
das  angenommene  wSre  auch  histologisch  mit  unserer  Methodik 
kaum  erweisbar. 

Was  nun  meine  Befunde  in  der  Hirnrinde  betrifft,  so  ist  zu 
ihrer  Beschreibung  wenig  zu  sagen,  die  Bilder  der  Fig.  20  sind 
ja  kaum  misszuverstehen  und  stimmen  mit  den  oben  beschrie- 
benen ganz  überein.  Die  Körbe  sind  auch  hier  bald  ganz  zu 
sehen,  bald  nur  am  Rande  des  ganzen  protoplasmatischen  Theils, 
bald  aber  auch  nur  an  dem  des  Zellkörpers  und  des  Anfangstheils 
der  Hauptdendriten,  und  zwar  letzteres  leider  an  allen  grossen 
Pyramidenzellen.  Soweit  ich  den  Beginn  der  Aufsplitterungen 
feststellen  konnte,  was  bisher  nur  an  den  kleineren  Zellarten 
möglich  war,  ergaben  sich  genau  mit  denen  des  hinteren  Vier- 
hügels übereinstimmende  Verhältnisse.  An  der  Serie  vom  er- 
wachsenen Kaninchen,  der  die  Abbildungen  entnommen  sind, 
war  nur  der  Beginn  der  Aufsplitterungen  an  der  Spitze  eines 
Dendriten,  meist  des  oberen,  aber  auch  öfters  anderer,  noch  sehr 
viel  häufiger  zu  constatiren,  und  es  scheint  hier  dieses  Verhalten 
noch  mehr  zu  überwiegen. 

Es  zeigt  sich  mithin,  dass  in  der  Grosshimrinde  dieselben 
Verbindungsapparate  vorhanden  sind  wie  in  anderen  Theilen 
des  Gehirns.  Selbstverständlich  kann  ich  daraufhin  nicht  in 
Abrede  stellen,  dass  es  nicht  auch  noch  andere  Wege  für  die 
Reizübertragung  giebt;  jene  Hypothese  Ramon's  aber,  die  die 
Dendritenspitzen  als  die  eigentlichen  Aufhahmeapparate  der  Er- 
regungen hinstellt,  war  doch  nur  eine  Aushilfe  bei  dem  bis- 
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herigen  Mangel  an  positivem  Wissen,  und  sie  verliert  somit, 
wenn  meine  Befunde  sich  bestätigen,  ihre  Berechtigung.  Dass 
für  die  Dornen  an  den  Protoplasmafortsätzen,  denen  Ramon  eine 
so  grosse  Bedeutung  beilegt,  bei  der  Fortleitung  der  Reize  gar 
keine  Rolle  ttbrig  bleibt,  zeigen  meine  Befunde,  wie  mir  scheint, 
anzweideutig.  Ich  habe  früher  betont,  dass  ich  die  Dendriten 
in  meinen  Präparaten  stets  glatt  sehe;  dies  kann  ich  auch  heute 
noch  aufrecht  erhalten,  muss  aber  eine  Einschränkung  machen. 
Ich  habe  die  Dornen  einige  Male  in  der  Grosshirnrinde,  aber 
auch  nur  hier,  gesehen  und  zeichne  das  Bild  in  die  Fig.  20  mit 
ein.  Meine  Objecto  legen  die  Annahme  nahe,  dass  es  nur  Lymph- 
räume  sind,  in  denen  das  Methylenblau  von  der  Fixationsfltlssig- 
keit  getroffen  wurde.  Es  sind  ganz  feine  Knötchen,  die  zum 
Theil  mit  dem  Dendrit  gar  nicht  verbunden  sind,  zum  Theil 
durch  eine  ganz  feine  blaue  Linie  mit  ihm  zusammenhängen« 
Das  Ganze  erinnert  kaum  an  das  grobe  Bild  der  Silberpräparate. 

Ich  bemerke  noch,  dass  in  der  Serie,  aus  der  meine  Abbil- 
dungen stammen,  und  in  einer  zweiten  die  Endigungen  sich 
über  die  ganze  Rinde  verstreut  finden,  so  dass  ich  in  ihnen  eine 
allgemeine  Einrichtung  des  ganzen  Organs  sehe.  Dagegen  ist 
mir  der  Nachweis  nicht  an  allen  Zellarten  geglückt,  er  fehlt  für 
die  Zellen  der  obersten  und  untersten  Schicht. 

Wo  mich  meine  Untersuchungen  aber  bisher  im  Stiche  ge- 
lassen haben,  darf  ich  nach  meinen  Erfahrungen  mit  der  höchst 
launenhaften  Methode  bestimmt  hoffen,  bei  ausgedehnter  An- 
wendung derselben  die  Verbindungen  noch  nachweisen  zu 
können. 


Erklärung  der  Abbildungen. 

Sämmtlicbe  Abbildungen  sind  nach  Präparaten  gezeichnet,  die  mit  der 
Methode  der  subcutanen  Methylenblau-Injection  gewonnen  sind. 


Fig.  4.  Zellbilder  aus  dem  Kern  des  hinteren  Vierhügels  vom  neugebore- 
nen Meerschweinchen.  Vergr.  Harlnack  Obj.  7,  Oc.3. 

Fig.  2.    Dasselbe  von  einem  erwachsenen  Kaninchen.  Vergr.  Obj.  7,  Oc.  3. 

Fig.  3.  Dasselbe  aus  dem  Kern  der  lateralen  Schleife,  a)  eines  8  Wochen 
alten  Kaninchens,  b)  eines  neugeborenen  Meerschweinchens. 
Vergr.  Obj.  7,  Oc.  8. 

Fig.  4.  Aus  einem  Schnitt  durch  das  mediale  Blatt  der  oberen  Olive  eines 
8  Wochen  alten  Kaninchens.  Vergr.  Obj.  7,  Oc.  3. 

Fig.  6.  Zellbilder  aus  dem  Facialiskern  eines  erwachsenen  Kaninchens. 
Vergr.  Obj.7,  Oc.  3. 

Fig.  6.  Dasselbe  aus  dem  cerebralen  Trigeminuskem  eines  erwachsenen 
Kaninchens.   Vergr.  Obj.  7,  Oc.  8. 

Fig.  7.  Dasselbe  aus  dem  Oculomotohuskern  eines  jungen  Kaninchens. 
Vergr.  Obj.  7,  Oc.  3. 

Fig.  8.  Eine  Zelle  aus  der  Substantia  reticulata  eines  erwachsenen  Kanin- 
chens. Vergr.  Obj.  7,  Oc.  3. 

Fig.  9.  Zellbilder  aus  dem  Corpus  genicnlatum  med.  eines  erwachsenen 
Kaninchens.  Vergr.  Obj.  7,  Oc.  8. 

Fig.  4  0.  Dasselbe  aus  einem  Brückenkern  eines  erwachsenen  Kaninchens. 
Vergr.  Obj.7,  Oc.3. 

Fig.  41.  Dasselbe  aus  dem  vorderen  Vierhügel  eines  erwachsenen  Kanin- 
chens. Vergr.  Obj.  7,  Oc.  8. 

Fig.  4  2.  Schnitt  durch  den  Trapezkern  eines  ganz  alten  Kaninchens.  Vergr. 
Obj.  4,  Oc.  3. 

Fig.  13.  Endapparate  aus  dem  Trapezkern  eines  erwachsenen  Kaninchens. 
Vergr.  Obj.  9,  Oc.  2. 

Fig.  44.    Dasselbe  von  einem  1/4  Jahr  alten  Hund.   Vergr.  Obj.  7,  Oc.  3. 

Fig.  4 5.  Dasselbe  von  einem  8  Wochen  alten  Meerschweinchen.  Vergr. 
Obj.7,  Oc.3. 

Fig.  16.  Dasselbe  aus  dem  ventralen  (accessorischen)  Acusticuskern  eines 
Vi  Jahr  alten  Hundes.  Vergr.  Obj.  7,  Oc.  3. 

Fig.  4  7.    Dasselbe  von  einer  ausgewachsenen  Katze.   Vergr.  Obj.  7,  Oc.  3. 

Fig.  18.  Aus  einem  Längsschnilt  durch  die  Körnerschicht  einer  Kleinhirn- 
windung einer  ausgewachsenen  Katze.  Vergr.  Obj.  7,  Oc.  3. 

Fig.  49.  Körnerzellen  und  Moosfasern.  Von  einem  ausgewachsenen  Kanin- 
chen.  Vergr.  Obj.  7,  Oc.  3. 

Fig.  20.  Zellbilder  aus  den  mittleren  Schichten  der  Grosshirnrinde  vom 
ausgewachsenen  Kaninchen.   Vergr.  Obj.  7,  Oc.  3. 


AUSSERORDENTLICHE  SITZUNG  VOM  13.  NOV.  1897. 

Vortrage  hielten: 
Herr  H.BRirvs,  o.M.:  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  V.  Hansdorff:  »Das 

Risico  bei  Zufallsspielen.« 
P.  Drude,  ao.  M.:  »Zur  Theorie  der  anomalen  elektrischen  Dispersion  und 

Absorption. 

F.  Hansdorff,  Das  Risico  bei  Zufallsspielen.  Vorgelegt  von 
H.  Bruns. 

Die  vorliegende  Arbeit  behandelt  in  elementarer  Weise 
zwei  zur  Charakteristik  eines  Zufallsspiels  geeignete  Grössen, 
die  ich  durchschnitUiches  und  mittleres  Risioo  nenne,  und  die 
sich  zu  den  Gewinnen  und  Verlusten  des  Spieles  ähnlich  ver- 
halten, wie  der  durchschnittiiche  und  mittlere  Fehler  einer  Be- 
obachtungsreihe SU  den  positiven  und  negativen  Fehlern  der 
Einzelbeobachtungen.  Eine  tiefere  Discussion  vom  Standpunkte 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  habe  ich  nicht  geben  wollen, 
da  hierbei  nur  Dinge  zu  berühren  wären,  die  sich  in  der  Sprache 
der  Fehlertheorie  besser  sagen  lassen  und  dort  längst  gesagt 
worden  sind.  Selbst  auf  das  Gxuss'sche  Gesetz  ist  nur  gelegent- 
lich als  Grenzfall  hingewiesen,  ohne  den  Beweis,  dass  ein  aus 
zahlreichen  Einzelfehlern  combinirter  Gesammtfehler  angenähert 
das  Exponentialgesetz  befolgt,  auf  unseren  gegenwärtigen  Fall 
zu  übertragen  —  einen  Beweis,  der  im  Allgemeinen  auf  die  Er- 
mittlung der  ersten  Glieder  einer  semiconvergenten  Reihe  hinaus- 
zuführen scheint.  Unsere  Betrachtung  verhält  sich  also  zu  einer 
allgemeinen  Theorie  der  Zufallsspiele  etwa  wie  die  GAUss*sche 
Theoria  combinationis,  diß  mit  dem  einzigen  Begriff  des  mittleren 
Fehlers  operlrt,  zu  der  älteren  Theoria  motus,  in  der  das  Fehler- 
gesetz selbst  abgeleitet  wird.  Uebrigens  steht  es  so,  dass,  so 
lange  das  GAUss^sche  Gesetz  angenähert  gilt,  der  betreffende 
Beobachtungsmodus  oder  das  betreffende  Zufallsspiel  durch  eine 
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Grösse,  zu  der  wir  den  mittleren  Fehler  oder  das  mittlere  Risico 
wählen  können y  hinreichend  charakterisirt  ist;  wo  dies  nicht 
der  Fall  ist,  treten  weitere  Potenzmittelwerthe  gerader  und  (bei 
merklicher  Asymmetrie  gegen  den  Mittelwerth]  ungerader  Ord- 
nung als  nothwendige  Bestimmungssttlcke  hinzu ,  bis  hinab  zu 
dem  einzelnen,  willktlrlich  angeordneten  Zufallsspiel,  worin 
eigentlich  alle  einzelnen  Gewinne,  Einsätze  und  Wahrscheinlich- 
keiten die  charakteristischen  Parameter  sind. — Es  war  mir  nicht 
möglich,  die  theilweise  in  Versicherungszeitschriften  zerstreute 
Literatur  über  das  Risico  vollständig  einzusehen;  tlbrigens  ist 
bei  der  Einfachheit  dieser  Betrachtungen  ein  Ansprach  auf 
Priorität  wohl  von  keiner  Seite  zu  erheben.  Mir  kam  es  mehr 
auf  die  Consequenz  und  Klarheit  der  Grundbegriffe,  als  auf  abso- 
lute Neuheit  der  Resultate  an ;  und  ich  kann  nicht  behaupten, 
dass  ich  in  den  mir  vorliegenden  Arbeiten  (die  im  Folgenden 
gelegentlich  citirt  sind)  jene  Consequenz  gefunden  hätte.  Gegen 
die  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  so  unerlässliche  Schei- 
dung zwischen  unabhängigen  und  abhängigen  Ereignissen  ist 
von  mehr  als  einer  Seite  Verstössen  worden,  weshalb  ich  diesem 
Punkte  eine  besondere  Aufmerksamkeit  zugewandt  habe.  Die 
beiden  ersten  Abschnitte  sind  den  grundlegenden  Erörterungen, 
die  drei  letzten  den  Anwendungen  auf  Lotterie,  Anldhen  und 
Versicherungswesen  gewidmet. 

1.  Das  durchschnitüiche  Risico. 

Bei  jedem  Zufallsspiel  handelt  es  sich  uov^zwei  einander 
gegenüberstehende  Spieler  und  um  bedingte,  also  mit  Wahr- 
scheinlichkeitswerthen  behaftete  Zahlungen  des  einen  an  den 
anderen.  Um  Worte  zu  sparen,  soll  der  eine  der  beiden  kurz- 
weg als  Spieler,  der  andere  als  Spieluntemehmer  bezeichnet 
werden;  ferner  sollen  Zahlungen  des  Spielers  an  den  Unter- 
nehmer Einsätze,  Zahlungen  des  Unternehmers  an  den  Spieler 
Preise  heissen.  Durch  Trennung  der  möglichen  Fälle  lässt  sich 
das  Zufallsspiel  immer  auf  die  Form  bringen,  dass  n  einander 
ausschliessende  und  zur  Gewissheit  ergänzende  Ereignisse  mit 
den  Wahrscheinlichkeiten  PiPf'Pn  ^^  Betracht  kommen,  der- 
art dass 
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im  Falle  des  Ereignisses  p^  habe  der  Spieler  den  Einsatz  E^j 
der  Unternehmer  den  Preis  A^zu  zahlen.   Die  Grössen 

(2)  ^=^«Pa^a,       E=^ap^E^ 

stellen  die  Summen  der  mathematischen  Gewinnhoffnungen  fttr 
Spieler  und  Unternehmer  dar;  ist  das  Spiel  ein  »gerechtest,  so 
ist  A  =  Ef  ist  es  fttr  den  Unternehmer  gttnstig,  so  ist  A<C.E, 
Die  Differenz 

\3)  ^a  =  ^a  ~  ^a 

stellt,  im  Falle  p^,  den  Reingewinn  des  Spielers  dar  (oder  fttr 

Xß  <;  0  den  reinen  Verlust),  und  der  Ausdruck 

(4)  X  =^« PaXcc  =  A---  E 

seine  gesammte  Reingewinnhoffnung,  die  bei  gerechtem  Spiel 
verschwindet;  ebenso  ist  —  cc^  der  Reingewinn  des  Unter- 
nehmers im  Falle  p^,  und  —x  seine  gesammte  Reingewinn- 
hoffhnng.  Wenn  x  nicht  verschwindet,  so  können  wir  schreiben 

0  =^«  p^  [x^  —  x)  =^a  p^(Aa  —  Ea  —  x), 

d.  h.  das  Spiel  wttrde  ein  gerechtes  sein  mit  den  Preisen  A^  —  x 
und  den  Einsätzen  E^  oder  mit  den  Preisen  A„  und  den  Ein- 
sätzen E„  +  X,  Bleiben  wir  bei  dieser  zweiten  Vorstellung 
and  nehmen  x  als  negativ,  das  Spiel  als  ein  fttr  den  Unter- 
nehmer gttnstiges,  so  zahlt  der  Spieler  zu  jedem  der  »gerechten« 
Einsätze  E^  +  x  thatsächlich  einen  festen  Zuschlag  —  (t,  den 
er  also  bereits  vor  Eröffnung  des  Spieles  zahlen  kann  und  der 
den  »ungerechten«  Gewinn  des  Spielunternehmers  darstellt. 
Diese  von  vornherein  zu  entrichtende  Abgabe  an  den  Unter- 
nehmer beeinflusst  im  Uebrigen  den  Charakter  des  Spieles  nicht, 
das  nunmehr  zu  einem  gerechten  wird:  wir  denken  uns  die 
Abtrennung  des  Theiles  x  (der  dem  »systematischen«  Theile 
eines  Beobachtungsfehlers  a;„  entspricht)  ausgeführt,  ändern 
die  Bezeichnung  und  nennen  die  neuen  Grössen  wieder  A^,E^j  o?^, 
sodass  fortan  die  durch  (4)  definirte  Grösse  x  verschwindet. 

In  der  Praxis  sind  vielfach  die  Einsätze  E^^  einander  gleich, 
also  s=  E,  und  werden  dann  ebenfalls  vor  Eröffnung  des  Spieles 
entrichtet;  die  Preise  A^  werden,  soweit  sie  nicht  verschwinden 
in  welchem  Falle  o?^  =  —  E,  d.  h.  der  Spieler  seinen  Einsatz 
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verliert),  in  der  Regel  grösser  als  E  gehalten.  Nehmen  wir  z.  B. 
an,  dass  in  einer  Lotterie  von  s  Loosen  a  Loose  mit  den  Preisen 
(Gewinnen)  A,  b  Loose  mit  den  Gewinnen  B  gezogen  werden, 
während  c  Nieten  bleiben,  so  ist  für  den  Spieler  eines  Looses 

E=aA  +  bB  y     x^=A^Ey     x^  =  B  —  E  ^     ^3= — ^\ 

Die  Formel  5  E=aA-{-bB  spricht  die  Bedingung  des  gerechten 
Spieles  hier  unmittelbar  in  der  Form  aus,  dass  Einnahmen  und 
Ausgaben  des  Lotterieuntemehmers  bilanziren,  so  dass  weder 
er,  noch  die  Gesammtheit  der  Spieler  Gewinn  oder  Verlust  er- 
leidet. Um  die  Zerlegung  in  die  einander  ausschliessenden  Fälle 
noch  an  einem  andern  Beispiel  zu  zeigen,  nehmen  wir  zwei  von 
einander  unabhängige  Lotterien  von  je  s  Loosen  an ;  in  der  einen 
sollen  a  Loose  mit  dem  Gewinn  A ,  iq  der  andern  b  Loose  mit 
dem  Gewinn  B  gezogen  werden.  Auch  hier  ist  fttr  einen  Spieler, 
der  zu  beiden  Lotterien  ein  Loos  nimmt,  der  Gesammteinsatz 

jj;  =  2 —^  aber  wegen  der  Unabhängigkeit  beider  Ziehungen 

sind  vier  Fälle  zu  unlerscheiden ,  je  nachdem  beide  Loose  oder 
eins  von  beiden  oder  keines  gewinnt.  Es  wflre  also  etwa  zu 
setzen 


ab 

P^  =  V^ 

> 

K=^A  + 

Ä ,    x^=A  +  B 

ais  —  h) 

> 

A,  =  A 

r      .T,  =  A-E 

v.-'-r 

> 

A^  =  B 

,     x.^B-E 

„-an,- 

-b) 

> 

A.  =  fi 

,     Xm  =       h 

woraus  wieder^a  Pa^a^^^^  folgt. 

Das  Verschwinden  des  Ausdrucks  ^a  p^a^^j  bedingt,  dass 
die  Xf^  theils  positive,  theils  negative  Werthe  haben,  dass  also 
einer  Anzahl  Reingewinne  eine  Anzahl  Verluste  gegen  abersteht. 
Trennen  wir  die  a:^  in  die  positiven  Xj^  und  die  negativen  a?^, 
so  ist 

^«  P:r^7r  +2'  P»'^"  =  ^  ' 
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oder 

(5)  ^=^P^a?7r  =  — ^^P,.^,.  =  4^P«[a?«]. 

Diese  Grösse  D^  der  mit  HUeksicht  auf  die  Wahrscheinlichkeiten 
genommene  Mittelwerth  aus  den  positiven  oder  den  absoluten 
negativen  oder  der  halbe  Mittelwerth  aus  allen  absoluten  Werthen 
der  Beingewinne  x^y  soll  das  durchschnittliche  Risico  des  Zufalls- 
spieles heissen.  Er  besitzt  eine  einfache  praktische  Bedeutung: 
er  stellt  n&mlich  einerseits  die  Prämie  D  =-^^  p„  x^  dar,  für 
welche  der  Spieler  seine  Geu;tnnchance  an  einen  anderen 
Spieler  abtreten  (verheuern)  kann,  andererseits  die  Prämie 
i>=  —  y^  Pv^gy,  fttr  welche  der  Spieler  sich  bei  einem  an- 
deren Spieler  gegen  Spielvcr/tiÄ^  versichern  kann. 

Man  kann  diese  Operationen  fortgesetzt  denken.  Der  Spieler 
A  habe  seine  Gewinnchance  an  B  verheuert  und  dafttr  die 
Prämie 

erhalten.  Der  Spieler  B  erleidet  nur  dann  Verlust,  wenn  x^<ZD 
ausfällt;  er  kann  seine  Gewinnchance  an  einen  Spieler  C  weiter- 
geben und  erhält  dafür  die  Prämie 

^i=^«P«(«^«-^)>     ^a>^' 
Ebenso  wttrde  C  seine  Gewinnchance  für  die  Prämie 

^,=^«Pa(^«-^-^4),     x^>D  +  D, 

verheuern  können  u.  s.  f.  Umgekehrt,  wenn  sich  i4,für  die 
Prämie 

bei  B  gegen  Spielverlust  versichert  hat,  so  kann  B  sich  bei  C 
fOr  die  Prämie 

D' -^«Palxa  +  D),    as«  <  -  ^ 

gegen  einen  aus  seinem  Verhältniss  zu  A  resultirenden  Verlust 
rückversichern,  und  C  kann  sich  wiederum  für  die  Prämie 

gegen  Verlost  weiter  versichern  u.  s.  w. 

M»th.-pli7i.  CUsae.  1897.  34 
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Weno  die  ReingewinDe  x^^  dicht  genug  vertheilt  sind,  um 
als  stetige  Mannigfaltigkeit  angesehen  zu  werden,  so  tritt  an 
Stelle  der  Wahrscheinlichkeit  p^^  von  x^  die  Wahrscheinlichkeit 

dx 

q>(x)dXy  dass  der  Reingewinn  zwischen  den  Grenzen  xib  — 
liege,  und  unsere  Summen  gehen  in  Integrale  über  die  »Fehler- 
Function  €  (p[x)  tlber  *).  Die  Relationen^«  p„  =  4 ,  ^g  Pa-'^a^  ^ 
werden 

+  00  +00 

I (pdx=  i ,     I xq)dx  =  0 

—  00  — 00 

und  die  Gleichungen  für  DD^D^D'D"  geben 

Dr=ijxq>dx^=^^jxq>dx^ 

0  —OD 

D^  =f(x  ^D)q>dx^     Z>'=  —  f(x  +  D)q>dXy 

D  —OD 

OB  -D-Zy 


i>+A 


Wenn  q){x)  eine  gerade  Function  von  öd,  also  qp(—  a;)  =  9?(x) 
ist,  so  wird  einfacher 


(6) 


OD  OD 

lq>dx  =  \j      D  =  jxq>  dx, 

0  0 

OD  OD 

D^=iy=f(x-'D)q>dx,    D^=]y=  f{x  —  D—D^)q>dx. 


Im  besonderen  Falle  des  GAUss'schen  Fehlergesetzes 

(7)  (plx)  =  -~^e-^^^ 


4)  Die  Ausdrücke  Fehlerfunction,  Fehlergesetz,  PrficisioDsmaass  be- 
durften im  Grunde  einer  sinngemässen  Anpassung  an  die  Nomenclatur 
der  Zufallsspiele,  ähnlich  wie  wir  statt  durchschnittlichen  und  mittleren 
> Fehlers«  jetzt  durchschnittliches  und  mittleres  »Risico«  haben. 
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werden  DD^D^  gleich  absoluten  Zahlen,  dividirt  durch  das  Prä- 

cisionsmaass  A.  Wenn  man  neben  den  bekannten  Transcendenten 

y 

©(y)  =  -4  fe-^\t  und 
yn  J 

0 

uo  

0{rj)  =  ey'fe-''dt^^ey'[\  -  &{y)] 
y 
noch  die  dritte  Function 

00 

"f^)  =  ä/e-  *'(f  -  y)dt  =  e-v'  -  V«  y  [<  -  ©(y)] 
eioftthrty  so  folgt 

OD 

0 

OD 

hD,  =  -L  /*e-A*'»'(Aa;  -  ÄZ>) d(Aa;)  =  -~=  W{hD) 

hD,=^-^V[hD  +  hD,) 
u.  8.  w.   Setzt  man  D^  =  D  >  ^^y  D^  =  D  •  d,,  so  folgt 

'■-"(iTj)'  '-^m-  '--"C^^] 

a.  s.  w.    Aus  den  Tafeln  fttr  diese  transcendenten  Functionen 
findet  man 

(8)         d^  =  0,57854  ,     (J,  =  0,40272 ,     d,  =  0,30645 , 

woraus  die  Abnahme  der  durchschnittlichen  Risiken  bei  succes- 
siver  Rflckversicherung  oder  Gewinnverheuerung  ersichtlich  ist. 
Mit  welcher  Annäherung  die  eben  aufgeführten  Zahlen 
ä^3^^^  ...  selbst  bei  beliebig  anderer  Vertheilung  der  x  repro- 
dncirt  werden,  ist  etwa  aus  folgendem  Reispiel  zu  ersehen.  Es 
möge  X  alle  Werthe.  von  —  k  bis  +  k  mit  gleicher  Wahrschein- 
lichkeit annehmen  können,  sodass  9>(^)  =  yr  für  cc*  g/r*  und 
^  (x)  =  0  fttr  x*  >  Ä*.   Dann  findet  man 

34* 
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k 

jx fxdx ifc^ 

0 

J.  =  (,  -  »^)'= (,  _  !±ü)',  ,..  =  (.-  !±i±i)V.w. 

Damit  wird 

6,  =  0,56260  ,     d^  =  0,374  34  ,     d,  =  0,26684 . 

Bekanntlich  nähert  sich  das  aas  derCombination  zahlreicher 
Einzelfehler  resultirende  Fehlergesetz  dem  GAUss'schen,  wel- 
ches  auch  die  Fehlergesetze  der  Einzelfehler  sein  mögen.  In 
der  That  zeigen  schon  bei  Gombination  von  zwei  Einzelfehlem 
der  eben  behandelten  Art  die  Zahlen  d  eine  nähere  Deberein- 
stimmung  mit  den  Werthen  (8).  Die  Fehlerfanction  wird  hier, 
wenn  man  die  Gonstante  k  mit  ihrem  halben  Werthe  vertausch^ 


^W=-t(<-?). 


wobei  anter  Vac*  der  absolute  Werth  von  x  verstanden  wird, 
sodass  die  Curve  y  ^=:(p[x)  aus  den  zwei  geradlinigen  Strecken 

besteht,  die  den  Punkt  y^^^-jr  der  Ordinatenachse  mit  den  bei- 
den Punkten  sc  =  db  A  der  Abscissenachse  verbinden. 
Man  erhalt 

% -'.=(' -!)■=(' -4)'. 

*._  (,  _£±i)-=(,  _!±?.)',    ,.  =  (,_!±i±i)'. ... 

Die  Zahlenwerthe  sind 

d,  ==  0,67870  ,     d^  =  0,40042  ,    d,  =  0,30402. 

2.  Das  mittlere  Risioo. 

Fttr  das  durchschnittliche  Risico  kann  es,  seiner  Natur 
nach,  keine  allgemeinen  Formeln  geben;  die  Trennung  der  cc^ 
in  positive  Werthe  x^j  und  negative  Xy  ist  nur  im  Einselfalle 
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wirklich  darchsuftthren.  Man  hat  sich  also  nach  anderen,  zur 
Charakteristik  des  Zufallsspieles  geeigneten  Grössen  umzusehen. 
Hierzu  bieten  sich  die  Potenzmittelwerthe  der  Reingewinne  x^ 
dar,  und  zwar  aus  den  x^  selbst  oder  ihren  absoluten  Werthen. 
Ich  setze 

Qts=Pts' 
Hierbei  ist  P^  =  0,  Q^  =  iD^ 
(40)  P,=^0,  =  M':=2;ap^x%. 

Die  durch  (4  0)  eingeführte  Grösse  M  heisst  das  mittlere  Risico 
des  Zufallsspieles.  Man  nimmt  an,  dass  diese  ersten  der  Zahlen 
PgQg  hauptsächlich  zur  Charakteristik  des  Zufallsspieles  bei- 
tragen; diese  Annahme  wird  weniger  für  ein  einzelnes  Spiel, 
als  für  ein  durch  Combination  mehrerer  Spiele  entstehendes 
Gesammtspiel,  weniger  für  den  einzelnen  Spieler,  als  für  eine 
Gesammtheit  unabhängiger  Spieler  zutreffen.  Bei  der  Zusammen- 
fassung einer  grossen  Anzahl  beliebiger  Einzelspiele  nähert  sich 
das  »Fehlergesetz«  der  Reingewinne  x  des  Gesammtspieles  dem 
GjLuss'schen;  in  diesem  Falle  genügt  der  eine  Parameter  A,  von 
dem  alle  Grössen  PgQg  abhängig  werden,  zur  Kennzeichnung 
des  Gesammtspieles,  oder  die  sämmtlichen  P^Q^  lassen  sich  durch 
eines  unter  ihnen,  z.  B.  durch  P,  oder  if,  ausdrücken.  Insbe- 
besondere  besteht  dann  zwischen  D  und  M  die  Relation 

(H)         ^=-L^  =  0,39894,     ^  =  V2^  =  2,50663 

oder  näherungsweise  iM=bD.^)  Der  Parameter  h  der  Formel 
(7)  ergiebt  sich  aus    ^  _ 

V^Mh  =  iVÜDh  =  4  , 

und  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Reingewinn  des  Gesammt- 
spieles zwischen  den  Grenzen  ±:  x  liege,  ist 


4  4  /       l/^\ 

%]  Die  oben  erwähnten  Fehlerfunctionen  97  =  —  and  9'"*T'M"~^pl 

D      vT       : D        4         .,.„.. 


geben  -^  —  J-^  «  0,48804  resp.  ^  «  -1=:  =  0,408Z6. 
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Sucht  man  aus  den  Tafeln  für  die  Transoendente  G{y)  zu  einigen 
besonderen  Werthen  von  w^  die  KugehOrigen  Argumente,  so 
kann  man  aus  der  folgenden  Zusammenstellung 

u?^  =0,6000     0,9000     0,9900     0,9990     0,9999 
x:D  =  \  ,6907     4,i  230     6,4B67     8,248i     9,752 
cc:Jlf=  0,6745     4,6449     2,5758     3,2905     3,89i 

sich  ein  Urtheil  Aber  die  muthmassliche  Grösse  und  Yertheilung 
der  Reingewinne  bilden,  wenn  man  D  oder  M  kennt.  Das  Drei- 
fache von  M  kann  praktisch  als  äusserste' Grenze  des  zu  er- 
wartenden Gewinnes  oder  Verlustes  angesehen  werden;  da 
w^j^^=  0,9973,  so  .wird  in  tausend  Fällen  diese  Grenze  kaum  drei- 
mal überschritten  werden.  Der  zu  u;^==^  gehörige  Werth 
o;  =  0,6745  if/N^|Jtf  würde  als  »wahrscheinliches  Risico«  zu 
bezeichnen  sein. 

Von  den  Grössen  P, ,  0,  u.  s.  w.  der  Formel  (9)  können  wir 
absehen;  nur  ist  zu  bemerken,  dass  die  Grössen  P,,^|  mit  un- 
geradem Index,  weil  sie  aus  positiven  und  negativen  Werthen 
gemittelt  sind,  im  Allgemeinen  kleiner  ausfallen  als  die  Grössen 
P„  und  (?„  die  von  gleicher  Grössenordnung  sind.  Die  P„+| 
können  sogar  sämmtlich,  wie  P^ ,  verschwinden,  wenn  nämlich 
positive  und  gleichgrosse  negative  x^  einander  mit  gleichen 
Wahrscheinlichkeiten  gegenüberstehen,  also  im  Falle  symme- 
trischer Vertheilung,  wie  z.  B.  beim  GAUSs'schen  Gesetz. 

Für  das  mittlere  Risico  M  existiren  einfache  Rechenvor- 
schriften, namentlich  über  die  Zusammensetzung  des  Risicos 
von  Gesammtspielen  aus  den  Risiken  der  Einzelspiele.  Vorher 
sei  bemerkt,  dass  für  ein  Spiel,  worin  ein  Preis  A  mit  der  Wahr- 
scheinlichkeit p  zu  erwarten  ist,  man  die  Formeln  hat 

I    E  =  pA,     D  =  Ap(i-p)  =  E(i-p), 
^**^   \m*  =  A*pH-p)  =  E*.'^^(A-E)*^- 

Fttr  ein  Spiel  mit  zwei  einander  aussdtliessenden  Preisen  A,  B, 
deren  Wahrscheinlichkeiten  p  und  q,  und  die  beide  grosser  sind 
als  der  Einsatz  E  =  pA-{-qB,  findet  man 

D=p(A-E)  +  q{B-E)  =  H-p-q)E, 
(13)  <  )P=p[A-Ef-\-q[B-Ef+[\-p-q)E*=^pA*-{-qB!^—E* 
=A*p[\—p)-SrB^q{\—q)—lAB'pq. 
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Bei  der  Zosammensetsiing  mehrerer  unabhttogiger  Zufalls- 
spiele zu  einem  Gesammtspiel  ist  da«  Quadrat  des  Gesammt" 
risicos  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Einzelrisikerij  wobei 
unter  »Risico«  schlechthin  immer  das  mittlere  Risico  verstanden 
sein  soll.  In  der  That,  ist  ein  Zufallsspiel  durch  die  Wahr- 
scheinlichkeiten Pf^  und  Reingewinne  x^j  mit  dem  mittleren 
Risico  M^  y  charakterisirt ,  und  ein  zweites  davon  unabhängiges 
durch  die  Wahrscheinlichkeiten  q^j  die  Reingewinne  yo,  das 
mittlere  Risico  Jf, ,  so  ist 

Bei  dem  Gesammtspiel  tritt  ein  Reingewinn  x^  +  yß  mit  der 
Wahrscheinlichkeit  p^  -  qa  au^  und  man  findet  durch  Zerlegung 
der  Doppelsummen  und  aus  (1 4j 

2!'^Pa9ß=^7     ^«/»Pa9/?(«^o  +  y/?)  =  ö, 

J/«  ==^aß  p^qß{x^  +  VßY  =  M\  +  U\. 

Der  oben  ausgesprochene  Satz  ist  damit  für  zwei  und,  durch  eine 
leichte  Verallgemeinerung,  für  beliebig  viele  unabhängige  Einzel- 
spiele bewiesen. 

Um  das  Entscheidende  der  vorausgesetzten  Unabhängigkeit 
der  Spiele  hervortreten  zu  lassen,  wollen  wir  in  einem  einfachen 
Falle  das  Risico  eines  aus  zwei  abhängigen  Spielen  zusammen- 
gesetzten Gesammtspieles  bestimmen.  Auf  zwei  Ereignisse  Ey  E' 
seien  die  Preise  A^  A'  gesetzt;  die  Wahrscheinlichkeit  von  E 
sei  Pj  die  seines  Gegen theils  F  sei  9  =  1  —  p.  Die  Wahrschein- 
lichkeit von  E'  hingegen  sei  davon  abhängig,  ob  und  in  welcher 
Art  das  Ereigniss  E  eintritt.  E  könne  auf  m  verschiedene 
einander  ausschliessende  Arten  E^E^.,,E^  eintreten,  ebenso 
auf  n  verschiedene  einander  ausschliessende  Arten  F^F^...  F^ 
ausbleiben;  im  Falle  £^,  dessen  Wahrscheinlichkeit  ^^Pai  ^^i 
7t ^  die  Wahrscheinlichkeit  von  E\  ^  —  ^^  die  von  F\  im  Falle 
Fßy  dessen  Wahrscheinlichkeit  =  9^,  sei  x^  die  Wahrschein- 
lichkeit von  E'  und  ^  —  x ä  die  von  F\ 

Dann  ist 

P  =^«  Pa  7     ?  =2^  9ß7     p  +  q  =  ^' 
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Ferner  sind  die  Wahrscheinlichkeiten  der  einseinen  Ereigniss- 
paare 

E^E'     PßE'        E^F'  FßF' 

resp.  gleich 

also  die  totalen  Wahrscheinlichkeiten  der  combinirten  Ereignisse 

EE'     FE'         EF'  FF' 

resp.  gleich 

wo 

Hierbei  ist  also  tv  die  mittlere  Wahrschefnlichkeit  für  E'  unter 
der  Voraussetzung  E,  x  die  mittlere  Wahrscheinlichkeit  für  E' 
unter  der  Toraussetzung  F.  Die  Gesammtwahrscheinlichkeiten 
von  E'  und  F'  sind  p'  und  ^  =  i  —  p',  wo 

Der  Einsatz  E  und  das  mittlere  Risico  M  eines  Spielers,  der 
sich  bei  beiden  Spielen  betheiligt,  bestimmen  sich  aus  den 
Gleichungen 

^=2-  Pa^ai^  +  ^')  +2^  qp^ßA'+^a  p^(i  ^7t„)A 
=  pn{A  +  A')  +  qxA'  +  p  (4  —  n)A 

:=r^pA+p'A', 

Jf«  +  FJ=:p7t{A  +  A')^  +  q%A'*  +  p(\  -  7t)A* 
=  pA*+p'A'*  +  ip7tAA', 
M*  =  pA^  +  p'A'*  +  ipTtAA' 
—  pM«-p'M'«  — 2pp'^.4' 
=  pqA^  +p'q'A'^  +  iAA'pq{7t  -  x). 

Der  Einsatz  wird  also  wie  bei  unabhängigen  Spielen  ermittelt; 
der  Ausdruck  M^  hingegen  enthalt  ausser  der  Quadratsumme 
pqA*  +  p'q'A'*  der  Einzelrisiken  ein  Productglied  iAA',  dessen 
Goefficient 

pq(7t  —  x)  =  p{n:-^p')  =  q{p'  —  x) 

nur  dann  verschwindet,  wenn 

7r  =  x=p', 
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wenn  also  die  totale  Wahrsoheinlichkeit  von  E'  unter  den  Vor- 
anssetsungen  E  und  F  dieselbe  ist  (womit  noch  nicht  das  Zu- 
sammenfallen der  einzelnen  tt^  und  xß  gesagt  ist).  Nehmen  wir 
etwa  an,  die  Ereignisse  E  und  E'  schliessen  einander  aus,  so  ist 
;r  =  0  und  gx  =  p', 

M*  =  pH  -p)  A*  +1/(1  -  p')A'*  -  ipp'AA', 

was  abgesehen  von  der  Bezeichnung  mit  der  Formel  (i  3)  ttber- 
einstimmt.  Wir  werden  weiterhin  noch  Gelegenheit  haben,  die 
Verschiedenheit  des  Gesammtrisicos  je  nach  der  Abhängigkeit 
oder  Unabhängigkeit  der  Einzelspiele  hervorzuheben. 

Ist  E^  der  Einsatz  und  M^  das  Risico  eines  Spielers  fQr  ein 
gewisses  Zufallsspiel,  so  ist  der  Einsatz  Ej^  und  das  Risico  M^ 
einer  Gesammtheit  von  X  Spielern,  die  unabhängig  von  einander 
dasselbe  Spiel  eingehen,  in  den  Formeln 

gegeben;  Mx  würde  auch  das  Risico  des  einen,  der  Spieler- 
gesammtheit  gegenüberstehenden  Spielunternehmers  sein.  Wäh- 
rend also  Ex  proportional  mit  X  wächst,  wächst  Mx  nur  propor- 
tional mit  yX,  und  das  in  Theilen  des  Einsatzes  genommene 
relative  Risico 

(45)  ^  — J-.:^ 

nimmt  wie  -=  ab.    Diese  Abnahme  des  relativen  Risioos  einer 

Gesammtheit,  das  Analogen  zur  Abnahme  des  mittleren  Fehlers 
mit  der  Zahl  der  Beobachtungen,  erklärt,  warum  Versicherungs- 
gesellschaften mit  wachsender  Mitgliederzahl  immer  solider  und 
besser  gegen  den  Zufall  gerüstet  werden;  man  kann  sagen,  die 
Formel  (45)  enthalte  im  Keim  den  ganzen  Versicherungs- 
gedanken, wie  auch  die  Betrachtungen  über  das  Gesetz  der 
grossen  Zahlen.  Der  Einzelne,  der  sich  innerhalb  egier  Ge- 
nossenschaft von  A  gleich  exponirten  Einzelnen  befindet,  wird 
von  den  Schwankungen  des  Zufalls  nur  noch  in  der  gedämpften 

Intensität  —  betroffen;  Vorgänge,  die  sich  im  Einzelnen  jeder 
y  A 

Berechnung  entziehen,  streben,  wenn  man  die  Durchschnitts- 
ergebnisse aus  l  Einzelfällen  zusammennimmt,  mit  einer  Ge- 
nauigkeit von  der  Ordnung  —  einer  zahlenmässigen  Gesetz- 
lichkeit so.  ^^ 
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Im  Anscbluss  hieran  sind  yerscbiedene  Aufgaben  leichl  zu 
lösen,  etwa  die,  das  Risico  unter  bestimmten  Bedingnngen 
möglichst  klein  su  halten  u.  dgl.  Die  folgende  durfte  nicht  ohne 
Interesse  fttr  Versicherungsgesellschaften  sein.  Es  sei  ein  be- 
stimmtes Zufallsspiel  gegeben  (etwa  ein  bestimmter  Versiche- 
rungsmodus  fttr  ein  bestimmtes  Alter)  und  die  Betheiligung  daran 
iü  beliebigem  Maassstabe  freigestellt;  als  solcher  »Haassstab« 
kann  die  Höbe  der  Einsätze  oder  Preise  (Prämien,  resp.  Ver- 
sicherungssummen) gelten.  Eine  Gruppe  von  Spielern  (Ver- 
sicherten) bestehe  bereits,  eine  andere  wttnsche  beizutreten;  es 
sollen  die  Bedingungen  dafür  gesucht  werden,  dass  sich  durch 
Beitritt  der  neuen  Gruppe  das  relative  Risico  der  alten  nicht 
erhöhe. 

Das  Spiel  sei  auf  die  Form 

gebracht;  m  sei  das  mittlere  Risico  fttr  die  Haassstabseinheit, 
etwa,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  fttr  die  Versicherungs- 
summe 4 .  Dann  ist  bei  demselben  Spiel  das  Risico  fttr  die  Ver- 
sicherungssumme s  gleich  M  =  ms,  und  wenn  wir  mehrere  un- 
abhängige Spieler  mit  den  Summen  s^s^...  haben, 

die  gesammte  Versicherungssumme 

wobei  die  5^  gruppenweise  einander  gleich  sein  können.  Cm 
die  Abhängigkeit  von  der  Zahl  l  der  Spieler  besser  hervortreten 
zu  lassen,  setzen  wir 

sodass  s  die  mittlere  Versicherungssumme,  <*  das  mittlere 
Quadrat  der  Versicherungssumme  ist.   Dann  ist 

'  ^     S       yx   s      ' 

das  relative  Gesammtrisico  (Risico  fttr  die  Einheit  der  Ver- 
sicherungssumme) ist  mit  — ^  proportional.  Nun  habe  sich  eine 
zweite  Gruppe  von  Spielern,  charakterisirt  durch  die  analogen 
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Zahlen  X'^  s',  t\  sur  Aurnahme  gemeldet;  fttr  aie  wtirde  absolutes 
Riflioo,  Versieheningssamine  und  relatives  Risico  durch 

gegeben  sein,  während  die  entsprechenden  Werthe  fttr  die 
durch  Fusion  entstehende  Gesammtgruppe 


M^+M'\  s+s\  y 


M*  +  Jf' « 


sein  würden.  Das  absolute  Risico  der  Gesammtgruppe  ist  natür- 
lich grösser  als  jedes  der  Einzelrisiken,  dagegen  soll  das  relative 
Risico  der  Gesammtgruppe  kleiner  als  das  der  ersten  Gruppe, 
also 

Jf '  +  M'*  ^  AT» 

(5  +  S')*  =  S* 

sein,  eine  Relation,  die  sich  zu 

vereinfacht.   Die  Einsetzung  der  obigen  Werthe  liefert 

$^ 

s 

Diese  Forderung  ist  ohne  Rücksicht  auf  die  Zahl  if  der  Bei- 
tretenden erfüllt,  wenn 

andernfalls  ist  X'  an  eine  gewisse  untere  Grenze  gebunden.  Da 

—  ebenfalls  einen  gewissen  Mittel  werth  der  Versicherungssumme 

darstellt,  so  ist  der  Bestand  der  Gesellschaft  bei  beliebiger  An- 
zahl der  Neuhinzutretenden  nicht  gefährdet,  wenn  jener  Mittel- 
werth  für  die  neue  Gruppe  das  Doppelte  des  alten  nicht  über- 
steigt. Sind  z.  B.  alle  Summen  der  alten  Gruppe  gleich  5  =  /, 
alle  der  neuen  gleich  s'  oder  t\  so  muss  sein 


Ml^-*)^^'^ 


i(i-i±)^i'. 


Solange  also  das  Doppelte  der  bisherigen  Summe  nicht  Ober- 
schritten wird,  dürfen  beliebig  viele  Spieler  hinzutreten.  Die 
Anzahl  von  Spielern,  die  dagegen  etwa  mit  dem  fünffachen  der 
bisherigen  Summe  beitreten  wollen,  ist  an  A'  ^f  A  gebunden, 
muss  also  mehr  als  ßOßli  der  alten  Spielerzahl  betragen. 
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Beireffend  die  Berechnung  des  mittleren  Risicos,  ist  zu  be- 
merken, dass  bei  ungerechtem  Spiel  die  Formel  (\  0)  mit  denjenigen 
Reingewinnen  x„  m  bilden  ist,  die  nach  Beseitigung  des  »syste- 
matischen Fehlersc  (4)  ttbrig  bleiben ;  es  tritt  also,  wenn  wir 
zur  ursprünglichen  Bezeichnung  des  §  4  zurückgehen,  an  Stelle 
von  (4  0)  die  folgende  Gleichung 

wofür  wir  schreiben  können 

Diese  Gestalt  (46)  zeigt  M  abhängig  von  den  Differenzen  der  x^^ 
nicht  von  ihnen  selbst;  woraus  der  für  die  Vereinfachung  der 
Rechnung  oft  sehr  erwünschte  Schluss  zu  ziehen  ist,  dass  man 
einen  constanten  (von  a  unabhängigen]  Theil  von  a;„  bei  der 
Berechnung  von  M  nach  (46)  weglassen  kann.  Sind  z.  B.  die 
Einsätze  E^  gleich  £,  so  kann  in  o?^  =  i4^  —  i?  der  constante 
Theil  —  E  wegbleiben  und  statt  (46) 

(47)  M^  =2^PaAi  -  [2-  PaK)^ 

geschrieben  werden;  bei  gerechtem  Spiel  ist  hiemach. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  darauf  hingewiesen,  dass  auch  ein 
gerechtes  Spiel,  an  irgend  einer  Stelle  seines  Verlaufs  betrachtet, 
scheinbar  ungerecht  wird,  nämlich  in  Folge  des  bereits  ge- 
tragenen Risicos  und  des  daraus  entstehenden  Guthabens  der 
einen  Spielpartei  bei  der  anderen.  Nehmen  wir  etwa  an,  die 
Ereignisse  mit  den  Wahrscheinlichkeiten  p„  seien  derart,  dass 
ihr  Eintreffen  oder  Nichteintreffen  sich  erst  successiv  entscheiden 
kann;  z.  B.  die  p^^  seien  die  Sterbenswahrscheinlichkeiten  eines 
Versicherten  in  den  einzelnen  Jahren  der  Versicherung.  Nach- 
dem die  ersten  m  Ereignisse,  auf  welche  die  Reingewinne 
x^  x^ . . .  £C|||  des  Spielers  gesetzt  waren,  nicht  eingetroffen  sind, 
möge  der  Spieler  mit  dem  Unternehmer  abrechnen.  Da  nun  ein 
jetzt  neu  Hinzutretender  ein  Spiel  mit  den  Reingewinnen  ao^ 
und  den  Wahrscheinlichkeiten 


?«= ^ 


Pfi»+li+P«+i  +*"+9n        <  —  Pi  —  Pi  —  • Pm 
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vorsieh  hal  {a  =  m+  \  ^  in  +  2j  ...n),  so  mQsste  dieser  Nea- 
hinxutretende  fOr  Betheiligung  an  diesem  Spiel  vorweg  den 
Betrag 

m 


m+l 


*-^'Pa 


zahlen,  während  der  bereits  am  Spiel  seit  Anfang  betheiiigte 
Spieler  diesen  selben  Betrag  gut  hat,  also  bei  nunmehrigem 
Austritt  aus  dem  Spiel  die  Auszahlung  desselben  verlangen 

könnte.  Ist  etwa  iw  =  4 ,  so  wird  dieser  Betrag  =  —  P^j  oder 

der  Spieler  hätte  umgekehrt  an  den  Unternehmer  den  Betrag 

+  ^-3 — x^  »u  zahlen;  d.  h.  es  ist,  je  nachdem  a?^  >  0  oder 

x^  <^0j  der  Unternehmer  oder  der  Spieler  für  Tragung  der 
Terlustchance  zu  entschädigen.  Diese  Betrachtungen  würden  im 
Falle  der  Yersicherungsrechnung  sofort  zum  Begriff  und  zur  Er- 
mittlung der  Prämienreserve  führen,  wenn  man  ausser  der  Ver- 
zinsung noch  Folgendes  berücksichtigt.  Wenn  die  Einsätze  E^ 
verschieden  sind  und  die  Ereignisse  p^  sich  nach  einander  ent- 
scheiden, so  ist  nach  Ausbleiben  des  ersten  Ereignisses  dem 
Spieler  der  Einsatz  E^  zurückzugeben  und  der  Einsatz  E^  abzu- 
fordern; bleibt  auch  das  zweite  Ereigniss  aus,  so  ist  gegen 
BOckgabe  von  E^  der  neue  Einsatz  E^  einzufordern  u.  s.w.  Oder 
aaeh,  der  Spieler  zahlt  zuerst  den  Einsatz  E^ ,  nach  Ausbleiben  des 
ersten  Ereignisses  die  Differenz  E^  —  E^j  nach  Ausbleiben  des 
zweiten  Ereignisses  die  Differenz  £*,  —  E^  u.  s.  f.;  wenn  er  dann 
nach  Nichteintritt  der  ersten  m  Ereignisse  das  Spiel  aufgeben 
will,  so  hat  er  ausser  dem  obengenannten  Guthaben  noch  den 
prännmerando  gezahlten  Einsatz  E^  zurückzufordern.  Aehnliche 
Erwägungen  gelten,  wenn  auch  die  Preise  A^^  in  der  ange- 
gebenen Weise  vorschüssig  und  staffelweise  gezahlt  werden. 
Hat  z.  B.  der  Spieler  den  Preis  A^^^  bereits  pränumerando  er- 
halten, so  verringert  sich  sein  Guthaben  um  A„^,  und  sein  ge- 
sammtes  Credit  beim  Spielunternehmer  beträgt 

m-l-l 


514  F.  Hausdoeff, 

dieser  Ausdrack,  darch  Verzinsung  auf  den  Moment  des  Aus- 
tritts reducirt,  ergiebt  die  Prttmienreserve.  Wir  werden  einige 
hierher  gehörige  Falle  der  Versicherungsmathematik  in  §  5  be- 
handeln. 

Der  vorhin  definirte  Ausdruck  t;,^  kann  als  die  reine  Reserve 
oder  als  das  reine  Guthaben  des  Spielers  beim  Unternehmer 
(nach  Nichteintritt  der  Ereignisse  PiPf-Pm  und  vor  Anstellung 
des  nächsten  Versuches  Pm^J  angesehen  werden;  er  geht,  wie 
gesagt,  in  die  Prämienreserve  nach  der  versicherungstechnischen 
Bedeutung  ttber,  wenn  vorschttssig  gezahlte  Einsätze  hinzuge- 
schlagen, vorschttssig  empfangene  Preise  abgerechnet  werden 
und  auf  Verzinsung  Rücksicht  genommen  wird.  Fttr  die  reine 
Reserve  v^  und  die  mit  nächst  höherem  Index  v^^^  hat  man 

—  «^m(^— P*  — Pt Pm)=P4«^i+Pia?tH bPm^my 

—  «^ni+4(^  — P*— Pt Pm'-Pm-^t)=Pi^i+P%^t+"' 

+  Ptn^m  +  Pm-t-i  ^m-t-i 
und  durch  Subtraction 

[\  ^p^^p^ Pm)(^m  — Vm+4)+Pm+4«^m+4=Pm+i^i«+i» 

woraus  mit  der  obigen  Einführung  der  q^  die  Gleichung 

oder 

9m+4  {^m^i  -  %)  +  (^  -  ?m+i)  K^i  -^m)  =  ^ 
folgt.  Diese  Gleichung  spricht,  mutatis  mutandis,  eine  in  der 
Versicherungsrechnung  bekannte  Auffassung  der  Leistungen 
des  Spieluntemehmers  in  Bezug  auf  den  Ausfall  des  nächsten 
Versuchs  Pf,i^^  aus.  Nehmen  wir  an,  um  die  abstracte  Vor- 
stellung durch  eine  concretere  zu  ersetzen,  dass  die  p^  Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten für  die  aufeinanderfolgenden  Versiche- 
rungsjahre bedeuteten,  so  haben  wir  einen  lebenden  Versicherten 
m  Jahre  nach  Abschluss  der  Versicherung  vor  uns;  die  Ver- 
sicherung führt  eine  reine  Reserve  v^,  als  Guthaben  des  Ver- 
sicherten beim  Unternehmer.  Die  ursprüngliche  Sterbenswahr- 
scheinlichkeit p^^^  des  Versicherten  für  das  folgende  Jahr  ist 
jetzt  auf  9„|^f  angewachsen;  tritt  dieser  Fall  q^^^^  ein,  so  ist 
der  bedungene  Reingewinn  x^^^  zu  zahlen,  woraus  für  den 
Unternehmer,  da  der  Betrag  r„  bereits  reservirt  ist,  nur  die 
Zahlung  x^^^^  —  v^  resuUirt.     Tritt  das  Gegentheil  4  —  9m-%-i 
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ein,  so  ist  die  neue  Reserve  VfJ^^^  zu  verabfolgen  resp.  gutzu- 
schreiben, wovon  wiederum  nur  die  Differenzleistung  Vff^^^^  v^ 
in  Betraoht  kommt.  Dass  diese  beiden  Leistungen  Xfn^^  —  v^ 
^^  ^m-hi  —  ^m  ™^^  den  Wahrscheinlichkeiten  gm+i  und  4  — Qm-h* 
ein  gerechtes  Spiel  definiren,  spricht  die  letzte  Gleichung  aus. 
Das  mittlere  Risico  dieses  nur  zwei  Fälle  umfassenden  Spieles  ist 


und  natürlich  nicht  mit  dem  Risico  der  vollen  Fortsetzung  des 
Spiels  

identisch;  eine  Versicherung  zu  Ende  laufen  lassen  oder  sie  an 
irgend  einer  Stelle  mit  Auszahlung  der  PrSmienreserve  ab- 
brechen ist  zwar  in  Bezug  auf  die  mathematischen  Hoffnungen, 
nicht  aber  in  Bezug  auf  die  Risiken  das  Gleiche.  Uebrigens  hat 
neben  dem  Risico  der  vollen  Versicherung  auch  das  obenstehende 
partielle  (jährliche)  Risico  i/^*'  versicherungstechnisches  In- 
teresse, weshalb  wir  im  §  5  noch  einmal  darauf  zurückkommen. 
Hier  seien  nur  die  leicht  beweisbaren  Formeln 

«:i'«(<-p,-p. p«)(i^««**)'=(<-p.-p. pJM* 

M 

nnd  (für  m  =  0) 

0  1 

anfgeführt^  wonach,  an  irgend  einer  Stelle  des  Spiels  betrachtet, 
das  Quadrat  des  noch  übrigen  Totalrisicos  gleich  ist  der  Summe 
ans  den  Quadraten  der  partiellen  Risiken,  jedes  multiplicirt  mit 
der  Wahrscheinlichkeit,  dass  es  noch  zur  Anstellung  des  be- 
treffenden Versuchs  kommt.  Andere  Formeln  würde  man  er- 
halten, wenn  man  statt  der  partiellen  Risiken  1/«'*'^  die  sich 
auf  Anstellung  eines  Versuches  fim  Versicherungsfalle  auf  ein 
Versicherungsjahr)  beziehen,  die  partiellen  Risiken  von  der  Form 
J/J**  u.  s.  w.  in  Betracht  zöge. 

Bevor  wir  zu  weiteren  Anwendungen  übergehen,  hätten 
wir  mit  einigen  Worten  unsere  Auffassung  vom  Wesen  der  bei- 
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den  RisioogrOssen  M  und  D  zu  rechtfertigen.  Eine  sachliche 
Bedeutung  als  erschöpfende  Gharaoteristica  des  Zufallsspiels 
haben  beide  doch  nur  unter  ganz  bestimmten  Voraussetzungen; 
solange  diese  nicht  erftlllt  sind,  wtfre  zur  vollständigen  Defini- 
tion des  Zufallsspiels  die  Heranziehung  weiterer  Glieder  P^  oder 
Qg  der  Reihe  (9),  oder  schliesslich  das  Ensemble  der  Grössen  p^ 
und  Xf^  selbst  erforderlich.  Gelten  aber  jene  Voraussetzungen , 
ist  z.  B.  das  Totalspiel  aus  einer  hinlänglich  grossen  Anzahl  un- 
abhängiger Elementarspiele  zusammengesetzt,  so  wird  auch 
immer  näherungsweise  das  GAoss^sche  Gesetz  und  die  Relation 
(H)  gelten,  und  es  genügt  dann  eine  der  Risicogrössen,  da  die 
andere  sich  von  ihr  nur  durch  einen  reinen  Zahlfaotor  unter- 
scheidet. Man  wird  dann  natürlich  die  zur  Rechnung  bequemere, 
also  nicht  Z>,  sondern  M  wählen,  und  kann  die  andere,  also  D, 
ganz  aus  dem  Spiele  lassen.  Dass  D  eine  einfache  praktische 
Bedeutung,  nämlich  die  Form  einer  mathematischen  Hoffnung 
oder  einer  Prämie  für  Gewinn-,  resp.  Verlustchance  hat,  darf 
uns  nicht  verführen,  in  D  etwa  die  eigentlich  reale  Bisicogrösse 
und  in  M  nur  eine  durch  bequemere  Rechnung  empfehlens- 
werthe  Hülfsgrösse  zu  sehen.  Wenn  Wittstbin^J,  der  dieser 
Auffassung  zuneigt,  geradezu  mit  dem  relativen  durchschnüüichen 

Risico  -^  den  zur  Sicherung  gegen  Verluste  nothwendigen  Zu- 
schlag in  Theilen  des  Einsatzes  identificirt,  so  ist  das  Haass  der 
Willkür,  die  allen  Wahrscbeinlichkeitsbetrachtungen  anhängt, 
hiermit  viel  zu  eng  gefasst.  Der  Unternehmer,  der  sich  ausser 
dem  Einsätze  E  die  Risicoprämie  D  zahlen  lässt,  ist  damit  durch- 
aus nicht  gegen  Verlust  gesichert,  sondern  er  hat  ausser  dem 
ursprünglichen  Zufallsspiel  nur  ein  zweites  (damit  zusammen- 
hängendes] entrirt,  nämlich  in  der  Bezeichnungsweise  von  (5) 
das  durch  die  Formel 

definirte,  worin  aber  wiederum  Gewinne  und  Verluste  möglich 
sind  und  ein  Risico  D^  besteht.  Statt  diese  aneinanderhängende 
Kette  von  Zufallsspielen,  deren  Risiken  allerdings  immer  kleiner 
werden,  zu  betrachten,  ist  es  offenbar  viel  einfacher,  direct  den 


4)  WirrsTEW,  Das  mathematische  Risico  der  Versichern ngsgesell- 
Schäften.    Hannover  1885. 
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Zosammenhang  des  Bisicos  D  oder  M  mit  der  muthmasslichen 
Yertheilang  der  Gewinne  und  Verluste  im  ursprünglichen  Zu- 
fallsspiel zu  suchen,  und  da  zeigte  sich  (wenn  ein  solcher  Zu- 
sammenhang überhaupt  existirt),  dass  Gewinn  oder  Verlust  mit 
einer  gewissen  Wahrscheinlichkeit  w^  ein  gewisses  Vielfaches 
des  Risicos  nicht  übersteigen  wird.  Es  bleibt  dann  dem  Unter- 
nehmer überlassen,  w^.  so  zu  wählen,  wie  es  seiner  Meinung 
nach  zur  praktischen  Beruhigung  ausreicht;  begnügt  er  sich  mit 
einer  Wahrscheinlichkeit  von  90^,  so  hätte  er  das  4,4-fache 
vonZ)  (das  4,6-fache  von  Jlf)  als  Risicozuschlag  zu  fordern,  wobei 
übrigens  die  Wahrscheinlichkeit,  d  ass  nur  der  Verlust  nicht  grösser 
als  X  sei,  bereits  95^,  nämlich  allgemein  ==^(4+ u;^)  ist.  D  ist 
also  dem  »nothwendigen«  Risicozuschlag  zum  Spieleinsatz  nicht 
gleich,  sondern  nur  proportional;  da  aber  von  Jf  dasselbe  gilt, 
so  verliert  D  seine  ursprüngliche  Sonderstellung,  und  die  mehr- 
fach bemerkte  Rücksicht  auf  bequeme  Rechnung  tritt  in  ihr 
Recht.  Die  Wahrscheinlichkeit  wd^  dass  D  selbst  nicht  über- 
schritten werde,  ist  =  0  (—7=)  =  0,3<  0,  also  keineswegs  »sehr 
gross« ,  wie  LakdrA  *)  meint,  während  lüif =0  j  — =  j = 0,683>f  ist. 

Uebrigens  ist  Wittstbiii  in  seiner  sonst  ausgezeichneten  Ab- 
handlung durch  eine  Verwechselung  zwischen  abhängigen  und 
unabhängigen  Spielen  zu  einer  Formel  gelangt,  die  sich  in  un- 
serer Bezeichnung  folgendermassen 

1 

schreiben  würde  und  die  mit  seinen  sonstigen  Festsetzungen, 
vor  allem  mit  der  Bildung  des  Gesammt risicos  aus  der  Quadrat- 
samme der  Einzelrisiken  in  Widerspruch  steht.  Diese  Formel 
gilt  für  n  unabhängige  Spiele,  in  denen  einzeln  die  Preise  cc^ 
mit  den  Wahrscheinlichkeiten  p^  gegen  die  Einsätze  p^yO;^  zu 
gewinnen  sind,  nicht  aber  für  n  einander  ausschliessende  Mög- 
lichkeiten eines  einzigen  Spiels  mit  den  Wahrscheinlichkeiten  p„ 
und  den  Reingewinnen  o;^.  An  sich  stünde  es  natürlich  frei, 
eine  Risicogrösse  M  durch  die  obige  Formel  zu  definiren,  nur 
gelten  dann  andere  und  zwar  complicirtere  Rechengesetze. 


4 )  C  Lamdr^  Maihematisch-technische  Capitel  zur  Lebensversicherung. 
Jaia4895.  pag.  889. 

Math.-plijs.  ClMte.    1897.  35 
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Laurent  ^)  bestimmt  das  Risico  von  Yersicherangen  als  additiv 
zusammengesetzt  aus  dem  Risico  der  Prämien  (Einsatse)  fttr  sich 
und  dem  Risico  der  Zahlungen  (Preise)  fttr  sich,  als  ob  beide 
von  einander  unabhängig  wflren.  Er  setzt  also  in  einem  Falle, 
wo  verschiedene  A^  mit  verschiedenen  £^  zusammen  auftreten, 

M  =  Ma  +  Ms , 

Während  thatsächlich 

M'=S'Pa{Aa-E„)* 

ist.  Wenn,  v^ie  es  scheint,  Laurbut  nur  die  Absicht  hatte,  in  der 
Bestimmung  des  Risicos  (resp.  der  extremen  zu  befürchtenden  Ab- 
weichung, die  er  =  3  V2  M selzt)  wissentlich  zu  hoch  zu  greifen, 
so  ist  allerdings  diese  Absicht  erreicht,  da  jedenfalls  if^+'VfI>^ 
ist.  Denn  mit  A  =^Pa^u  =^ Pa^a  =  ^7  Aa  —  A  =  aay 
E^-^E^e^  folgt 

(Ma  +  MsY  -  Jf*  =  2  {Ma Mg  H-^«  P«««««) , 
und  da 

SO  ist  Ma  Ms  dem  absoluten  Werthe  nach  grösser  als^p^g^e^ , 
Ma  4-  Ms  also  grösser  als  M. 

3.  Anwendung  auf  die  Lotterie. 

Bei  einer  einklassigen  Lotterie  mögen  s  Loose  mit  den  Ge- 
winnen A^A^ ...  Ag  gesogen  werden;  fttr  Nieten  sei  i4^  =  0 . 
Setzen  wir 

(49)  sA=^aA^,     sB'=:^;^aAl, 


4)  Laüreht,  Theorie  et  pratique  des  assaraaces  sur  la  vie.  §  48,  Du 
plein  des  assurances. 
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so  ist  A  der  mittlere  Gewinn  und  sugleich  der  EinsatB  eines 
Looses,  j9*  das  mittlere  Gewinnquadrat.  Ein  Spieler  besetzt  die 
sämmtlichen  $  Loose ,  die  in  irgend  einer  Weise  numerirt  zu 
denken  sind,  mit  den  Bruchtheilen  ^^  ^, . . .  ^^ ,  wobei  ^^  =s=  K 
das  Spielen  eines  ganzen  Looses,  ^^  =  ^  ^^^  Nichtbetheiligung 
am  Loose  a  ausdrückt.   Wir  setzen 

(20)  ^*=^«*«,     5i?'=^«^J, 

1  1 

sodass  d-  die  mittlere  Betheiligung  an  einem  Loose  und  r^  das 
mittlere  Quadrat  dieser  Betheiligung  bedeutet.  Bei  der  Ziehung 
handelt  es  sich  hiernach  nur  noch  darum,  die  Reibenfolge  der 
%  Gewinne  auf  die  ^  Loose  durch  den.  Zufall  zu  entscheiden; 
jede  Reihenfolge 

wo  Af  A, .. .  h^  eine  Permutation  der  Zahlen  4,  2,  ...  ^  bedeutet, 
ist  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  —  =  p  zu  erwarten.  Der 
Spieler  hat  in  diesem  Falle  den  Gewinn 

G  =  \».  +  ^Ä, *,  +  •••  +  ^A,  *,  =2"  K^i^ 
gemacht,  und  da  sein  Einsatz 

betrug,  so  ist 

sein  Reingewinn;  es  sind  die  Summen  Sfx  und  Spcc*  zu  be- 
rechnen,  wobei  S  eine  Summation  ttber  alle  sl  Permutationen 
der  obigen  Elemente  bedeutet.  Die  Summe  tiber  einen  oon- 
stanten   (von   der  Permutation  unabhängigen)  Ausdruck  c  ist 

demnach  Sc^=^z\c^  also  insbesondere  Sp  :==  S — !  =  4 . 

Man  findet  nun  in  bekannter  Weise 

also 

Saj  =  SG  — sl  A%&  =  0 
und  ebenso 

Spx  =  0  , 
wie  zu  erwarten. 

86* 
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Ferner   zerfällt   G*   in    einen    quadratischen   und   einen 
Produettheil 

G*  =  q  +  GJ, 

und  es  wird  einzeln 

SG},={s-i)\i[A,A,+  ..+A,A,+A^A,  +  ---]i[»,»^+- 

=  («  —  2)1  s*{sA*  —  B*){s»*  —  tj*) , 

Eusammengenommen 

SG*  =  {s  —  i)\  s*[(s  —  i)S*rj*-h{sA*-B*)(s»*  —  t]*)] 

=  (5-2)1  s*[B*-A*)(t]*  —  d»)+s\  [sA»)* . 

Damit  findet  man 

So;*  =  S{G  —  As»)*  :=SG*  —  s\  [Asd')* 

« (s  —2)1  s'(B*  -  A*)(r]*  -  »*) 
and 

M*  =  Spa*  =  -^  Sac»  =  ^  (B*  -  A*)(^*  -  **) . 

Das  mittlere  Risico  bei  der  angegebenen  Besetiung  »„  hat  also 
den  Werth 

(21)  M*==j^^(B*^A*){t,*—9»), 

WO  s  die  Gesammtzahl  der  Loose  und  die  übrigen  Grttssen  aus 
(49)  (80)  zu  ermitteln  sind. 

Wenn  a  ganze  Loose  genommen  werden,  so  kann 

^4  =  ^1  =  •  •  •  =  *ff  =  ^  >    *(r+«  =  •  •  •  =  ^,  =  0 

gesetzt  werden,  womit  sich  ergiebt 

5*  =  a,     5ij*  =  <7, 


*j=,-^(»--^-)(f-^ 


(«)       =^^'(«■-'«•1 
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Insbesondere  ist  das  Risico  M^  eines  Looses 
(23)  Jtf  J  =  Ä*  -  >1» , 

demnach 

Wären  die  Einzelereignisse  unabhängig  von  einander,  d.  h. 
würden  die  Chancen  eines  Looses  nicht  durch  die  bisher  ge- 
zogenen Loose  beeinflusst,  so  hätte  die  gewöhnliche  Formel  für 
die  Zusammensetzung  der  Risiken 

ergeben;  beide  Formeln  sind  fttr  kleine  Werthe  von  a  und 
grosse  von  s  nicht  merklich  verschieden. 

Aus  (24)  folgt  z.  B.j  dass  man,  um  mit  einer  gegebenen  Ein- 
satssumme  aÄ  geringstes  Risico  zu  erzielen,  möglichst  viele 
Einzelloose  zu  gleichen  Theilen  besetzen  muss,  also  nicht  a  ganze 
Loose,  sondern  2  er  halbe,  4a  Viertel-,  lOaZehntelloose  u.8.w., 
soweit  die  Theilung  der  Loose  gestattet  ist.  Es  verhalten  sich 
z.  R.  bei  der  Resetzung  von  einem  ganzen,  zwei  halben,  vier 
Viertelloosen  etc.  die  mittleren  Risiken  wie  die  Zahlen 


Vs-i,  Yi-*,  ]/t-*>  Vii-*  "•»•''• 

Complementäre  Loosbesetzungen,  d.  h.  solche  zwei,  die  ein- 
ander zur  Resetzung  aller  Loose  ergänzen,  haben  dasselbe  Risico; 
wenn  also  Loose  ganz  oder  theilweise  unverkauft  bleiben  und 
anf  Rechnung  des  Unternehmers  spielen,  so  trägt  der  Unter- 
nehmer dasselbe  Risico,  wie  die  Gesamintheit  der  Spieler.  Com- 
plementäre Resetzungen  einer  Gruppe  von  a  Loosen  ergeben 
gleiches  Risico,  wenn  jede  die  Hälfte  der  Gruppe,  also  den  Re- 
trag von  Y  Loosen  in  irgendwelcher  Anordnung  besetzt.  Z.  R. 
haben  zwei  Spieler,  die  sich  in  drei  Loose  mit  den  Resetzungen 
i>  |j  Uj  zusammen  =1 
*,    *,    Ur  >         =1 

theilen,  gleiches  Risico. 

Wenn  der  Unternehmer  von  den  s  Loosen  nur  a  verkauft, 
also  s  —  a  selbst  spielt,  so  ist  sein  Risico  M^^q  =>%  Afg.  Ist,  bevor 
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der  Loos verkauf  beendet  ist,  p(a)  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
a  Loose  verkauft  werden,  so  bestimmt  die  Gleichung 

(26)  M*  ^^o  p(a)  M*  =  M*;^o  p  (a)  '^ 

U  0 

das  mittlere  Risico  M  des  Unternehmers.  Hätte  %.  B.  ein  Loos 
die  bekannte  Wahrscheinlichkeit  t;,  verkauft  zu  werden,  und 
M  =  4  —  v,  unverkauft  zu  bleiben,  so  wäre 

^^  '        <f!(ä— (r)I  ' 

womit  man  fände 


(.6,  («)•- 


suv  , 


Ist  or  s=s  jt;  die  jsu  erwartende  Anzahl  verkaufter  Looae,  so  folgt 
aus  (S6) 


welche  Formel  sich  von  (24),  wo  a  die  bekannte  Ansahl  ver- 
kaufter Loose  bedeutet,  nur  um  den  numerisch  unerheblichen 

Factor  T/^-^^  unterscheidet.    Eine  ähnliche  Betrachtung  er- 

giebt  sich,  wenn  man  nicht  u,  v^  sondern  aus  X  früheren  Lotte- 
rien die  Anzahlen  (^lO^  . . .  ox  der  damals  verkauften  Loose 
kennt;  hier  findet  man  nach  dem  Satz  Ober  die  Wahrscheinlich- 
keit von  Hypothesen 

1 


0 

1 


0 

und  wenn  man  Ir  =i  a^  +  a^+  » — \-(Tx  setzt,  also  mit  t  die 
mittlere  Anzahl  bisher  verkaufter  Loose  bezeichnet,  so  ergiebt 
eine  Zwischenrechnung  aus  (25)  das  Resultat 

Pttr  hinlänglich  grosses  X  erhält  man  mit  -^5=51;  wiedemm  die 
Beziehung  [26). 
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Bei  einer  gewöhnlichen  Lotterie  sind  die  Gewinne  A^^ 
gruppenweise  einander  gleich;  es  mögen  a  Gewinne  A,  6  Ge* 
winne  B,  c  Gewinne  f  gezogen  werden.  Die  Grössen  A  B  aus 
(19)  werden  dann 

sA  =  aA  +6B  +cT   H 

sB^  =  aA*  +  68*  +  er*  H 

Nimmt  man  a  ganze  Loose,  so  ist  der  aus  Binomialfactoren  ge- 
bildete Ausdruck 


"=(:)(;)(;)-(:) 


die  Wahrscheinlichkeit,  dass  von  diesen  a  Loosen  a  mit  dem 
Gewinne  A,  ß  mit  dem  Gewinne  B  u.  s.  w.  gezogen  werden; 
der  Gewinn  des  Spielers  ist  hier 

aA  +  /9B  +  yr+..., 
sein  Reingewinn 

cc  =  aA  +  /JB  +  yrH aA^ 

und  man  kann,  vielleicht  am  einfachsten  durch  Einführung 
einer  erzeugenden  Function  wie  beim  BEaNOULLfschen  Satze, 
zeigen,  dass  die  ttber  alle  ganzzahligen  nicht  negativen  Werthe 
aßy  ..  .y  deren  Summe  =  a,  erstreckte  Summation  S  die  Er- 
gebnisse 

Sp  =  4,    Spa;=:0,     Spa;»  =  if*  =  ^J^(I?*  -  yl*) 

liefert.  Indessen  ist  diese  Ableitung  complicirter  und  weniger 
allgemein  als  die  zuerst  gegebene,  wo  wir  auf  die  Gruppen- 
coincidenz  der  Lotteriegewinne  keine  Rücksicht  nahmen  und 
eine  ganz  beliebige  Besetzung  d'^  der  Loose  ins  Auge  fassten. 

4.  Anwendung  auf  Anleihen. 

Wenn  der  allgemeine  Geldmarkt  die  Kapitalien  zu  p^  ver- 
zinst, so  wtfchst  ein  heute  angelegtes  Kapital  4  nach  einem  Jahre 

auf  4  +  ~j  =:  r,  nach  zwei  Jahren  auf  r  M  +  ^j  =  r*,  nach 

n  Jahren  auf  r^.  Ebenso  hat  ein  nach  n  Jahren  fälliges  Kapital  4 

heute  nur  den  Werth  -jj  =:  r"**  =  q^\   man  nennt  r  den  Auf- 
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zinsangsfactor,  seinen  reciproken  Werth  Q  =  —  den  Abzinsnngs- 

oder  Discontirangsfactor.  In  den  eben  notirten  Formeln  kann  n 
auch  gebrochene  Werthe  annehmen.  Die  im  gewöhnlichen  Leben 
hSufig  gebrauchte  einfache  Zinsformelj  wonach  ein  Kapital  1  nach 

n  Jahren  auf  ^  +  f^  anwachst,  liefert  nur  die  beiden  ersten 

Glieder  der  Binomialentwicklung 

\     ^400/  ^400^        2         1400/  ^  ' 

ist  also  nur  als  Anntfherung  aufzufassen  und  auf  hinlänglich 
kleine  Werthe  von  n  zu  beschränken. 

Wird  eine  Anleihe  vom  heutigen  Betrage  P  durch  die  nach 
4,  S,  . . .  n  Jahren  fälligen  Zahlungen  ^«^t  •  -  -  ^n  g^^^^g^  ^^  ^^^ 

w 

(28)      p= 3,^  +  3,e*  +  •  •  •  +  a„p»  ==^a  3„e« . 

1 

Man  zerlegt  jedes  z^  in  eine  eigentliche  Tilgungssumme  /^  und 
in  die  Zinsvergütung  v^  für  die  jeweilig  noch  ungetilgte  Schuld 
^a-owo 


(29)        !  "I 


den  Stand  der  Schuld  nach  a  Jahren,  d.  h.  unmittelbar  nach 
Zahlung  der  Quote  js^  ,  bedeutet.   Man  hat  also 

u.  s.  w.   Dabei  ist 


*n  ' 


(30)  p=t^+t,+  .'-  +  t„ 

Man  nennt  n  die  Tilgungsfrist,  das  Ensemble  der  Grössen  t^ 
charakterisirt  den  Tilgungsplan,  der  hier  in  jährlichen  Tilgungen 
vorausgesetzt  ist;  man  kann  mit  leichter  Mohe  auch  die  Fälle  von 
Verzinsung  und  Tilgung  in  Jahresbruchtheilen  behandeln.  Eine 
etwaige  Restschuld,  die  im  Falle  einer  nicht  ganzzahligen  Tilgungs- 
frist /],  die  zwischen  den  ganzen  Zahlen  v  und  v  -{-  ^  liegen 
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möge,  Dach  der  Zahlung  Zy  verbleiben  würde,  und  deren  Tilgung 

im  Laufe  des  {v+  1)^°  Jahres  selbständig  erfolgt,  lassen  wir 

unberttcksichtigt;  ebenso  Übergehen  wir  die  kleine  Modification 

des  Tilgungsplanes,  die  durch  Abrundung  der  rechnungsmässigen 

Tflgungssummen  auf  ganze  Vielfache  des  niedrigsten  Antheil- 

scheines  der  Anleihe  (z.  B.  des  Betrages  100)  nothwendig  wttrde. 

Unter  den  verschiedenen  Tilgungsplänen  sind  zwei  von 

besonderem  Interesse,  der  Plan  gleicher  Tilgungen  und  der  Plan 

p 
gleicher  Zahlungen,   Beim  ersten  ist  t^  =  —  , 

sodass  die  Zahlungen  um  den  jährlichen  Zins  der  Tilgungsquote 

p 

—  abnehmen.  Beim  zweiten  Plan  sind  die  z^  conslant  =  z ,  und 

die  t^  wachsen  in  einer  geometrischen  Reihe,  deren  Quotient 
=  r;  man  findet,  wenn  t  =  t^  gesetzt  wird, 

^„  =  fr«-«,     z„  =  z  =  tr'', 

Dieser  in  der  Praxis  häufigste  Tiigungsplan  wird  meistens  so 
formulirt,  dass  man  die  anfängliche  Tilgungsquote  t  angiebt  und 
sagt,  dieselbe  solle  um  die  Zinsen  der  getilgten  Antheilscheine 
wachsen. 

Ist  nun  Q  der  Nominalwerth  einer  Anleihe,  und  soll  ver- 
tragsmässig  der  Greditor  dieser  Anleihe  durch  die  Zahlungen 
z^z^  .. .  z^  des  Schuldners  nach  4 ,  2 ,  . . .  n  Jahren  befriedigt 
werden,  so  ist  der  heutige  Bealwerth  P  dieser  Zahlungsreihe 
durch  (28)  gegeben.  Das  mit  4  00  multiplicirte  Verhältniss  des 
Realwerthes  zum  Nominalwerth  heisst  der  Cws  C  der  Anleihe, 
ist  also  durch 

definirt;  offenbar  ist  C  der  Preis,  den  man  in  der  Absicht,  sein 
Kapital  z\ip%  anzulegen,  für  einen  auf  nominell  400  lautenden 
Antheilschein  der  Anleihe  zahlen  kann.  Dabei  ist  es  häufig 
(wenn  auch  nicht  nothwendig),  dass  die  Zahlungen  z^  ihrerseits 
als  eine  gewöhnliche  Tilgung  und  Verzinsung  des  Nominal* 
werthes  Q  zu  einem  gewissen  nominellen  Zinsfusse  q  angesehen 


526  F.  Hausdorfp, 

werden  —  indessen  bildet  jede  /Vämtenanleihe  einen  Ausnahme- 
fall.  Unter  der  ebengenannten  Voraussetzung  hätten  wir 

(32)  (?=^«^«(r«,     »  =  <+i|ö,     a  =  ±., 

WO  a  der  zum  Zinsfuss  q  gehörige  Discontfactor  ist.    Die  ;s^ 
können  wir  nun  wieder  zerlegen  in  die  Tilgungssummen  ^„  und 

die  Zinsvergtttungen  v^  =  -|-  Q^_^   für  die  noch  ungetilgte 

Schuld,  wobei  Q„  den  Stand  der  Nominalschuld  nach  a  Jahren 
bedeutet  und  durch 

a  n 

1  a+l 

definirt  ist.   Demnach  folgt  aus  (S8) 

2"  ^«-.  ?"  =2'  e'2f  h  ^^f  ^ß^'  p" 

1  1  a  11 

n 


Also  wird 


-^"-.•»T^-Tt?"«-^"«'") 

f^S' '.«'" +f  (2-  '"-S- '.«")  • 

1  '^     ^     1  1  ' 


Da  weiter 

1 
so  folgt  mit  Einftthrung  von 

(33)  P«  =  %.    ^«P«  =  <. 

^  1 

(36)  i^=^»PaP«. 
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Der  Gurs  httngt  also,  ausser  vom  YerhttUniss  des  nonunellen 
Zinsfasses  q  zum  thatsächlicben  Zinsfusse  p  des  Geldmarktes, 
vom  Tilgungsplan  ab,  und  zwar  durch  Vermittlung  der  einzigen 
Grösse  r.  Diese  Grösse  t  hat  eine  juristische  Bedeutung;  \  00 r 
stellt  den  Werth  des  bhssen  EigenÄutnsrechts  (nuda  proprietas] 
des  Antheilscheins  4  00  dar,  wahrend 

den  Werth  des  Niessbrauchrechts^  d.  h.  des  Zinsengenusses  am 
ÄDtheilschein  bis  zu  seiner  Ausloosung,  und  beide  zusammen 
den  Werth  C  des  unbeschrankten  Eigenthumsrechtes  darstellen. 
Für  unsere  zwei  besonderen  Tilgungsplane  wird 

a)  Plan  gleicher  Tilgung,  p^  =  —. , 

b)  Plan  gleicher  Zahlung,  js^  =  js , 


(37) 


'9  P 

A  _  Z  —  -2. .  in?! 

400         Q         p  '  i^(/^' 


In  beiden  Fallen  entfernt  sich  der  Gurs  um  so  mehr  von  4  00 

[al  pari)  und  nähert  sich  dem  Extrem  400  •  -^,  je  länger  die 
Tilgungsfrist  n  ist.  ^ 

Offenbar  ist  der  Erwerb  eines  Antheilacheines  400  zum 
Preise  C  ein  Zufallsspiel,  in  dem  man  den  Möglichkeiten  der 
verschiedenen  Ausloosungstermine  gegenübersteht;  die  Grössen 
Pf^  geben  direct  die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  ein  Antheil- 
schein  nach  a  Jahren  ausgeloost  und  zurückgezahlt  werde.  Für 
einen  solchen,  nach  a  Jahren  zurückzuzahlenden  Antheilschein 
400  sind  a  Jahre  hindurch  die  Zinsen  q  und  am  Ende  des  a^^ 
Jahres  derNennwerth  400  zu  zahlen;  der  heutige  Werth  dieser 
sammtlichen  Leistungen  ist 

^«  =  ?(?  +  ?*  +  ---  +  ?")  +  <00^«  =  ?pi^+400p« 


<00f  +  400(4--l)ß«. 
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Es  sind  also  auf  Ereignisse  nyt  den  Wahrscheinlichkeiten  p^ 
die  Preise  il^  gesetzt,  und  der  Einsatz  C  dieses  Spieles,  oder 
der  heutige  Werth  eines  Antheilscheines  100,  ist 

d.  i.  nichts  anderes  als  Formel  (34). 

Fttr  das  mittlere  Risico  M  dieses  Spieles  erhalt  man 

in  welcher  Gleichung  es  erlaubt  ist,  in  A^  den  oonstanien  Term 
100-^  wegzulassen,  also  einfach  A^^  gleich  400M  —  -^i  q^  zu 
setzen.  Man  findet  so 

(39)  u,«  =  J;  p„ß««  -  (2'«  PaA=^'  PaQ*'  -  »'  • 

Wir  wählen  tc;  >>  0  und  nehmen  in  (38)  dasjenige  Vorzeichen, 
das  Jf  ]>  0  macht.  Hier  tritt  neben  der  charakteristischen 
Grosse  r  des  Tilgungsplanes  noch  die  weitere  w  auf;  w^  +  r* 
ist  ganz  analog  wie  t  gebildet,  nur  dass  an  Stelle  von  ^  überall 
Q*  (der  Discontiningsfactor  fttr  den  Zeitraum  von  xwei  Jahren) 
getreten  ist.   An  Stelle  von  p  =  4 00  (r  —  <)  träte  also 

400(r»-<)  =  p(r  +  4); 

der  Formel  (36)  fttr  gleiche  Tilgungen  entspräche  also 

(40)  u,*  +  T*>^^^r=^^-4^M-Q*«), 
Während  man  im  Falle  gleicher  Zahlungen  erhielte 

Man  kann  den  Zufallscharakter  der  Anleihentilgung  noch 
in  anderer  Weise  zahlenmässig  übersehen,  indem  man  nadi  der 
subjectiven  Verzinsung  fragt,  die  der  Käufer  eines  Antheilscheins 
100  zum  Curse  C  für  sein  Geld  erzielt,  wenn  der  Antheilschein 

nach  a  Jahren  ausgeloost  wird.  Ist  u  derZinsfuss,  ?=^^-  (^+4^) 
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der  DisconUrungsfactor  der  subjectiven  Verzinsung,  so  erhalt 
man,  weil  die  Zahlungen  q  am  Ende  der  ersten  a  Jahre  und  die 
Zahlung  400  nach  a  Jahren  zusammengenommen  nach  dem 
Zinsfuss  u  den  heutigen  Werth  C  haben  sollen,  die  Gleichung 

(42)C  =  ,(?  +  ?+--+§«)  +  100r  =  9§^f-h100§«, 

aus  der  ^  zu  ermitteln  ist.  Ofifenbar  giebt  es  einen  Werth  a,  für 
den  sich  u  =  pj  ?  =  ß  ergiebt,  für  den  also  die  subjective  Ver- 
zinsung gleich  der  des  allgemeinen  Geldmarktes  ist,  d.  h.  für 
den  der  Kaufer  des  Scheins  ohne  Gewinn  und  ohne  Verlust 
davonkommt;  dieser  Werth  a  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 

C=<00-^(4  — ß«)  +  400e«, 

n 

oder  einfach  aus  der  Gleichung  q^  =  t  =J^»  Pa?"i  ^  ^^^i  ^^^ 

1 
man  sich  ausdrückt,  der  mittlere  Zahlungstermin  der  Tilgungs- 
summen t^t^,..  tf^.  Für  jeden  anderen  Werth  von  a  erzielt  der 
Kaufer  Gewinn  oder  Verlust,  und  zwar  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  bei  Effecten  unter  pari  {C<C  <  00)  frühere,  bei  Effecten  über 
pari  (C>400)  spätere  Ausloosung  für  den  Gläubiger  günstiger 
ist.  In  der  Art  der  Gewinne  und  Verluste  sind  beide  Kategorien 
von  Werthpapieren  insofern  verschieden,  als  bei  niedrig  verzins- 
lichen Stücken  höchstens  Zinsverlust,  bei  höher  verzinslichen 
auchKapitalverlust  eintreten  kann.  Aus  der  Gleichung  (42)  können 
wir  zwei  Grenzen  für  |  und  u  angeben;  einerseits  ist  für  a  =  4 

^*-i^-,>     «,  =  ^(9  +  400-0, 

wahrend  für  a  =  oo  (einen  Werth,  der  allerdings  bei  endlicher 
Tilgungsfrist  n  nicht  erreicht  werden  kann)  sich  ergiebt 
^o,      _C        ,,     _4i>0     ^ 


Bei  Werthen  unter  pari  (C  <  4  00)  ist  u^  >  m^  >  0 ;  bei  Werthen 
über  pari  ist  u^  >>  u^  und  u^  >>  0 ,  wogegen  u^  unter  Umstan- 
den negativ  werden,  d.  h.  Kapitalverlust  anzeigen  kann.  Nehmen 
wir  ein  Zahlenbeispiel:  zwei  Anleihen  zu  3  und  i^  werden  in 
50  Jahren  zu  gleichen  Tilgungsquoten  amortisirt;  der  allgemeine 
Zinsfuss  sei  p  s=  3^.  Man  hat 
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der  mittlere  Termin  a,  aus  ^'^  s=  r  zu  bestimmen,  wird  2%002 
Jahre.  Beide  Papiere  bringen  also  bei  Ausloosang  nach  S2  Jahren 
weder  Gewinn  noch  Verlust;  bei  frttherer  Ausloosung  bringt 
das  3^  Gewinn,  das  ^^  Verlust,  bei  späterer  umgekehrt. 
Femer  wird  fttr  das  4)^  Papier 

C=  100  ~  =  407,68«, 
fflr  das  ^^ 

C=400.5±I=   92,4469. 

Die  Grosse  ti,  ergiebl  sich  su 

(4)^)     -    3,3344, 

{S^)     +44,4687, 

sodass,  wenn  der  Antfaeilschein  bereits  nach  4  Jahre  ausgeloost 
wird,  das  4)^  Papier  einen  Kapitalverlust,  das  3^  die  hohe 
Verzinsung  von  44^^  erfahrt.   Fttr  u^  ergiebt  sich 

{i^)     3,7480, 

(3)^)     3,2462, 

d.  h.  die  subjective  Verzinsung  des  ißi  Scheins  würde  nie  über 
3,1^  steigen,  die  des  3  )i^  nicht  unter  3,2)^  fallen  können.  Zu- 
sammenfassend kann  man  sagen,  dass  bei  Effecten  unter  pari 
grossere  Gewinne  mit  kleinerer  Wahrscheinlichkeit  (bei  dem  ge- 
nannten Beispiel  ist  die  Gewinnwahrscheinlichkeit  im  Ganzen 
1^  =  0,42,  die  Verlustwahrscheinlichkeit  ||^  =  0,66,  während 
■^  =  0,02  als  Wahrscheinlichkeit  neutralen  Ausgangs  übrig 
bleibt)  und  kleinere  Verluste  mit  grosserer  Wahrscheinlichkeit, 
bei  Effecten  über  pari  kleinere  Gewinne  mit  grosserer  Wahr- 
scheinlichkeit (0,66)  und  grossere  Verluste  mit  kleinerer  Wahr- 
scheinlichkeit (0,42)  zu  erwarten  sind. 

Wenn  der  Tilgungsplan,  sei  es  ganz  oder  theilweise,  sei  es  an 
sich  unbestimmt  oder  nur  dem  Publikum  unbekannt  ist,  so  kann 
man  die  Grossen  t  und  to  und  damit  C  und  M  nicht  bestimmen, 
sondern  nur  schtttzen,  indem  man  die  extremen  Werthe  dieser 
Grossen  aufsucht  und  daraus  Mittel werUie  nimmt 

ist  z.  B.  T  bekannt,  aber  nicht  die  p^y  einzeln,  so  ist  to* 
wegen  w*  +  t*  <  t  an  das  Gebiet  zwischen  0  und  %[\  —  r)  ge- 
bunden; man  wird  also  etwa  w  =  -|.yr(4  —  %)  setzen  dürfen. 
Oder,  sind  beide  Grossen  unbekannt  und  nur  die  Tilgungsfrist  n 
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gegeben,  so  kann,  wie  sich  leicht  zeigen  Ittsst,  r  nur  Werthe 
zwischen  q  und  g**,  w  nur  Werthe  zwischen  0  und  ■  ^  an- 
nehmen, oder,  fttrn  =  oo  und  mit  der  Näherung  ^  =  4 ,  es  liegt 
7  zwischen  0  und  i ,  w  zwischen  0  und  \j  sodass  man  schätzungs- 
weise T==^,  w  =-J-  setzen  wird.  Ist  andererseits,  wie  in  der 
Praxis  häufig,  bekannt,  dass  die  Tilgung  nicht  vor  m  Jahren  be- 
ginnen wird,  so  können  wir  t  =  g'"r',  ti?  =  q^w'  setzen^  und 
diese  Grössen  t',  w'  unterliegen  dann  derselben  Unbestimmtheit 
wie  vorhin  r,  to;   dabei  ist  die  Abweichung  des  Gurses  von 

-  4  00  und  das  Bisico  offenbar  mit  dem  verkleinernden  Factor  q"* 
p  ^ 

versehen.   Oder,  etwas  allgemeiner,  gesetzt  es  sei  ein  gewisser 

Tiigungsplan,  dessen  charakteristische  Grössen  r^  und  w^ ,  pub- 
licirt,  und  der  Emittent  der  Anleihe  verpflichte  sich,  die  Tilgung 
die  ersten  m  Jahre  hindurch  nicht  über  diesen  Plan  hinaus  zu 
verstärken,  so  sind  die  Grössen  t,  w  des  wirklichen  Tilgungs- 
plans dadurch  eingeschränkt,  dass  die  Differenzen  r — r^ ,  to*— toj 
den  Factor  q"*  enthalten  —  wodurch  die  Abweichung  des  Gurses 
und  Risicos  von  bekannten  Werthen  C^ ,  M^  auf  dieselbe  Ord- 
nung Q^  heruntergedrückt  ist. 

Aus  der  Gombination  der  in  diesem  Paragraphen  entr- 
wickelten  Anleihentilgung  mit  dem  Lotterieprincip  entsteht  die 
Prämienankihey  von  der  wir  hier  einen  nicht  zu  complicirten 

Fall  betrachten  wollen.    Denken  wir  die  Anleihe  Q  in  s  =  -j^ 

Antbeilscheine  vom  Betrage  4  00  zerlegt  und  nennen  jeden  solchen 
Schein  ein  Prämienloos,  kurz  ein  Loos.  Von  den  s  Loosen  sollen 
s^y  s^j  ...  s^am  finde  des  4.,  2.,  . . .  n^^  Jahres  ausgeloost  wen- 
den, sodass  p^  =  ^  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Looses  ist,  bei 

der  a^^  Verloosung  gezogen  zu  werden.  Nun  sollen  aber  die  s^ 
Loose  der  a^^  Ziehung  nicht  zum  Nominalwerthe  4  00  zurttck- 
bezahlt,  sondern  es  sollen  unter  sie  die  5^  Gewinne 

Terloost  werden.  Auf  ein  Loos,  das  bei  der  a^^  Ausloosung  mit 
dem  Gewinn  C^  gezogen  wird,  sind  überdies  die  Zinsen  q  a  Jahre 
hindurch  gezahlt  worden ;  der  Werth  dieser  sämmtlichen  Zah- 
limgen  auf  den  heutigen  Zeitpunkt  disoontirt  ist 

^f  =  Cf  *"  +  ?{? +  ^'+--  +  ^")  =  Cg?"+<00|(4-?-) 
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und  da  p^  =  —  die  Wahrscheialichkeit  dieses  Gewinns  A^  ist, 
so  ist 

der  Einsatz  (Gurs)  eines  Looses,  ferner  M  das  damit  verbundene 
Risico,  wo 

Es  empfiehlt  sich,  zunächst  die  Summen  nach  ß  auszuführen 
und  zu  setzen 

wonach  man  hat 

J/«  +  C«  =^« -J  Äj  =^«  p„  2>« . 

Weiter  ist  mit 
(43)  ^Cf  =  *«C„,    ^MC^)«  =  5«ß«, 

Bl  =  DiQ*'^+iC„^--mf{i-(!'^)+[mfn-e-)]\ 

Demnach  ist 

(44)     C=2'-PaC«?«+<00i.(<-2'«P«e-), 

(46)  M*  ==^- P" iK - K)  +i'- P« ^« -  {2!" Pa^aY 

Hier  ist  C^  der  für  ein  Loos  zu  zahlende  Einsatz,  wenn  man  l>e- 
stimmt  weiss,  dass  das  Loos  an  der  a^®^  Ziehung  theilnimmt,  oder 
der  durchschnittliche  Satz,  in  dem  ein  Loos  in  der  a^°  Ziehung 
an  Stelle  des  Nominalwerths  4  00  zurtlckgezahlt  wird.    Da  ge- 
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wohnlich  zuerst  durch. eine  »Serienziehung«  die  s^  Loose  be- 
stimmt werden ,  die  an  der  a^^^  Verloosung  theiinehmen,  und 
dann  erst  durch  »Nummemziehung«  die  Ausspielung  der  Gewinne 
unter  ihnen  stattfindet^  so  ist  C^  unmittelbar  vor  der  a^^  Ziehung 
der  Curs  eines  in  der  Serie  gezogenen  Looses.  —  Im  Grunde 
gehören  bereits  Anleihen,  bei  denen  statt  des  Nominalwerthes  ein 
höherer,  aber  constanter  Satz  C„  zurückgezahlt  wird,  hierher; 
dann  sind  also  alle  C„/^  =  C^  ==  Z)^^ ,  und  in  der  Risicoformel 
fallt  das  erste  Glied  fort.  Sind  überdies  die  C^  auch  vom  Index  a 
unabhängig  und  =  C^,  so  wird 

I  u*=(c,  -  ioo  ±y  [2;- Pas*''- (2:"  PaQi]  . 

sodass  wieder  die  gewöhnlichen  Grossen  t,  w  des  Tilgungsplanes 
auftreten.  Für  C^=^00—  wird  der  Curs  C=^C^  vom  Tilgungs- 
plan unabhängig  und  das  Risico  Null;  in  der  That  ist  ein  zu  q^ 
verzinsliches  und  zu  4  00  —  rückzahlbares  Papier  genau  gleich 
einem  pßi  Papier  mit  einem  im  Verhältnis  -^  geänderten  Nominal- 

werth.  —  Prämienanleihen  gewähren  in  der  Regel  niedrigen 
Zinsfuss  q  oder  gar  keinen;  für  unverzinsliche  Prämienanleihen 
vereinfachen  sich  die  Formeln  durch  die  Substitution  9  =  0. 


5.  Anwendnng  auf  die  Lehensyersicherang. 

Anstatt  direct  auf  die  Grundlagen  der  Yersicherungsrech- 
nang  zurückzugehen,  konnten  wir  einen  schon  von  anderer 
Seite  ^)  bemerkten  Parallelismus  zwischen  Amortisation  und 
Mortalität  benutzen  und  an  die  Formeln  (34)  (35)  (38)  (39)  des 
Torigen  Paragraphen  anknüpfen.  Lassen  wir  nämlich  die  spe- 
cielle  Nomenclatur  der  Anleihentilgung  fallen,  so  handelt  es  sich 
um  folgenden  Sachverhalt.  Ein  £reigniss,  das  innerhalb  der 
nächsten  n  Jahre  eintreten  muss,  habe  die  Wahrscheinlichkeiten 
PiPi  •  •  •  Pn»  im  4.,  2.,  ...  n*«"  Jahre  einzutreten.  Solange  es 
noch  nicht  eingetreten  ist,  wird  einer  gewissen  Person  am  Ende 

A)  Vgl.  Charlon,  Tböorie  mathdmatique  des  op^ratioQS  financi^res 
[Paris  4860),  auch  das  früher  citirte  Buch  von  Laureict. 

IhtlL-plkyi.  CImm     1897.  86 
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jedes  Jahres  der  Betrag  9,  überdies  am  Ende  desjenigen  Jahres, 
in  welchem  das  Breigniss  eintritt,  der  Betrag  \  00  bezahlt  Der 
heutige  Werth  dieser  Zahlungen  ist  =C,  das  Risico  ihrer  Er- 
werbung =  M.  Jenes  die  Zahlungen  bedingende  Ereigniss  war 
bisher  die  Ausloosung  eines  Antheilscheins;  der  Betrag  400«galt 
als  der  Nominalwerth,  der  Betrag  q  als  jährlicher  Zins.  Nnn 
hätten  wir  nur  die  Bezeichnungsweise  ein  wenig  zu  ändern,  so- 
dass an  Stelle  der  Zahlung  1 00  eine  beliebige  Zahlung  Q  tritt 
und  die  periodische  Zahlung  q ,  statt  am  Ende,  am  Anfang  jedes 
Jahres  fällig  wird;  sodann  nehmen  wir  als  bedingendes  Ereigniss 
mit  der  Wahrscheinlichkeit  p^  den  Tod  eines  Einzelnen  (oder 
Ehegatten)  im  a^*°  Yersicherungsjahre.  Wir  haben  dann  den 
allgemeinen  Fall  einer  Rentenversicherung  q  und  einer  Kapital- 
versicherung Q  gegen  einmalige  Prämie  C  und  mit  dem  Risico  M 

n 

vor  uns;  die  Grösse  t  =^a  p^g^  entspricht  dabei  den  nachher 

1 
mit  P^j  „$^  u.  dgl.  bezeichneten  Grössen.    Man  kann  lebens- 
längliche, aufgeschobene,  temporäre  Versicherungen  nach  diesem 
Schema  behandeln;  bei  den  letztgenannten  ist  nur  die  Relation 

J^o  p^ = 4  zu  berttcksichtigen,  sodass  p„=  4 — p* — Pt Pn-i 

1 
abweichend  von  den  tlbrigen  p„  nicht  eine  Sterbens-,  sondern 
eine  Lebenswahrscheinlichkeit  bedeutet.  Da  indessen  auch 
Fälle  zu  besprechen  sein  werden,  die  sich  der  Analogie  mit  der 
Anleihentilgung  nur  gewaltsam  und  künstlich  fttgen  würden,  ist 
es  vorzuziehen,  die  Yersicherungsrechnung  vom  Standpunkt  des 
Zufallsspiels  direct  zu  behandeln. 

Wir  denken  uns  eine  Mortalitätstafel  in  der  gewöhnlichen 
Form  gegeben;  Ij,  sei  die  Zahl  der  Lebenden  vom  Alter  cc, 

f*x  ^^  ^X        ^X-t-l 

die  Zahl  der  zwischen  den  Altersgrenzen  x  und  o:  -|-  4  Sterben- 
den.  Femer  seien 

(47)  D^  =  k^Q^    und     d^  =  fi^Q^^' 

die  sogenannten  »disoontirten  Zahlen«  der  Lebenden  und  Ster- 
benden, und 

(48)  i  ^^~  ^^'^  ^^+*  +  ^^+«  +  •  •  •  > 
I     ^x=  <^x+  dj,^i  +  rfa;+t  H 
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die  Sammen  dieser  discontirten  Zahlen  Tom  Alter  x  bis  ans 
Ende  der  Tafel.  Es  bestehan  die  Relationen 


(49) 


Diese  Grössen  genttgen  zur  Berechnung  der  gewöhnlichen  Yer- 
sicherungstarife,  während  bei  Versicherungen  mit  fallender 
Prämie,  steigender  Versicherungssumme,  Prämienrückgewähr 
u.  dgl.  noch  die  weitere  Zahlenreihe 

zu  berechnen  ist.  Hingegen  verlangt  die  Ermittlung  der  Risiken 
die  Kenntniss  der  Grössen  D'E' . .  .d'e' . . . ,  die  aus  den  unge- 
strichenen durch  Vertauschung  von  q  mit  q*  hervorgehen,  also 


(50) 


Dies  vorausgeschickt,  seien  7t^7t^ . .  •  7tf^^^  die  Wahrschein- 
lichkeiten *),  dass  ein  a>-jähriger  im  1 .,  2., . .  (n  —  4  )*•"  Jahre  seines 
ferneren  Lebens  sterbe,  und 

7r„  =  1  —  /r,  —  TT, 7r„_4 

deomaeh  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  er  nach  n  —  1  Jahren 
noch  am  Leben  sei.   Wir  finden 

Der  x-jährige  schliesse  gegen  Erlegung  der  einmaligen  Prämie  C 
die  Versicherung  auf  folgende  Zahlungen  ab:  \]  die  jährliche 
Rente  q  am  Beginn  jedes  Lebensjahres,  jedoch  höchstens  n-mal, 
S]  das  Kapital  Q  zu  Ende  des  Sterbejahres,  jedoch  spätestens 
Dach  n  Jahren.   Dann  ist  in  der  KARUp'schen  Bezeichnung 


4)  Die  früheren  Wahrscbeinlichkeiten  p^^  und  q^  sind  jetzt  durch  n^ 
dod  %^  ersetzt,  um  Verwechslung  mit  deo  jttbrlichen  Prämien  p^  zu  ver- 
meiden. 
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(52)  0=^q'^n^  +  Q'^%. 

Wir  haben  ein  Zufallsspiel  vor  uns,  worin  auf  das  Ereigniss 
mit  der  Wahrscheinlichkeit  n^  der  Preis 


« 


^«  =  9  (*+  P  +  P*  +  •••  +  ?""*)  +  0  ?' 

gesetzt  ist;  denn  wenn  der  Versicherte,  von  nun  an  gerechnet, 
im  a^^  Jahre  stirbt  (resp.  fttr  o  =  n  das  n^*  Jahr  erlebt) ,  so  hat 
er  a-mal  prttnumerando  die  Rente  9  und  am  £nde  des  or^^  Jahres 
den  Betragt  zu  beanspruchen,  und  der  discontirte  Werth  dieser 
Zahlungen  ist  i4^ .   Der  Einsatz  für  dieses  Spiel  ist 


(64)     C  =^.^«4«  =  ^+ ((?--!-)  2'"««?' 

und  das  Risico  M  ist,  wenn  man  (4  7]  benutzt  und  den  constanten 
Theil  von  A^^  weglÄsst, 

(55)  Jf  =  ±(<?-^)|/2'»«„ß«--(2'-^«9-)*. 
Die  Yergleicbung  zwischen  (5S)  und  (54)  zeigt,  dass 

(56)  n'^x=^-^aQ%     ««0.  =  J^  (< -•^«  ^« ?")  • 

Um  auch  die  jährliche  vorschttssige  Prttmie  nf»^  fflr  die  genannte 
(»gemischte«)  Kapital  Versicherung  im  Betrage  4  zu  erhalten, 
deren  einmalige  Prämie  ^^n^x  ^^^  braucht  man  in  (52)  nur 
C  =  0,  qrsss  —  Q.  ^p^  zu  setzen  und  hat 

(57)  nPx^f^^x-nRx^ 


Um  T  =^a  n^Q^  durch  die  Zahlen  der  Mortalitätstafel  aossu- 

1 
drtLcken,  hat  man  (S1)  zu  benutzen  und  findet 

^x^  =  t^xQ  +  f^x-^i  ^*  H h  f^aTH-n-t?""*  +  ^x+n-t?'* 

oder  durch  Multiplication  mit  q^ 
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Dgft  —  d^  +  da.+«  H h  rfa?+fi-t  +  ?^a?+«-i 

==Z)^-(4-p)(£«-Ea,+«). 
Demnach  wird 


(58) 


sodass  die  Berechnang  der  iPrämien  auf  die  Zahlen  D,  E  zurück- 
geführt ist.  Endlich  sind  die  Risiken  dieser  drei  Versicherungen 
XU  bilden;  man  erhält  sie  aus  (55)  durch  die  Substitutionen 

(59)  a)9  =  0,  (?=4,  /?)?  =  <,  0=0,  y)  9=~n«>rr,  Q=* 
in  der  Form 

(60)  MU%)  =  w,     Jf(„«J  =  i^,     Jf(n»>^)  =  j^, 

wenn  man  unter  w^  den  in  (55)  auftretenden  Radicanden 
versteht,  wobei  natürlich 


^x-t-n 


ZU  setzen  ist.  Lässt  man  insbesondere  n  ans  Ende  der  Tafel 
rücken,  so  gehen  die  drei  behandelten  temporttren  (n-jährigen) 
Versicherungen  in  die  drei  entsprechenden  lebenslänglichen 
tlber  (Kapitalversicherung  4  gegen  einmalige  Prämie  P^  oder 
jährliche  lebenslängliche  Prämie  p^,  lebenslängliche  Rente  4  mit 
heutigem  Werthe  ß^j)  ^^^  ™^^  ^^^  ™*^  ^x-t-n  =  ^x-t-n  =  ^ 

^a^-p^,     ^^-D,'     P^-E,^ 

;63)  jf (pj  =  (4  -  ?)  jf (Hj  =  (4  -  pj  jf (p^)  =  >/^::r]^ . 
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Wir  wollen  nunmehr  den  eomplioirteren  Fall  behandeln,  dass 
die  Versicherung  bereits  m  Jahre  bestanden  hat  und  also  eine 
Prttmienreserve  ftthrt,  femer  berücksichtigen  wir  die  Möglich- 
keit, dass  der  Versicherte  nach  irgend  einer  Anzahl  von  Jahren 
die  Versicherung  aufgiebt  und  sich  die  derzeitige  Prftmienreserve 
auszahlen  lasst.  Dabei  beschranken  wir  uns  aber  auf  lebens- 
längliche Versicherungen,  also  auf  die  drei  Fälle  P^.,  R^,  pj.. 
Um  diese  drei  Versicherungen  mit  einem  Schlage  zu  behandeln, 
denken  wir  uns,  wie  bisher,  der  a;-jährige  habe  die  Leibrente  q 
und  die  Sterbesumme  Q  zum  Preise 

(64)  C  =  qR^  +  QPa; 
erworben;  die  Substitutionen 

(65)  a)9  =  0,  0  =  ^     /S?)?  =  ^0=0,     y)q=-PTjQ  =  ^ 

fuhren  dann  auf  die  genannten  drei  Specialfälle.  Hierbei  waren 
Tt^Tt^.. ,  die  Sterbenswahrscheinlichkeiten  des  Versicherten  für 
das  1.,  8., . . .  Versicherungsjahr,  und  die  in  (62)  (63)  vorkommen- 
den Grossen  P^,  P^'  können  in  der  Form 

1  1 

geschrieben  werden,  wo  der  obere  Index  a  =  oo  symbolisch  das 
hOchstvorkommende  Alter  der  Sterbetafel  bedeutet. 

Nach  m  Jahren  ist  der  Versicherte  x-{-  m  Jahre  alt,  und 
seine  nunmehrigen  Sterbenswahrscheinlichkeiten  sind  y^rn-^-v 
^m+t  >  •  •  •  I  ^^ 

(66)  x„  =  7rtt:(<— TT^— TT, ttJ,   a=m+4,  m+«, ... 

Wir  haben  dann  zunächst  (wenn  wir  von  den  durch  Rttokkauf 
erlöschenden  Policen  absehen)  ein  Zufallsspiel  vor  uns,  in  dem 
auf  das  Ereigniss  mit  der  Wahrscheinlichkeit  y^f^^a  derselbe 
Preis  Af^  wie  in  (53)  gesetzt  ist,  nämlich  or-malige  Zahlung  der 
Jahresrente  q  und  Zahlung  der  Sterbesumme  Q  nach  a  Jahren. 
Der  Einsatz  dieses  Spieles  wttrde  sein 
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und  das  Risico  

hierbei  ist  C^  offenbar  identisch  mit  der  Prämienreserve,  da  der 
Versicherte  diesen  Betrag  zahlen  mttsste,  wenn  er  ihn  nicht 
bereits  gut  hätte. 

Schlösse  der  Versicherte  erst  jetzt  eine  Kapital  Versicherung  1 
gegen  einmalige  PrUmie  ab,  so  müsste  er  den  Betrag 

oe 

^x-¥m  =^"  ^m-^a  ?" 
1 

zahlen.  Berücksichtigt  man  dies,  die  entsprechende  Formel  für 
P^.^^^  und  die  (auch  fttr  den  Index  x  +  m  gültigen)  Relationen 
(62)  iwischen  den  P  und  R,  so  gehen  C^  und  i/^  Ober  in 


(67) 


X+m  ' 


Hieraus  erhält  man  durch  die  Substitution  (65)  die  Prämien- 
reserven  und  Fortsetzungsrisiken  unserer  drei  Versicherungen 
nach  m  Jahren  in  der  Form 


(69)  MJP^):=^{\  --Q)MJR^)={i  -PJi/^(pJ=VPi^,n-i^cJ+m- 

Die  Formel  (69)  zeigt,  dass  auch  nach  m  Jahren  die  drei  Risiken 
noch  das  coustapte  V^rhältniss 

^m(Px) :  ^m(»^)  :  «miPx)  =  (^  -  Px)  'Rx'-^ 

haben  wie  zu  Anfang.  Vergleicht  man  aber  die  drei  Risiken  (69) 
mit  denen,  die  stattfinden  würden,  wenn  die  entsprechende 
Versicherung  erst  jetzt  geschlossen  würde,  so  erhält  man 
nach  (63) 

mPx+m)  =  {^-Q)  mt^x+m)  =  (^  -  Px+m)  ^(Po^^m) 
^x-^'tn 
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und  daher 


(70) 


^m(^x)  =  ^(^x-^m) } 


Während  also  das  Risico  in  den  Fällen  P^  und  i?^  für  Fortsetzung 
der  alten  und  Abschluss  der  neuen  Versicherung  das  gleiche  ist, 
ist  im  Falle  p^  das  Risico  der  Fortsetzung  einer  vor  m  Jahren 
abgeschlossenen  Versicherung  gegennber  dem  einer  neu  abzu- 

schliessenden  im  Verhältniss  -~^  kleiner. 

Wir  ziehen  nun  die  muthmasslich  durch  Austritt  erlöschen- 
den Versicherungen  in  Betracht  und  nehmen  an,  es  sei  aus 
statistischen  Ermittelungen  von  vornherein  die  wahrscheinliche 
Zahl  i^x-t-m-t-a  '  ^a  ^^^  nach  a  Jahren  Austretenden  oder  die 
Wahrscheinlichkeit  w^  bekannt^  dass  ein  nach  o  Jahren  noch 
Lebender  von  den  heute  Lebenden  i^x-t-m  ^^^^^  Police  gegen  die 
Prämienreserve  an  den  Versicherer  zurück  verkaufe;  to^  sei 
für  die  gesammten  drei  Versicherungen  gleich.  Man  hat  dann^ 
vom  heutigen  Zeitpunkt  gerechnet,  folgendes  Täfelchen,  das 
Aufschluss  über  die  Vorgänge  innerhalb  der  Gesellschaft  giebt 
und  worin  y=^x  +  m  gesetzt  ist. 

Versiehe-  Versicherte  Sterbefälle  Ceberlebende        Austreteoi 

rungsjahr  a     zu  Anfang  d.  J.  des  Jahres  zu  Ende  d.  J.        zu  Eode  d 


Demnach  ist  v^  =  w^  -^  die  Wahrscheinlichkeit,  am  Ende  des 

y 
^ten  Versicherungsjahres  [von  heute  an,  also  ursprünglich  des 

(m  +  a)**°)  auszutreten,  und 


a-i 

^  1 


7       ^y 


die  Wahrscheinlichkeit,  in  diesem  Jahre  zu  sterben.    Die  Aus- 
tretenden erhalten  ihre  Reserve 
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deren  heutiger  Werth  C^^^q^  ist,  und  haben  die  a-malige 
Zahlung  q  mit  dem  heutigen  Werthe  q  •  _J^  empfangen;  beide 
Leistungen  zusammen  haben  den  heutigen  Werth 

Während  auf  die  Sterbenden  wiederum  der  Preis 

entßdit.  Demnach  ist  Einsatz  und  Risico  dieses  Spieles,  in  dem 
auf  Ereignisse  mit  den  Wahrscheinlichkeiten  u^  und  v^  die 
Preise  A^  und  B^  gesetzt  sind,  gegeben  durch 


(74) 


wenn  man 


00 


«'=^«  (««  +  «« '?+«)?* 
1 


1 
setzt  und  die  Relation 


beachtet.    Femer  folgt 


y-*-ci   7 
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und  damit  ergiebt  sich 

(72)  Dy'{%'  -  r«)  =  Äi,  -J'«  wa  Ky^u  , 

1 

wenn  zur  Abkflnnng 

(73)  Ä;r  =  ^i(Pi-i^) 
gesetzt  wird.  Aus  (74)  folgt  dann 

ein  selbstverständliches  Resultat,  während  die  zweite  Gleichung 

(74)  mit  (72)  (73)  das  Risico  M  bestimmt.  Die  Substitutionen  (65) 
zeigen,  dass  auch  hier  die  Risiken  der  drei  Yersicherungen  P^, 
Bsci  Px  i^  ^^^  bekannten  Verhältniss 

(4-PJ:ß^:4 

stehen,  sodass  es  genügt,  das  Risico  der  einen,  etwa  P^^  zu  be- 
trachten.  Dieses  Risico  M  von  P^  ist  definirt  durch 

(74)     Dy'  M*  =  Ky  —  w^Ky^^^  w^Ky^^ ,     y  =  x  +  m, 

wonach  die  Berechnung  auf  die  Grössen  K  zurückgeführt  ist. 
Finden  keine  Austritte  statt,  {w^  =  0),  so  redueirt  sich  (74)  auf 
ihr  erstes  Glied 

M    =  ^  =  ^y        'y  ^^  "m (^a?)   > 

die  Glieder  mit  w^  geben  die  Verminderung  dieses  Risicos  Mf^(P^) 
in  Folge  des  muthmassHchen  Erlöschens  von  Policen  an. 

Man  gelangt  von  hier  wieder  zu  den  partiellen  Risiken, 
deren  allgemeiner  Ansatz  in  §  2  gegeben  wurde.  Nimmt  man 
an,  es  treten  nach  a  Jahren  sämmtliche  noch  lebende  Mitglieder 
ans,  so  ist  u;^  =  4,  alle  übrigen  k;^  =  0,  und  (74)  wird 

y  ^   ^^  ^y  """  •'^y+a  • 
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Dieses  Jf ,  nach  Analogie  des  §  8  mit  Mm'*'^  ^^  bezeichnen,  giebt 
also  das  Risico  der  Versicherung  P^^  genommen  nach  fn-jährigem 
Bestehen  der  Versicherung  und  für  einen  Zeitraum  von  a  Jahren, 
an  dessen  Ende  die  .Versicherung  als  aufgehoben  und  die  Prä- 
mienreserve an  den  Versicherten  zahlbar  gedacht  wird.  Insbe- 
sondere ergiebt  sich  fttr  a  =s  4  das  einjährige  Risico  M^'*'^  aus 
der  Gleichung 

Hier  wird  also  an  Stelle  der  eigentlichen  Versicherung  ein  Zu- 
fallsspiel mit  nur  zwei  Möglichkeiten  substituirt:  entweder  stirbt 
der  Versicherte  (Wahrscheinlichkeit  Xy^^  J  und  erhält  die  Sterbe- 
samme 4,  oder  er  bleibt  leben  und  erhält  die  Reserve  Py^«.  Da 
zu  Anfang  des  Jahres  bereits  die  Reserve  Py  vorhanden  ist,  fallen 
nur  die  beiden  (auf  den  Jahresanfang  discontirten)  Differenz- 
leistungen ^  —  Py,  q  Py^^  —  Py  dcm  Vorsichercr  zur  Last,  und 
die  identische  Gleichung 

zeigt,  dass  auch  in  dieser  Auffassung  (die  bekanntlich  zum  Be- 
griff der  sogenannten  »Risiooprämiec  für  ein  Jahr  führt ^))  das 
Spiel  ein  »gerechtes«  ist.  Durch  Aufsummirung  der  ersten 
Gleichung  (75)  von  y  bis  ans  Ende  der  Tafel  kommt  man  auf  eine 
zur  Formel  [\  8)  des  §  2  analoge  Zusammensetzung  des  totalen 
Bisicoa  aus  den  einjährigen. 

Bei  dieser  Gelegenheit  mag  der  im  §  2  ohne  Beweis  ausge- 
sprochene Zusammenhang  zwischen  der  eigentlichen  Prämien- 
reserve C^  und  der  »reinen  Reserve« 

oe 
m+l 

verificirt  werden.   Man  hat 

^a  ^^^  ^a       ^  > 
wo  A^  und  C  aus  (53)  und  (64)  zu  ermitteln  sind,  folglich 


I)  Vgl.  ZiLLiin,  Die  math.  Rechnungen  bei  Lebens-  nnd  Rentenver- 
sicheningeii.  Berlin  4887. 
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X 

=2'  -n..a  (r^  -  c)  +^-  x^,«r*-  [q  -  r£i) 


oder 


«?^:r+m  +  ?«a;^m)?*"=C^?*"  =  Vm+C-9.^       ' 


In  der  That  hat  der  Versicherte  den  Einsatz  C  vorweg  entrichtet 
und  auch  den  Preis  A^  theil weise,  nttmlich  soweit  er  von  der 
Rente  q  (nicht  von  der  Sterbesumme  Q)  herrflhrt,  vorweg  em- 
pfangen; demnach  ist  sein  reines  Guthaben  t^m  um  C  su  ver- 
mehren und  um 

zu  vermindern;  das  Resultat  vettrde  die  PrHmienreserve  sein, 
aber  bezogen  auf  den  Anfang  der  Yersicherung,  also  die  mit  q^ 
multiplicirte  Prämienreserve. 

Die  Ausdehnung  der  Retrachtungen  dieses  Paragraphen  auf 
complicirtere  Yersicherungsmodi,  verbundene  Leben  u.  dgl. 
bietet  keine  principielle  Schwierigkeit.  Im  Allgemeinen  wtLrde 
durch  Mitberechnung  der  Risiken  neben  den  gewt^hnlichen  Tarif- 
grössen  die  Arbeit  verdoppelt,  indem  man  ausser  den  bekannten 
Tafeln  entsprechende  mit  dem  Discontirungsfactor  q*  zu  con- 
struiren  hat;  bei  den  Tarifen  mit  fallenden  Prämien  oder 
Prttmienrttckgewähr  braucht  man  überdies  eine  Summenreihe 
der  discontirten  Zahlen  D^'  mehr  als  von  den  D^.  Diese  Um- 
stände würden  zunächst  gegen  die  praktische  Verwendbarkeit 
des  Risicos  sprechen ,  wenn  man  sich  nicht  andererseits  einige 
Erleichterungen  gestatten  dürfte,  wie  z.  B.  die  Verwendung  inter- 
polatorischer  Formeln  für  k^,  die  Zusammenfassung  von  Alters- 
gruppen zu  einem  mittleren  Alter  und  verschiedener  Versiche- 
rungssummen zu  einer  mittleren  Summe.  Denn  da  die  Zuschläge 
zu  den  Prämien  nicht  nur  zur  Deckung  des  Risicos,  sondern 
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auch  lur  Aufbringung  der  Verwaltungskosten  resp.  Erzielung 
eines  Geschaftsgewinns  bestimmt  sind,  so  wird  —  wenigstens 
gegenüber  dem  gewöhnlichen  Verfahren,  das  aber  das  Mass  der 
Risicodeckung  gar  keine  Rechenschaft  ablegt  —  eine  ungefUire 
Schätzung  der  Risiken  bereits  ausreichende  Dienste  tbnn. 

Alle  Ausführungen  dieses  Paragraphen  beziehen  sich  auf 
einzelne  Versicherungen;  das  Risico  der  Gesammtheit  der  Ver- 
sicherten oder  der  Versicherungsgesellschaft  ist  die  Quadrat- 
wurzel aus  der  Quadratsumme  der  Einzelrisiken,  wenigstens  so- 
lange man  die  Sterbenswahrscheinlichkeiten  als  gegebene  und 
constante  Grössen  ansieht,  die  für  jeden  Versicherten  unabhängig 
sind  vom  Leben  oder  Sterben  anderer  Versicherter.  Diese  Vor- 
aussetzung ist  nicht  mehr  erfüllt,  wenn  man  die  Unsicherheit 
der  genannten  Wahrscheinlichkeiten  (die  ja  nur  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Beobachtungen  hergeleitet  sind)  in  Betracht 
zieht ;  man  erhält  dann  andere  Formeln  sowohl  für  Einzel-  als 
Gesammtrisico,  die  sich  denunsrigen  um  so  mehr  nähern,  je  mehr 
gewisse  ganze  Zahlen  ins  Unendliche  wachsen.  In  mancher  Be- 
ziehung sind  die  hierbei  auftretenden  Wahrscheinlichkeiten  und 
Risiken  das  Gegenstück  zu  den  entsprechenden  Grössen  des 
Lotteriespiels;  sowie  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  zwei  Loosen 
zu  gewinnen,  nicht  einfach  das  Quadrat  der  Gewinnwahrschein- 
iichkeit  eines  Looses  ist,  so  ist  hier  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
zwei  gleichaltrige  Personen  sterben,  nicht  mehr  das  Quadrat 
der  Sterbenswahrscheinlichkeit  einer  Person.  Der  allgemeine 
Fall  dieser  Kategorie  würde,  wenn  wir  ähnliche  Bezeichnungen 
wie  im  §  3  einführen,  folgendermassen  zu  behandeln  sein.  Auf  n 
einander  ausschliessende  Ereignisse  ABF...,  von  denen  eins 
eintreten  muss,  sind  die  Preise  ABT...  gesetzt.  Man  kennt  aber 
ihre  Wahrscheinlichkeiten  nicht,  sondern  hat  nur  beobachtet, 
dass  unter  s  =  a  +  6-f-c+  •••  angestellten  Versuchen  o mal 
das  Ereignis  A,  6 mal  B,  cmal  T  . . .  eingetreten  ist.  Hieraus 
soQ  ein  Schluss  auf  weiter  anzustellende  a  Versuche  gezogen 
werden.  Wenn  über  jene  Wahrscheinlichkeiten  alle  HypoUiesen 
des  möglichen  Werthbereichs  gleichberechtigt  sind,  so  ist  be- 
kanntlich 

_         tft  (fl-|-«)!(fe  +  ^)!(c-|-y)!.,.  (^  +  n— 4)! 

^       o!/j!y!...  (j-j-a  +  n—l)!  o!6!c!... 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  unter  den  a^sss^a-^ ß-^y  +  -*- 
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neuen  Yersacben  die  Vertheilung  a-^  +  ß  B  +  y-fH der 

Ereignisse  stattfinde.  Der  ausiusahlende  Preis  wird  in  diesem 
Falle 

a^  +  ßB  +  y^^ 

und  der  Beingewinn 

05  =  aA  +  /»B  +  yrH ^^  , 

wenn  A  den  Spieleinsatz  bedeutet  Bezeichnet  5  eine  SummaUon 
ttber  alle  ganzzahligen  nichtnegativen  Werthe  er,  ^,  /,  ...  deren 
Summe  =  a,  und  setzt  man 

(s  +  n)A  =(a  +  4)A  +{b  +  i)B  +[c  +  h)r  +.-., 

so  lasst  sich  zeigen,  dass 

Sp  =  4  ,      Spx  =  0  , 
und  das  mittlere  Bisico  dieses  Spieles  wird 

Auch  hier  also,  bei  dem  Inducttonsschluss  von  s  bekannten  auf 
a  unbekannte  Falle,  unterscheidet  sich  das  mittlere  Bisico  Jf^ 
von  seinem  gewöhnlichen  Werthe  Va  M^  um  einen  Betrag,  der 
von  der  Ordnung  —  ist;  ausserdem  ist  bereits  M^  anders  zu  be- 
stimmen als  gewöhnlich,  indem  man  nämlich  statt  der  an* 
bekannten   Wahrscheinlichkeiten   gewisse  empirische   Werthe 

^  ,     ,  -4--1  •••zu  setzen  hat.    Sowohl  der  hier  betrachtete 

Fall  als  auch  die  Theorie  des  Lotteriespiels  fahren  wieder  auf 
den  Normalfall  fester  unabhflngiger  Wahrscheinlichkeiten,  wenn 
man  s  (Anzahl  der  Loose  resp.  der  beobachteten  Versuche)  über 
alle  Grenzen  wachsen  lässt. 

Wollte  man  endlich,  wie  es  Zbch  >)  gethan  hat,  die  Beziehung 
zur  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gänzlich  fallen  lassen  und 
die  mittleren  Risiken  rein  als  mittlere  Fehler  von  Functionen 


4)  Zbcb,  Ueber  das  Risico  bei  Lobeas versicher ungea.  Tttbiagen  4864. 
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beobachteter  Grossen  verstehen,  so  betrKte  man  das  Gebiet  will* 
kttrlioher  nnd  conTentioneller  Annahmen,  oder  mttsste,  um  die 
mittleren  Fehler  der  unabhängigen  Grössen  zu  bestimmen,  eine 
grosse  Zahl  von  Gruppen  und  innerhalb  jeder  Gruppe  eine 
grosse  Zahl  einzelner  Leben  beobachten.  Die  von  Zbch  aufge- 
stellten Formeln  leiden  überdies  an  einer  fehlerhaften  Wahl  der 
unabhängigen  Variablen.   Es  ist  unzulässig,  aus  der  Formel 

fflr  den  Rentenwerth  des  a?-jahrigen  den  Schluss  zu  ziehen, 
dass  der  mittlere  Fehler  von  R^  aus  denen  der  Ix+a  ^^^^^  ^^^ 
bekannte  quadratische  Formel  erhalten  werde  —  unzulässig 
deshalb,  weil  die  >l^^„  nicht  von  einander  unabhängig  variiren 
dürfen  (jedes  Air+a+4  muss  «<  Xx-^a  ^®*")  ^^^  ^^  ¥o\ge  dessen 
auch  die  Productgliederia?+a*'''rF+/tf  einen  Beitrag  zum  mittleren 
Fehler  liefern.  Um  auf  einwandfreie  Formeln  zu  kommen, 
wären  etwa  die  successiven  Ueberlebenswahrscheinlichkeiten 

einzuftahren  und  zu  setzen 

Diese  Grössen  to^  sind  von  einander  unabhängig  und  liegen 
zwischen  0  und  4 ;  in  Bezug  auf  sie  kann  die  bekannte  Formel 

angewendet  werden,  die  übrigens  mit  Benutzung  unserer  Zahlen 
Dj,  und  E^  in 

übergeht.  Hieraus  erhält  man  wieder  einen  mit  (63)  überein- 
stimmenden Werth,  wenn  man  nach  Grundsätzen  der  Wahr- 
scheinb'chkeitsrechnung 

also 

wW_  _4 1 
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setst  und  einige  nicht  schwierige  Umformungen  vornimmt.  Die 
von  Zbch  mit  in  Rechnung  gesogene  Unsicherheit  des  Zinsfusses 
lasst  sich  nach  Einführung  der  w^  in  einfachster  Form  behan- 
deln, wenn  man 

setzt  und  den  mittleren  Fehler  von  R^  durch  die  mittleren 
Fehler  der  W„  ausdrückt;  ^«^t^s  *  -  *  ^^^^  hierbei  die  Discon- 
tirungsfactoren,  die  der  voraussichtlich  im  ersten,  zweiten, 
dritten  . . .  Versicherungsjahre  zu  erzielenden  Verzinsung  ent- 
sprechen. 


P.  Drade,  Zur  Theorie  der  anomalen  elektrischen  Dispersion 
und  Absorption. 

Die  Thatsache,  dass  viele  Substansen  fttr  elektrische 
Schwingungen  schneller  Periode  eine  nicht  ihrer  Leitfähigkeit 
entsprechende,  sondern  anomale  Absorption  und  eine  weit  klei- 
nere Dielektricitätsconstante,  als  bei  langsamen  elektrischen 
Schwingungen,  besitzen,  ist  deshalb  so  auffallend,  weil  man 
lunächst  aus  Analogie  mit  den  optischen  Erscheinungen  der* 
artige  Anomalieen  erst  bei  denjenigen  Schwingungsperioden 
erwarten  sollte,  welche  in  der  Grössenordnung  vergleichbar  mit 
den  Bigenschwingungsperioden  der  Moleküle  sind.  Nun  sind 
aber  die  elektrischen  Schwingungen,  bei  denen  unter  Umstanden 
diese  Anomalien  schon  auftreten,  noch  so  langsam,  dass  man 
ähnlich  langsame  Eigenschwingungsperioden  der  Moleküle  für 
wenig  wahrscheinlich  halten  wird;  mindestens  ist  zu  versuchen, 
wie  weit  man  zu  einer  den  Thatsachen  entsprechenden 
Theorie  dieser  Erscheinungen  auch  ohne  die  Hypothese  sehr 
langsamer  Molekular-Eigenschwingungen  gelangen  kann. 

Die  Richtung,  in  welcher  ein  derartiger  Versuch  unter- 
nommen werden  kann,  ergiebt  sich  nun  aus  einem  genaueren 
Vergleich  der  Eigenschaften  der  elektrischen  und  der  opti- 
schen Anomalie:  abgesehen  davon,  dass  beide  Erscheinungen 
in  sehr  verschiedenen  Schwingungsperioden  sich  abspielen,  be- 
steht ein  wesentlicher  Unterschied  in  der  Breite  der  Absorp- 
tionsbanden. Obwohl  für  die  elektrischen  Schwingungen  die 
volle  Ausdehnung  des  Absorptionsgebietes  noch  bei  keiner  Sub- 
stanz ermittelt  worden  ist,  so  kann  man  doch  schon  behaupten, 
dass  das  elektrische  Absorptionsgebiet  sich  in  stetig .  wech- 
selnder Intensität,  über  ein  wesentlich  grösseres  Gebiet  von 
Wellenlangen  erstreckt,  als  die  Absorptionsbanden  der  optsich 

üfttk-phyt.  ClMM.    1897.  87 
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anomalen  Etfrper.  So  konnte  ich^)  bei  mehreren  Körpern, 
welche  starke  Absorption  bei  der  (in  Luft  gemessenen)  Wellen- 
länge >l  =  75  cm  zeigten,  auch  merkbare,  allerdings  schwächere 
Absorption  bei  k  =  200  cm  nachweisen. 

Vom  Standpunkte  der  Theorie  der  optischen  anomalen 
Dispersion  sind  nun  die  Absorptionsbanden  um  so  breiter,  je 
starker  die  Dämpfung  der  Eigenschwingungen  der  Moleküle  ist. 
In  dieser  optischen  Theorie  nöthigt  die  Schmalheit  der  Absorp- 
tionsbanden zu  der  Annahme,  dass  die  Dampfungsconstante  der 
Eigenschwingungen  der  Molekttle  ziemlich  klein  ist.  Sie  gewinnt 
dadurch  Einfluss  auf  die  Erscheinungen  nur  dann,  wenn  die 
Periode  der  Lichtschwingungen  in  der  Nachbarschaft  der  Mole- 
kular-Eigenschwingungen  liegt.  Halten  wir  nun  den  allgemeinen 
Standpunkt  der  Theorie  der  optischen  Anomalie  auch  hier  im 
elektrischen  Gebiete  fest,  so  werden  wir  jedenfalls  durch  die 
Breite  des  Absorptionsgebietes  zu  der  Annahme  sehr  grosser 
Dämpfungsconstanten  gezwungen.  Diese  gewinnen  dann  aber 
Einfluss  auf  die  Erscheinungen,  selbst  wenn  die  Periode  der  ein- 
fallenden Schwingungen  sehr  viel  langsamer  ist,  als  die  Eigen- 
sohwingungsperiode  der  Molekttle;  ja  man  kann  als  extremen 
Fall  letztere  als  verschwindend  annehmen  im  Vergleich  cur  Pe- 
riode der  einfallenden  Schwingungen. 

Dieser  extreme  Fall  deckt  sich  dann  in  der  Vorstellung 
mit  einer  Auffassung,  die  zuerst  in  einer  Arbeit  von  Milukan ^  als 
ein  Gedanke  von  Nbrnst  ausgesprochen  worden  ist,  nämlich  die 
anomale  elektrische  Dispersion  durch  Anwesenheit  kleiner  Be- 
standtheile  gewisser  Leitfähigkeit  in  isolirender  Umgebung  zu 
erklären.  Es  wttrde  dies  also  eine  Beschaffenheit  des  Körpers 
sein,  die  Maxwell  ^)  zur  mathematischen  Darstellung  der  elektri- 
schen Rttckstandserscheinungen  herangezogen  hat. 

Nachdem  ich  schon  frtther^)  diesen  extremen  Standpunkt, 
nämlich  völlige  Vernachlässigung  der  Molekular*Bigenschwing- 


i)  Abhaodl.  d.  säcbs.  Ges.  d.  Wiss.  Math.-phys.  Kl.  Bd.  23,  p.  4,  4896. 
—  Wiedem.  Ann.  58,  p.  4,  4  896. 

i)  R.  MiLLiKAN,  Wied.  Ann.  60,  p.  876,  1897. 

S)  Gl.  Maxwell,  Elektr.  u.  Magnetism.,  deutsch  von  WsiNSTEtif,  Berlin 
4883,  p.  474  ff.  Art.  828—380. 

4)  Wied.  Ann.  60,  p.  805,  4897.  — •  Zeitochr.  f.  phys.  Ghem.  88, 
p.  324,  4897. 
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ungen,  wegen  seiner  besonderen  Einfachheit  und  grösseren 
Plausibilitäi  hervorgehoben  habe,  möchte  ich  im  Folgenden  näher 
nachweisen,  dass  man  von  beiden  Ausgangspunkten  aus,  näm- 
lich aus  der  allgemeinen  Dispersionstheorie  und  aus  der  Vor- 
stellung des  mit  Leitern  untermischten  Isolators,  zu  denselben 
Resultaten  geführt  wird.  Ferner  werde  ich  diese  Resultate  an 
der  Hand  des  bisher  vorliegenden  ßeobachtungsmaterials  prüfen. 
I.  Alle  Theorien  der  optischen  anomalen  Dispersion,  so- 
wohl die  mechanischen,  als  die  elektrische  Theorie  der  Yalenz- 
schwingungen,  als  die  Theorie  der  elektrischen  Schwingungen 
in  elektrisch  nicht  geladenen  Molekülen  führen ')  zu  folgender 
Gleichung  für  den  Brechungsexponenten  n  einer  Substanz  und 
ihren  Absorplionsindex^)  x: 

4  -4-  t  — ^ 2 

7  bedeutet  die  Periode  der  einfallenden  Schwingung.  Das  2 
Zeichen  über  den  Index  h  deutet  an,  dass  mehrere  Molekül- 
gattungen vorhanden  sein  können.  Die  Constante  a^  misst  die 
Dämpfung  der  Molekül-Eigenschwingungen,  bf^  ist  bei  fehlender 
Dämpfung  gleich  dem  Quadrat  der  Eigenschwingung  der  be- 
treffenden Molekülgattung. 

Nehmen  wir  letztere  als  verschwindend  an  im  Vergleich 
zu  den.  angewandten  Perioden  T,  d.  h.  setzen  wir  6;^  =  0 ,  so 
entsteht  aus  (1): 


(2) 


.»■«=    2:^-'i' 


Für  sehr  kleine  Perioden  T  strebt  hiernach  n*  und  x  den 
Grenzwerthen  zu: 

(3)  n*  =  €o ,     X  =  0  für  r  =  0  , 


4)  Vgl.  z.  B.  mein  Buch  Physik  des  Aethers.  p.  5i7. 

2]  Absorptionsindex  x  ist  dadurch  definirt,  dass  die  Amplitude  auf 
der  Strecke  von  einer  Wellenlänge  (in  der  Substanz)  im  Verbältniss 
4:«***  abnimmt. 

87» 


c» . 
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fttr  sehr  grosse  Perioden  T  den  Grenzwerthen : 

(*)  n*  =  €,  +  ^6Ä,     x  =  0  fttr  r  = 

Aus  der  letzten  Gleichung  geht  hervor,  dass  der  Körper  für 
sehr  langsame  Wechselzahlen  keine  Energie  vermindernde  Ein- 
flttsse  äussert,  d.  h.  dass  wir  ihn  als  elektrischen  Isolator  auf- 
fassen. Man  konnte  leicht  die  Gleichungen  so  ergänzen,  dass 
auch  die  fttr  langsame  Stromwechsel  als  Leiter  wirkende  Körper 
inbegriffen  wttrden,  indess  soll  hiervon  abgesehen  werden,  da 
OHH^sche  Leitfähigkeit  bei  den  Körpern,  auf  welche  schliesslich 
die  Resultate  der  Rechnung  angewandt  werden  sollen,  nicht  id 
Betracht  kommt. 

Aus  (2)  folgt,  dass  n^x  mehrere  Haxima  bei  verschiedenem 
T  besitzt.  Verfolgen  wir  näher  den  einfachsten  Fall,  der  viel- 
leicht bei  der  elektrischen  Anomalie  oft  wirklich  vorliegt,  dass 
nämlich  n^x  nur  ein  Maximum  besi^t,  so  giebt  es  auch  nur  eine 
Molekttlgattung.  Ihre  Gonstanten  e^,  a^  seien  e\  o!  genannt. 
Die  Gleichungen  (2)  werden  dann,  wenn  man  den  Werth,  den 
71^  fttr  r  =  cx)  annimmt,  b^  nennt,  d.  h.  setzt: 

(*')  ««  =  «o  +  ^^Ä  =  ««  +  «', 


■Mir  ^  ■+(!.)■ "' 


Es  sind  also  jetzt  nur  drei  Constanten  fttr  den  betrachteten 
Körper  charakteristisch :  £<»  >  ^o  unda'.  Die  beiden  ersteren bedeu- 
ten diejenigen  Grenzwerthe,  denen  n^  diesseits  und  jenseits  des 
Absorptionsgebietes  zustrebt,  e^  ist  also  mit  der  bei  langsamen 
Stromwechseln  oder  in  elektrostatischen  Experimenten  gtdtigen 
Dielektricitätsoonstante  identisch,  6^  mit  dem  Werthe  des 
Quadrates  des  optischen  Brechungsindex,  falls  wirklich  nur  ein 
Absorptionsmaximum  fttr  die  Schwingungen,  die  langsamer  als 
die  optischen  sind,  vorhanden  ist.  Giebt  es  deren  mehrere  Ma- 
xima,  so  gelten  die  Formeln  (5j  ttberhaupt  nicht  mehr,  sondern 
die  allgemeinen  (2).  Falls  aber  die  verschiedenen  Absorptions- 
gebiete genttgend  weit  auseinander  liegen,  so  gelten  die  Formeln 
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(5)  immer  noch  angenähert,  e^  hat  die  Bedeutung  behalten, 
€o  ist  aber  dann  grosser  als  das  Quadrat  des  optischen  Brechungs- 
index. 

a'  bedeutet  diejenige   Sohwingungsdauer   T,  für  welche 

«2  (1  —  x^)  das  arithmetische  Mittel  ^°^^  T"  ^°  »wischen  den 
Grenzw^erthen  ist,  während  n*x  fttr  diese  Periode  a'  das  Maxi- 
mum besitzt ,  namlich  n*Xjj^  =  ~^°  •    Die  Grösse  n*  (4—  x*) 

spielt  die  Rolle  der  Dielektricitätsconstanten  der  Substanz  bei 
beliebiger  Schwingungsdauer.   Wir  wollen  daher  setzen 

(6)  n»(4— x«)  =  6. 

€  ist  directer  Messung  zugänglich,  wenn  die  Substanz  den 
Zwischenraum  zwischen  den  Platten  eines  Gondensators  füllt, 
z.  B.  bei  der  von  mir  in  der  Zeitschr.  f.  phys.  Chem.  23,  p.  324, 
1897  als  zweite  bezeichnete  Methode^),  während  die  dort  als 
Wellenlängenmethode  bezeichnete  direct  den  Brechungsexpo- 
nenten n  liefert. 

Durch  Elimination  von       entsteht  aus  (5) : 


(7)  2n«x  =  n€„-n'(4-x«)][n«(l-x«)-e,]  , 

oder  wenn  man  die  Bezeichnung  (6)  benutzt: 


Man  muss  also  aus  bekanntem  €^,  e«  und  beobachteter 
Dielecticitätsconstante  e  den  Absorptionsindex  x  berechnen 
können,  am  einfachsten  durch  die  Formeln: 

(9)  7V(€x —  «)]£  — €o)  =  ^<P  7     x  =  tgiqp. 

Diese  Formel  fordert  zur  Prüfung  mit  den  Beobachtungen 
sehr  auf.   Sie  wird  im  dritten  Abschnitt  angewandt  werden. 

Die  Berechnung  der  Gonstanten  a'  aus  den  Beobachtungen 
ergiebt  sich  am  bequemsten  mit  Hilfe  einer  der  Formeln: 


4)  Ich  habe  sie  näher  auch  in  Wied.  Ann.  61,  p.  416,  4897  ausein- 
andergesetzt. 
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(iO)  a'=r|/^% 


«0 


e  — Co 


Umgekehrt  stellen  sich  die  Dielektricittttsoonstante  €,  der 
Brechungsindex  n,  der  Ab8oq)tioD8index  x  mit  Hilfe  der  Con- 
stanteB  e^^  e^,  d  dar  in  folgender  Weise: 

wobei  i;  eine  AbkOnong  ist  fOr 


Y^m-Y'-^- 


Pttr  X  ergiebt  sich  auch  die  (oft  bequeme)  Formel 

(43a)  x  =  i 


T 

«7  +  « 


Fflr  die  numerische  Berechnung  ist  es  am  bequemsten,  nach 
Berechnung  von  e  su  bilden : 

T 
(^3b)  ^=^-^._^  =  tg^. 

Dann  ist 

n*  wird  aus  e  gefunden  nach : 

Für  sehr  grosse  T  wird 
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filr  sehr  kleine  T: 


%a'         e, 


0 


Hieraus  ergiebt  sich,  dass  mit  abnehmender  Schwingungs- 
dauer T  e  und  n  beständig  abnehmen  von  e^  bis  e^^  dass  da- 
gegen X  ein  Maximum  erreicht  bei 

(u)  r=«YS' 

and  iwar  wird  dort: 


Die  Grosse  nx  erreicht  ein  Maximum  bei: 


und  zwar  wird  dort: 


Bedeutende  AbsarpHonen  sind  also  nur  bei  den  Substanzen  zu 
erwarten^  bei  denen  e^  und  e^  stark  von  einander  verschieden 
sind.  Identificiren  wir  b^  mit  dem  Quadrate  des  optischen 
Brechungsindex,  so  ist  daher  beim  Wasser  die  allergrOsste  Ab- 
sorption lu  erwarten.  Für  «^  =  4,8  und  b^  =  84  folgt  bei 
Wasser  aus  den  Formeln  (44')  und  (45'): 

'^M«.=  Ö,7A;    nx^  =  3,08. 

Bei  welchen  Sohwingungsdauem  T  aber  diese  bedeutenden 
Absorptionen  eintreten,  kann  man  aus  den  bisherigen  Beobach- 
tungen noch  nicht  bestimmen.  Bei  einer  Wellenlänge  in  Luft 
TOD  S  bis  3  cm  scheint  allerdings  nach  Versuchen,  mit  denen 
ich  soeben  beschäftigt  bin,  das  Wasser  bedeutende  Absorption 
lu  besitzen. 

Bei  den  Fettsäuren:  Propionsäure,  Buttersäure,  Valerian- 
säure  unterscheidet  sich  b^  nur  wenig  von  6^.  Daher  tritt  in 
ihnen  trotz  Hydroxylgruppe  nur  geringe  Absorption  auf  ^).  Trotz- 
dem  kann  bei   derartigen  Körpern  die  Reibungsconstante  a' 

4)  Vgl.  ZeiUchr.  f.  phys.  Chem.  88, 1897,  p.  84». 
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einen  bedeutenden  Werth  besitzen,  wie  ein  Blick  auf  die  Formel 
(40)  lehrt. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  nach  der  hier  entwickelten  Theorie 
keine  normale  Dispersion  des  Brechungsindex  n  bestehen  kann, 
d.  h.  derselbe  kann  nicht  mit  abnehmender  Schwingungsperiode 
T  wachsen.  Sowie  dieses  eintritt,  versagt  also  die  hier  gegebene 
Theorie,  d.  h.  es  macht  sich  dann  doch  der  Einfluss  der  Eigen- 
schwingungsdauern der  Moleküle  bemerkbar.  Ob  es  wirklich 
Substanzen  mit  normaler  elektrischer  Dispersion  giebt,  möchte 
ich  als  wahrscheinlich  gemacht  bezeichnen ,  aber  noch  nicht  als 
absolut  sicher  (vgl.  hierüber  meine  Auseinandersetzungen  in 
der  Ztschr.  f.  phys.  Chem.  23,  p.  322  u.  ff.  4897). 

II.  Es  soll  jetzt  untersucht  werden,  zu  welchen  Resultaten 
die  Vorstellung  führt,  dass  in  einem  isolirenden  Medium  der 
Dielektricitätsconstante  e^  eingebettet  sind  Bestandtheile  der 
Dielektricitatsconstante  e,  und  der  (nach  absolutem  elektro- 
magnetischem Maasse  gemessenen)  Leitfähigkeit  a^.  Dabei  sollen 
diese  Bestandtheile  von  so  kleinen  Dimensionen  angenommen 
werden,  dass  die  Periode  ihrer  Eigenschwingungen,  die  streng 
genommen  stets  vorhanden  sind,  falls  sich  e,  von  €,  unter- 
scheidet, zu  vernachlässigen  ist  gegenüber  den  Perioden  der 
einfallenden  Wellen. 

Es  ist  wohl  von  vornherein  klar,  dass  diese  Vorstellung  sich 
im  Princip  nicht  unterscheidet  von  der  im  Abschnitt  I  benutzten, 
besonders  wenn  man  die  Moleküle  als  elektrisch  ungeladen  an- 
nimmt; ob  aber  die  Resultate  ganz  identisch  ausfallen,  bedarf 
noch  der  näheren  Untersuchung,  zumal  bei  dieser  Vorstellung 
zur  Gharakterisirüng  des  Körpers  vier  (oder  eventuell  fünf,  vgl. 
weiter  unten)  Constanten  vorhanden  sind,  nämlich  €,,  6„  a^  und 
das  von  den  eingelagerten  Bestandtheilen  eingenommene  Vo* 
lumen ,  während  bei  der  Vorstellung  I  nur  drei  Gonstanten  auf- 
treten. Ausserdem  ist  es  interessant,  zu  untersuchen,  was  für 
Aufschlüsse  über  jene  vier  (konstanten  man  aus  den  Beobach- 
tungen ziehen  kann. 

Nun  ist  allerdings  zu  berücksichtigen,  dass  die  strenge 
Lösung  der  hier  gestellten  Aufgabe  mathematisch  nur  für  den 
Fall  vollständig  durchzuführen  ist,  dass  die  Structur  des  Körpers 
eine  in  Parallelsohichten  wechselnde  ist.  Diese  Structur  besteht 
in  Wirklichkeit  jedenfalls  nicht,  man  kann  aber  wohl  allgemeine 
Schlüsse  über  das  Verhalten  eines  gemischten  Dielektrioums 
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aus  der  Parallelscbichten&tnictur  Biehen,  falh  die  Schichten 
senkrecht  ^)  so  den  elektrischen  Kraftlinien  angenommen  wer- 
den.    Diesen  Weg  hat  schon  Maxwell  eingeschlagen. 

Die  nächste  einfache  Vorstellung,  die  der  Wirklidikeit 
schon  jedenfalls  wesentlich  näher  käme,  wäre  die  Annahme  von 
eingelagerten  Kugeln.  Wenn  sich  nun  auch  der  Fall  einer  ein- 
zigen eingelagerten  Kugel  in  constantem  elektrischen  Felde 
leicht  Yollständig  berechnen  lässt ,  so  ist  dies  doch  mit  einiger- 
massen  einfachen  mathematischen  Hilfsmitteln  nicht  mehr  mög- 
lich, sobald  mehrere  oder  unendlich  viele  Kugeln  vorhanden 
sind,  deren  relative  Abstände  nicht  sehr  gross  gegenüber  ihren 
Radien  sind.  Wenn  die  eingelagerten  Bestandtheile  nicht  die 
Gestalt  von  Kugeln  besitzen,  so  wird  die  mathematische  Be- 
handlung noch  weniger  völlig  durchführbar. 

Eine  völlige  Durchführung  dieser  Rechnungen  ist  nun  aber 
auch  gar  nicht  nothwendigy  falls  man  den  wichtigsten  Tbeil  der 
hier  gestellten  Aufgabe  lösen  will,  nämlich  für  die  im  Ganzen 
aus  der  Mischung  resultirenden  Eigenschaften  ihre  Abhängigkeit 
von  der  Periode  T  zu  finden.  Die  umgekehrte  Aufgabe,  die 
Eigenschaften  der  beiden  verschiedenen  Bestandtheile  aus  den 
resultirenden  Eigenschaften  des  Gemisches  abzuleiten,  erfordert 
allerdings  die  völlige  mathematische  Durchrechnung  der  Vor- 
stellung, aber  selbst  wenn  letztere  gelingen  sollte,  so  kann  man 
doch  einen  Schluss  auf  alle  vier  oben  genannten  Gonstanten  des 
Körpers  nicht  ziehen ,  sondern  eine  derselben  kann  stets  will- 
kürlich gewählt  werden.  Es  wird  dies  weiter  unten  nach- 
gewiesen. 

Ich  theile  diesen  Abschnitt  in  zwei  Theile:  im  ersten  (4) 
werden  allgemeine  Schlüsse  gezogen,  ohne  eine  Annahme  über 
die  specielle  Gestalt  der  eingelagerten  Bestandtheile  zu  machen ; 
ein  zweiter  (2)  wird  die  Vorstellung  einer  Paraileischichten- 
structur  und  näherungs  weise  auch  die  Vorstellung  von  der  Kugel- 
gestalt der  eingelagerten  Bestandtheile  mathematisch  verfolgen. 

4.  Nehmen  wir  zunächst  an,  die  eingelagerten  Bestandtheile 
seien  ohne  Leitfähigkeit  (a,  :=  0),  d.  h.  sie  seien  vollkommene 


A)  Würden  die  Schichten  nicht  senkrecht ,  z.  B.  parallel  zu  den  elek- 
trischen Kraftlinien  verlaufen,  so  würde  die  Substanz  auch  für  stationäre 
Ströme  Leitfähigkeit  besitzen,  was  den  hier  getroffenen  Annahmen  nicht 
entspricht.  ... 
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Isolatoren  der  Dielekiriciitttsoonstaiite  «^  in  dem  Dielektricom 
der  Constanie  e^ ,  so  ist  die  Mischung  einem  vollkommenen  Iso- 
lator äquivalent,  dessen  Dielektricitfltsoonstante  e  genannt  wer- 
den möge.  Um  dieses  äquivalente  e  zu  finden,  mtfge  vorausge- 
setzt werden,  dass  die  Mischung  den  Zwischenraum  zwischen 
zwei  sehr  grossen,  parallelen  Metallplatten  anfalle,  welche  den 
Abstand  d  von  einander  besitzen  und  zur  Potentialdifferenz 
V^  —  F,  geladen  seien.  Nennen  wir  die  Gapaoitttt  dieses  Gonden- 
sators  C,  die  Grosse  der  Metallplatten  S,  so  ist  die  äquivalente 
Dielektricitätsconstante  €  der  Mischung  dadurch  definirt,  dass  die 
Beziehung  besteht: 

(46)  C  =  j|^. 

Die  Gapaoität  C  kann  man  nun  direct  in  folgender  Weise  berech- 
nen: Nennt  man  den  dielektrischen  Widerstand  w  einer  Kraft- 
röhre zwischen  den  beiden  Metallplatten  4  und  8  das  Integral: 


1 

wobei  dl  ein  Längenelement  der  Kraftröhre,  dq  ihren  Quer- 
schnitt und  €  die  an  gleicher  Stelle  wirklich  vorhandene  Di- 
elektricitätsconstante  (also  entweder 6| ödere,)  bezeichnet;  nennt 
man  femer  W  den  gesammten  dielektrischen  Widerstand  sämmt- 
licher  (zwischen  beiden  Metallplatten  parallelgeschalteter)  Krafi- 
rOhren,  so  ist^): 

(<8) 
(49) 

Es  möge  nun  der  Querschnitt  einer  auf  der  Metallplatte  4  endi- 
genden Kraflröhre  mit  dS  bezeichnet  werden  und  die  dort 
stattfindende  Stärke  des  elektrischen  Feldes  mit  ^^ ;  die  Dielek- 
tricitätsconstante  hat  an  den  Metallplatten  überall  den  Werth  £^, 
da  sie  nicht  die  eingelagerten  Bestandtbeile  durchschneiden 
oder  genau  berühren  sollen. 


4)  Vgl.  P.  DiUDE,  Wied.  Ann.  67,  p.  SS8, 4896. 
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WeQ  nun  derlnductionsflnss  an  jeder  Stelle  einer  und  der^ 
selben  Kraftrtfbre  constant  ist,  so  ist 

(20)  e'dq^  =  Const.  =  €^  dS%^ ,       . 

wobei  3  die  Feldstttrke  an  beliebiger  Stelle  bedeutet.  Benutzt 
man  diese  Beiiehung  fttr  die  Formel  (47),  so  entsteht: 

2 

und  aus  (48) 

wobei  das  Integral  ttber  die  Oberfl&che  der  Metallplatte  4  zu  er- 
strecken ist. 

Setzt  man  den  Werth  fflr  Wnach  (SS)  in  (49)  ein  und  ver- 
gleicht damit  die  Formel  (46),  so  ist  die  äquivalente  Dielektrici- 
tatsoonstante  e  zu  berechnen  aus : 

oder,  wenn  man  fttr  V^  —  V^  schreibt /f^d/,  so  entsteht: 

(24)  «:«,  =  Ä:ii:/^. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  bedeutet  das  Yerhttltniss  zweier 
Mittelwerthe  der  elektrischen  Kraft,  und  zwar  des  auf  einer  Ni- 
veauflache und  des  Ifings  einer  Kraftlinie  genommenen  Mittel- 
werthes.  Man  kann  also  die  Berechnung  der  äquivalenten  Di- 
elektricitätsconstante  6  anschaulich  in  Worte  kleiden. 

Die  Art  und  Weise,  in  welcher  jene  Mittelwerthe  von  den 
Dielektricitätsconstanten  e^  und  €,  abhängen ,  lässt  sich  nun  in 
allgemeiner  Form  angeben,  ohne  specielle  Voraussetzungen  über 
die  Gestalt,  Grösse  und  Lagerung  der  eingelagerten  Bestand- 
theile  zu  machen. 

An  der  Oberfläche  eines  eingelagerten  Bestandtbeiles  sind 
nämlich  die  Grenzbedingungen  zu  erfüllen : 

(25)  «.(3«).-«.(g«).,     (SA  =  {5t)., 
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wobei  %f^  die  zur  Oberfläche  normal  wirkende  Kraftcomponente, 
^^  eine  zur  Oberfläche  parallel  wirkende  fijraftcomponente  be- 
deutet. Diesen  Grenzbedingungen  kann  genügt  werden,  wenn 
man  sich  denkt,  dass  das  elektrische  Feld,  wie  es  die  äusseren 
Einwirkungen  in  der  homogen  gedachten  Substanz  hervorbringen, 
gestört  wird  durch  eine  an  der  Oberfläche  der  eingelagerten  Be- 
standtheiie  angebrachte  elektrische  Belegung,  deren  relative 
Dichtigkeitsvertheilung  je  nach  den  geometrischen  Verhältnissen 
der  Einlagerungen  passend  zu  wählen  ist  und  deren  Wirkung 
so  berechnet  wird,  als  ob  die  Dielektricitätsconstante  ttberall 
gleich  4  sei.  Es  ist  zu  beachten,  dass  die  relative  Dichtigkeits- 
vertheilung der  fingirten  Belegung  nur  von  geometrischen  Ver- 
hältnissen abhängig  ist,  aber  nicht  von  den  Werthen  der  Di- 
elektricitätsconstanten  €^  und  e^ .  Wohl  aber  hängt  die  absolute 
Intensität  dieser  fingirten  Belegung  von  c,  und  £,,  besonders  von 
der  Differenz  e,  —  €^  ab.  Diese  Art  der  Abhängigkeit  kann  man 
leicht  bestimmen. 

Durch  die  Annahme  von  Flächenladungen  wird  die  zweite 
der  Grenzbedingungen  (85)  sofort  befriedigt;  die  erste  liefert 
hier  Folgendes : 

Falls  die  Substanz  homogen  wäre,  würden  die  äusseren 
Einwirkungen  überall  eine  constante  Feldstärke  a  von  der  Rich- 
tung s,  in  unserem  Falle  eines  Plattencondensators  bewirken. 
Es  ist  demnach  zu  setzen : 

{5n)i  =  a  cos  [ns)  +  b  .  ß^  ,     (gj,  =  a  cos  {ns)  +  b.ß^, 

wobei  ß^  und  ß^  die  Werthe  der  von  den  Oberflächen  sämmt- 
licher  Einlagerungen  herrührenden  Wirkungen  der  relativen 
Dichtigkeitsvertheilung  sind,  d.  h.  derjenigen  Dichtigkeitsver- 
theilung, die  man  erhält,  wenn  man  an  einem  willkürlich  ge- 
wählten Punkte  P  einer  Oberfläche  die  Dichtigkeit  der  Belegung 
gleich  4  setzt,  während  b  die  absolute  Intensität  der  fingirten 
Belegung  bedeutet,  d.  h.  die  wirklich  im  Punkte  P  anzunehmende 
Ladungsdichte. 

Nach  (25)  muss  dann  sein : 

(86)  e^  (a  cos  (ns)  +  bß^)  =  €,(a  cos  (ns)  -+•  bß^) . 

ß^  und  ß^  hängen  nur  von  der  geometrischen  Anordnung  der 
Einlagerungen  ab,  nicht  von  b^  oder  b^  .   Damit  die  Gleichung 
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(26)  an  jedem  Punkte  derGrenzflflcben  bestehen  kann,  muss  die 
relative  Diohtigkeitsyertheilang  auf  ihnen  so  gewählt  werden, 
dass  ß^  und  ß^  die  Form  annehmen: 

(27  ß^  =  y,  cos  [ns) ,     /?»  =  y»  cos  [ns) , 

wobei  y^  und  y^  gewisse  Zahlwerthe  sind,  die  an  jedem  Punkte 
der  Grensflachen  dieselben  sind.  Vermöge  (26)  und  (S7)  wird 
dann 

(28)  6  =  j!im.)^. 

In  dieser  Formel  ist  die  Art  der  Abhängigkeit  der  absoluten 
Intensität  b  der  fingtrten  Flächenbelegung  von  den  Werthen  der 
Dielektricitätsconstanten  6«  und  c,  enthalten. 

Vermöge  (28)  muss  nun  auch  %  sowohl,  als  ^^  die  Form 
annehmen : 

m .     g,  5.  = « [<  +  ^±-1-^,-  n--« ,  y ,  .)  ] , 

wobei  die  Function  /*(cc,y,  z)  eine  Abhängigkeit  vom  Ort  bezeich- 
net, die  durch  die  geometrischen  Anordnungen  der  Einlagerun- 
gen hervorgerufen  wird,  aber  nicht  von  e^  oder  e,  abhängt.  Da- 
her wird  nach  (24) 

wobei  p  und  q  gewisse  von  der  geometrischen  Anordnung  der 
Einlagerungen  abhängige  Zahlwerthe  sind,  die  aber  nicht  von  e^ 
oder  €,  abhängen. 

Nach  (30)  ist  also  die  äquivalente  Dielektricitätsconstante  e 
der  Mischung: 

(31)  e^^^'^^'^'l:;^-^^'^, 

welche  Gleichung  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

Dabei  ist: 
Es  ist  also 
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d.h.  es  bleiben  in  (32)  nur  zwei  Gonstanten  ttbrig,  welche  ans  der 
Gestalt  und  der  geometrischen  Anordnung  der  Einlagerung  im 
Princip  berechnet  werden  können. 

Es  soll  jetzt  die  Untersuchung  auf  den  Fall  ausgedehnt  wer- 
deny  dass  die  Einlagerungen  ausser  der  Dielektricitätsconstante  e, 
auch  noch  die  endliche  Leitfähigkeit  <r,  besitsten  sollen.  Zu  den 
Verschiebungsstrdmen,  deren  Intensität  zu  e,  proportional  ist, 
superponiren  sich  dann  noch  LeitungsstrOrae,  deren  Intensität 
proportional  zu  a,  ist.  Für  periodische  Bewegungen  der  Periode 
r,  die  wir  gleich  dem  reellen  Theile  gewisser  den  Factor 

enthaltenden  Ortsfunotionen  setzen  können ,  wobei  t  die  imagi- 
näre Einheit  bedeutet,  ist  der  Effect  der  superponirten  Leitungs- 
ströme sowohl  in  den  fiewegungsgleichungen  als  auch  in  den 
Grenzbedingungen  ganz  derselbe  <),  als  ob  an  Stelle  der  reellen 
Dielektricitatsconstante  £,  die  complexe  Grösse £|  —  Sic*  Ta^  ge- 
treten wäre,  wobei  c  =  3  •  40*®  das  Verhältniss  des  elektrostati- 
schen zum  elektromagnetischen  IMaasssystem  bedeutet,  d.h.c^a^ 
die  nach  absolutem  elektrostatischem  Maasse  gemessene  Leit- 
fähigkeit der  Einlagerungen  ist.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit 
a«%  d.  h.  setzen  wir: 

(35)  a;  =  c»a, , 

so  ergeben  sich  aus  (32)  die  äquivalenten  Werthe  der  Dielektri- 
citätsconstanten  b  und  der  nach  elektrostatischem  Maasse  ge- 
messenen Leitfähigkeit  a  der  Mischung  aus  der  Formel: 

(36)  .      ._8.Ta=./A^ilI^. 

^  9,  h  hängen  nur  von  der  Gestalt  und  relativen  Lage  der 
Einlagerungen  ab;  zwischen  ihnen  besteht  die  Relation  (34). 
Aus  (36)  ergiebt  sich  fttr  T  =  cx) : 

(37)  e  =  6^  =  ej,     c/  =  0; 


4]  Vgl.  z.  B.  das  Buch  des  Verf.  »Physik  des  Aethers«  p.  564. 
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fOrr=»0: 

(38)  «  =  e.  =  ../-;^J,     a'  =  0. 

Durch  EinfahruDg  der  Werthe  e^  and  Cq  in  (3  6)  ergiebt  sich : 


♦  „«ir-^- 


oder  wenn  man  setzt 

(39)  h±^^a': 

(40)  «-2,Ta'  = L^  =  ,^  +  ?«=J?. 

4+tY  4+ty 

Wenn  man  nun  den  Brechungsindex  n  und  den  Absorptions- 
index X  der  Mischung  an  Stelle  ihrer  Dielektricitätsconstanten  e 
und  Leitfähigkeit  a'  einführen  will,  so  ist  zu  setzen*): 

(44)  €  =  w»(4  —  X*) ,     Ta'  =  n*x. 

Daher  ergiebt  sich  aus  (40)  durch  Trennung  des  Reellen  und 
Imaginären : 

(42)      f,»(4  - X«)  =  €,+  '^  7,%  ,      2n«x  —  ^«^"^  ^  ^  - 


'^iw      '^It)' 


r 


Dtese  Formeln  sind  aber  völlig  identisch  mit  den  aus  der 
ersten  Vorstellung  im  Abschnitt  I  abgeleiteten  Formeln  (5).  Beide 
Vorstellungen  führen  also  zu  völlig  identischen  Resultaten. 

Nach  der  hier  durchgeftlhrten  Vorstellung  könnte  eine  Sub- 
stanz im  allgemeinsten  Falle  ftlnf  charakteristische  Constanten  be- 
sitzen, nttmlioh  B^^e^,a^j  die  Gestalt  der  Einlagerungen  und  die 
procentische  Yolumanfttllung  mit  denselben.  Letztere  beiden 
Constanten  kommen  durch  die  Grössen  g  und  h  zur  Geltung, 
wahrend  f  nach  (34)  von  g  und  h  abhängt.  Wie  aber  die  letzten 
Resultate,  z.B.  die  Formel  (40),  lehren,  ist  das  beobachtbare  Ver- 
halten der  Mischung  nur  durch  drei  Constanten  charakterisirt,  als 


4)  Vgl.  Wied.  Ann.  61,  p.  494,  1897. 
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welche  man  c.  B.  £„ ,  e^  und  a'  wählen  kann.  Man  kann  daher  aus 
den  Beobachtungen  auch  nicht  alle  fünf,  in  der  Theorie  zunächst 
auftretenden  Gonstanten  berechnen,  sondern  erhält  nur  drei  Re- 
lationen fttr  dieselben.  Nimmt  man  für  alle  Substanzen  Kugel- 
gestalt für  die  Einlagerungen  an,  so  bleiben  nur  vier  Cionstanten 
übrig.  Setzt  man  ferner  noch  Ci  =  4,  wie  es  Glausius  in  seiner 
Theorie  der  Dielektrica  thut,  so  bleiben  nur  drei  Gonstanten  übrig. 
Diese  muss  man  dann  aus  den  Beobachtungen  berechnen  kdo- 
nen.  Es  soll  dies  im  nächsten  Abschnitt  (2)  näher  untersucht 
werden. 

Bedeutendere  Absorption  (ritt  für  diejenigen  Schwingungs- 
dauem  T  ein,  welche  von  der  GrösseDordnung  der  Gonstanten 
a'  sind.  Nach  der  Formel  (44},  pag.  555,  wird  z.  B.  x  ein  Maxi- 
mum für 

Die  Werthe  von  h  und  g  haben,  wie  aus  den  weiter  unten  an- 
gegebenen Formeln  (57)  hervorgeht,  den  Betrag  2  bei  sehr  klei- 
ner Ausdehnung  der  Einlagerungen ;  je  grösser  letztere  werden, 
um  so  mehr  wächst  A,  während  g  um  so  mehr  abnimmt.  Wenn 
e^  nicht  sehr  bedeutend  grösser  als  e^  ist,  ist  daher  e^  +  €^g 
und  e^  +  €^h  im  Allgemeinen  von  der  Grössenordnung  von  c, 
(odercj.  Man  erhält  daher  dann  den  früher^)  von  mir  ausge- 
sprochenen Satz,  dass  »diejenigen  elektrischen  Schwingungen 
am  stärksten  absorbirt  werden ,  deren  Periode  (der  Grössen- 
ordnung nach)  gleich  der  Dielektricitätsconstante  der  Theilchen, 
dividirt  durch  das  Doppelte  ihrer  nach  absolutem  elektrostati- 
schem Maasse  gemessenen  Leittehigkeit  istc.  Zu  bemerken  ist, 
dass  diese  Periode,  d.  b.  der  Werth  £, :  8a^,  die  Bedeutung  der 
sogenannten  Abklingungsconstante  für  die  Einlagerungen  besitzt, 
d.  h.  derjenigen  Zeit,  innerhalb  deren  eine  elektrische  Störung, 
wenn  sie  sich  selbst  überlassen  wird,  auf  den  e*^-ten  Theil  des 
Anfangswerthes  sinkt. 

2.  Es  mögen  nun  zwei  specielle  Vorstellungen  über  die  Ge- 
stalt der  Einlagerungen  näher  verfolgt  werden. 

Nehmen  wir  eine  Structur  in  Schichten  an,  welche  senk- 
recht zu  den  Kraftlinien  verlaufen,  so  ist  für  einen  Platten-* 


1)  Wied.  Ann.  M,  p.  608,  48»7. 
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condeDsator,  dessen  Platten  den  Abstand  d  besitzen,  während 
die  Binlagerungen  im  Ganzen  die  Dicke  d'^  einnehmen  mögen, 
der  dielektrische  Widerstand  w  einer  zwischen  den  Conden- 
satorplatten  veriaafenden  Kraftröbre,  die  den  (in  diesem  Falle 
überall  constanten)  Querschnitt  q  besitzt : 


«s-9  ^i-^ 


Die  äquivalente  Dielektricitätsconstante  der  Mischung  bestimmt 
sich  aus: 

d 

Da  nun  d' :  d  =  v  gleich  dem  in  der  Yolumeinheit  von  den  Ein- 
lagerungen eingenommenen  Volumen  ist,  so  folgt  aus  diesen 
Gleichungen: 

4  y  4  —V 

—  = , 

8         e,    '        e| 

oder 

(U)  e  =  e 


Aus  dem  Vergleich  mit  (32)  folgt  also  hier: 

I  4  y^  if  y  i    |/ 

Eine  nähere  Verfolgung  dieses  Falles  hat  aber  für  den  vorliegen- 
den Zweck  wenig  Interesse,  da  eine  derartige  Schichtenstructur 
jedenfalls  nicht  vorliegt 

Es  soll  nun  der  Fall  untersucht  werden,  dass  die  Einlage- 
rungen Kugeln  vom  Radius  R  seien.  Wenn  nur  eine  einzige 
Kugel  unter  dem  Einflüsse  eines  constanten  äusseren  Feldes  a 
vorhanden  wäre,  so  kann  man  bekanntlich  den  Grenzbedingun- 
gen (25}  genügen  durch  die  Annahme  einer  Belegung  der  Kugel- 
oberQäche,  die  aus  der  Superposition  einer  positiv  und  einer 
etwas  in  Richtung  der  Kraft  a  verschobenen  negativ  geladenen 
Kugel  entsteht.  Diese  Flächenbelegung  erzeugt  für  innere  Punkte 
der  Kugel  eine  constante  Kraft  (6),  während  sie  für  äussere 
Punkte  das  Potential 

i45)  _r  =6jR»~ 

lUtlL-pkjs.  ClMse.  1807.  3S 
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erzeugt,  falls  der  Coordinatenanfüng  in  das  Kugelcentrum  gelegt 
wird,  die  js-Axe  in  die  Richtung  der  äusseren  constanten  Kraft 
a,  und  mit  r  die  Entfernung  vom  Kugelcentrum  beseichnet  ist 
Im  Inneren  der  Kugel  ist  also  die  elektrische  Kraft 

(46)  ^i  =  a  +  b 

und  zwar  nach  der  ;s-Axe  gerichtet,  während  sie  fttr  äussere 
Punkte  aus  dem  Potential 

(47)  '-V=az  —  V'  =  az  +  bR^^ 

durch  Differentiation  ableitbar  ist.  Die  zweite  der  Grenzbe- 
dingungen (25)  ist  dadurch  erftlllt,  während  die  erste  liefert: 

e^ {a  —  26)  cos  (nz)  =  c,  (a  +  6)  cos  [nz) , 
d.  h. 

(48)  b=  /«""'»    a. 

Wir  wollen  uns  nun  denken,  dass  der  die  Kugel  umgebende 
Isolator  (ej  eine  concentrische  Kugel  vom  Radius  R^  wäre.  Wir 
wollen  fragen:  Mit  welcher Dielektricitätsconstante £ müsste man 
diese  Kugel  vom  Radius  fi,  behaftet  ansehen,  damit  ihre  Wir- 
kung bei  Lagerung  im  Luftraum ,  d.  h.  in  einer  Umgebung  der 
Dielektricitätsconstante  4 ,  und  bei  homogener  Anfüllung  dieselbe 
wäre,  wie  die  Wirkung  der  Kugel  vom  Radius  i?,  deren  Dielek- 
tricitätsconstante €,  ist,  und  die  sich  in  einer  Umgebung  der  Di- 
elektricitätsconstante £|  befindet? 

Letztere  Kugel  besitzt  nach  (45)  und  (48j  das  Potential: 

--r=  /'^''    aR''~, 
erstere  Kugel  wtlrde  das  Potential  besitzen : 

Damit  gleiche  Wirkungen  eintreten,  muss  sein  V  =  V%  d.  h. 

Nun  bezeichnet  R^  :  R'l  das  Verhältniss  des  Volumens  der  ein- 
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gelagerten  Kugel  zu  dem  Volumen  des  homogen  gedachten  Iso* 
lators  der  äquivalenten  DielektricitSitsconBtante  e.  Bezeichnet 
man  das  Verhältniss  dieser  Volumina  mit  v^  so  ergiebt  sich  aus 
der  letzten  Gleichung  fUr  die  äquivalente  Dielektricitätsconstante : 

Uebertrttgt  man  diese  Formel  auch  auf  den  Fall,  dass  be- 
liebig viele  Kugeln  im  Isolator  eingebettet  sind,  wobei  dann  v 
das  Volumen  der  Einlagerungen  in  der  Volumeneinheit  der  Mi- 
schung bedeutet,  so  hat  man  die  Verallgemeinerung  der  Clausius- 
MossoTTi'schen  Formel  fOr  die  Theorie  der  Dielektrica.  Denn 
für  e,  =  1 ,  €4  =  00  ergiebt  sieh 

(50)  B  =  '-±ll. 

Indess  ist  zu  bemerken,  dass  die  strenge  Gültigkeit  dieser 
Formeln  aufhört,  sowie  v  nicht  mehr  sehr  klein  ist,  d.  h.  sowie 
der  Radius  der  eingelagerten  Kugeln  nicht  mehr  sehr  klein  im 
Vergleich  zu  ihrem  relativen  Abstand  ist.  Denn  dann  stören 
die  Nachbarkugeln  die  Gonstanz  des  elektrischen  Felden  im  In- 
neren jeder  der  Kugeln,  wir  können  durch  Flächenbelegungen 
der  Kugeln,  deren  relative  Dichtevertheilung  durch  die  oben 
genannte  Gonstruotion  zu  erhalten  ist,  jetzt  nicht  mehr  die  erste 
der  Grenzbedingungen  (S5)  erfüllen.  Eine  strenge  Lösung  dieser 
Aufgabe  wird  in  geschlossener  Form  unmöglich  sein. 

Indess  wollen  wir  zur  Illustration  des  oben  eingeschlagenen 
Weges  eine  angenäherte  Berechnung  der  äquivalenten  Dielek- 
tricitätsconstante  b  auch  einmal  nach  der  oben  pag.  W  abge- 
leiteten Formel  (24)  vornehmen. 

Wir  denken  uns  zunächst  nur  eine  einzige  Kugel  vom  Ra- 
dius R  vorhanden.  Der  Anfangspunkt  der  Goordinaten  liege  in 
ihrem  Centrum,  die  z-Axe  in  der  Richtung  der  ursprünglichen 
elektrischen  Kraft.  Um  den  in  (S4)  auftretenden  Linearmittel- 
werth  der  elektrischen  Kraft  zu  finden,  ist  die  Gleichung  zu  be- 
rttcksichtigen 

f^'dl  _  K.  -  K, 


Wir  wollen  als  Strecke  d  nehmen  eine  vom  Kugelcentrum  aus- 

88* 
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gehende y  in  der  JZ-Axe  verlaufende  Linie.   Nach  (47)  ist  dann 

Um  den  in  (24)  auftretenden  Flüchen mittelwerth  der  elek- 
trischen Kraft  zu  finden,  wollen  wir  die  betrachtete  Fische  S 
nicht,  wie  dort  vorausgesetzt  wurde,  ganz  ausserhalb  der  Ein- 
lagerung verlaufen  lassen ,  sondern  wollen  sie  durch  das  Kugel- 
centrum legen.   Aus  (20)  ergiebt  sich  nun  sofort: 

(52)  e,/5.  .  dS  =  6,/gi  .  dS,  +  E,/%a  .  dS,  , 

wobei  das  erste  Integral  sich  auf  die  Flächenelemente  d  S^  der 
Fläche  S  bezieht,  welche  im  Inneren  der  Kugel  liegen,  während 
dS^  ein  ausserhalb  liegendes  Flächenstück  der  Fläche  S  bedeu- 
tet.  Es  ist  nun  nach  (46) 

(53)  e^f%i  .  dS,  =  f.(a-f-  6)  .  7t R\ 
femer  ist  nach  (47) 

Setzen  wir 

dS^  =  ^Ttrdr  ^ 
so  ist 

^J^a  ■  '/St  =  ej[a  +  b^)inrdr, 
k 

falls  wir  die  Fläche  S,  auf  der  wir  den  Mittelwerth  der  elektri- 
schen Kraft  bilden  wollen,  als  Fläche  eines  um  den  Coordinaten- 
anfang  mit  dem  Radius  d'  beschriebenen  Kreises  wählen.  —  Man 
kann  die  Integration  leicht  ausfuhren  und  erhält 

(54)  ,,/g„.dS,  =  2^*,[al'^'^'  +  6Ä»(-^-i,)]- 

Aus  (52),  (53)  und  (54)  ergiebt  sich  nun,  wenn  man  auf  (48) 
Rucksicht  nimmt: 

(55:  £lZ|^  =,.(„_  8,«:). 
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Daher  ergiebt  sich  nun  aus  (24),  (54),  (55)  und  (48): 

2^  +c,  — 2(^1— ej^ 
2^1  +  «1  +  (»1  —  ej^ 

Wenn  nun  sehr  viele  Kugeln  eingelagert  sind,  so  können  wir 
uns  die  Gentren  derselben  wegen  der  Isotropie  der  Substanz  in 
den  filittelponkten  von  aneinander  liegenden  Würfeln  der 
Kantenlflnge  s  liegend  denken.  Verwenden  wir  auch  jetzt  noch 
die  bisherige  Form  der  Lösung  (was  nur  bei  grossen  s  :  R  ge- 
stattet ist),  so  ist  annähernd  in  jedem  Würfel  die  Wirkung  der 
eigenen  Kugel  besonders  massgebend.  Berücksichtigen  wir  sie 
nur  allein,  so  ist  in  unserer  vorigen  Betrachtung  d^=d'  =  ^s 
m  wählen.  Allerdings  ist  eigentlich  der  Fiächenmittelwerth  der 
elektrischen  Kraft  über  die  ganze  Seite  s*  des  Würfels  zu  neh- 
men und  nicht  nur  über  die  Fläche  y  6*  des  einbeschriebenen 

Kreises« 

Unter  d'  ist  also  in  (55)  und  (56)  etwas  zu  verstehen,  das 

zwischen  Is  und  -^s  liegt.  Ebenfalls  ist  aber  auch  unter  d  in 
56)  und  (51)  eine  Grösse  zu  verstehen,  die  zwischen  -^  ^^d 
-^  liegt,  denn  nach  (47)  schwankt  ja  das  Potential  auf  einer 

VVürfelseite ,  da  r  von  4«  bis   4- variirt.   Bezeichnet  man  das 

Yerhaltniss  des  Kugelvolumens  zum  Würfelvolumen  mit  v,  so 
wäre 

J  =  -|-v,  falls  d==i5, 
33  =  —= —  V,  falls  rf  =  -TT  . 

Für  den  mittleren  Werth,  den  d  und  d^  anzunehmen  haben,  kann 
daher  Ä' :  d*,  bezw.  R^ :  d'^  nicht  wesentlich  vom  Volumverhäll- 
niss  V  verschieden  sein.  Eine  genauere  Berechnung  hat  nicht 
Yiel  Zweck,  da  die  Formeln  doch  ungenau  werden  müssen,  so- 
wie V  nicht  mehr  sehr  klein  ist. 

Es  ergiebt  sich  also,  angenähert  wenigstens,  auch  auf  diesem 
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Wege  die  frühere  Formel  (49).—  Ein  Vergleich  mit  der  früheren 
allgemeineren  Formel  (32)  liefert  hier 

Wenn  die  Einlagerungen  auch  Leitfähigkeit  a^  besitzen,  so 
gelten  ganz  die  früheren  Betrachtungen;  die  Coefficientan  f^  g,  h 
bleiben  ungeandert. 

Wenn  e^  =  4  gesetzt  wird  (wie  es  Glausios  thot),  so  kann 
man  ans  den  Beobachtungen  die  dreiConstanten  e,,  a,',  y  berech- 
nen. Zuverlässige  Schlüsse  werden  wir  nur  bei  sehr  kleinem  v 
zu  erwarten  haben.  Die  weitgehenden  Besttftigungen  indessen, 
welche  die  CLAtsius'sohe  Formel  (50)  bei  Dichte-  und  Tempe- 
raturänderungen  erfahren  hat,  geben  auch  bei  grösserem  v  den 
Schlüssen  ein  gewisses  Interesse. 

Aus  (37)  folgt  bei  «^  =  4 : 


(S8)  ^  =  e«  +  ^ 


(59)  «.  =  ^¥^'' 


aus  (38): 
(69) 
aus  (39): 

<^<>)  ^«=      aa'(soo-eo) 

III.  Vergleich  der  Resultate  mit  Beobachtungen.  Zunächst 
soU  zur  Prüfung  der  Theorie  mit  Hilfe  der  Formel  (9)  aus  be- 
obachtetem e«,  €  und  €q  der  Absorptionsindex  x  berechnet  und 
mit  dem  beobachteten  Werthe  verglichen  werden.  Für  mehrere 
Substanzen  habe  ich  Beobachtungen  von  b  und  x  in  der  Ztschr. 
f.  phys.  Chem.  23,  p.  867,  4897  veröffentlicht.  Die  Beobachtun- 
gen beziehen  sich  mit  einer  Ausnahme  beim  Glycerin,  die  durch 
einen  Stern  *  gekennzeichnet  ist,  auf  eine  Wellenlänge  X  der 
elektrischen  Schwingungen  in  Luft  des  Betrages  A  =  75  cm,  d.  h. 
auf  eine  Periode  r=  25  •  40"**^  sec.  Beim  Glycerin  ist  die  eine 
Beobachtung  (*j  bei  der  Wellenlänge  l  =  SOG  cm  hinzugefügt, 
deren  Resultat  ich  in  den  Abhandl.  der  k.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss. 
math.-phys.  Klasse  Bd.  23,  p.  55  und  p.  4  65  früher  mitgetheilt 
habe.  Für  e^  ist  bei  allen  Substanzen  derWerth  2  angenommen, 
was  etwa  dem  Quadrate  des  optischen  Brechungsindex  entspricht. 
X  wird  bei  dieser  Berechnung  wenig  von  €^  beeinflnsst,  so  dass 
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es  auf  den  genauen  Werth  von  s^  nicht  ankommt.  Selbst  wenn 
wir  beim  Aethylalkobol  den  Werth  e^  =  6,8  und  beim  Glycerin 
den  Werth  €^  =  3,4  annehmen  würden,  was  aus  weiter  unten 
zu  besprechenden  Beobachtungen  wahrscheinlicher  sein  würde, 
würde  trotzdem  der  Werth  von  x  bei  dem  vorliegenden  T  nur 
ganz  unerheblich  kleiner  werden,  e^  ist  entweder  als  Hittel- 
werth  aus  den  Resultaten  mehrerer  Beobachter  entnommen  oder 
von  mir  selbst  mit  Hilfe  des  NBRNST'schen  Apparates')  bestimmt 
(vgl.  das  Nähere  in  der  Ztschr.  f.  phys.  Ghem.  28  p.267^  oder  den 
Angaben  von  Tbwing^}  entnommen.  Die  von  ihm  benutzte 
Schwingungsdauer  ist  für  den  vorliegenden  Zweck  nahezu  schon 
als  unendlich  gross  anzusehen.  Die  von  Thwing  entnommenen 
Zahlen  e^  sind  durch  *  gekennzeichnet. 

Die  Temperatur  ist  etwa  19^  Gels. 

Wenn  an  dem  Namen  der  Substanz  kein  Index  angebracht 
ist,  so  ist  die  Beobachtung  nach  der  Gondensatormethode  von 
mir  ausgeführt  worden  (vgl.  Ztschr.  f.  phys.  Ghem. ,  1.  c.) ,  da- 
gegen bedeutet  ein  ^^^  dass  e  und  x  nach  der  Welienlängen- 
methode  bestimmt  worden  sind. 


Substanz 

«» 

e 

X  ber. 

X  beob. 

Methylalkohol .... 

3i,0* 

32,5 

0,10 

0,08 

Methylalkohol  r^  .  . 

33,2 

0,07 

Aethylalkohol .  .  .  , 

26,0 

21,7 

0,21 

0,21 

Aethylalkohol  r\j  .  . 

22,0 

0,20 

0,21 

t'ropylalkohol .... 

21,6 

12,3 

0,35 

.0,41 

Isopropylalkohol  .  . 

19,8* 

15,4 

0,24 

0,24 

Isobatylalkohol  .  .  . 

18,6 

6,1 

0,46 

0,47 

Amylalkohol 

16,0 

5,4 

0,44 

0,43 

Amylalkohol  r^  .  .  . 

*,< 

0,47 

0,51 

Allylalkohol 

21,6* 

20,6 

0,13 

0,07 

1)  W.  Nernst,  Zeitschr.  f.  phys.  Chem.  14,  p.  622,  <894. 
2J  Tbwwg,  Zeitschr.  f.  phys.  Chem.  14,  p.  286,  4894. 
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Substanz 


Glycerin.  .  . 
Glycerin  r\j  . 
*Glyoerin  «^ 
Ameisensaure 
Essigsaare.  . 
Propionsäure 
BaUer8aare(n) 
Isovaleriansaure 
Milchsäure.  .  . 
Salicylaldehyd 
Kreosol  .... 


56,8* 


6«,0* 

9,7 

3,22 

2,90 

2,64 

20,9* 

19,2* 

41,7* 


16,5 
19,1 
36,4 
57,0 

6,5 

3,15 

2,85 

2,60 1) 
19,2 
17,9 

6? 


xber. 

0,52 
0,50 
0,32 
0,14 
0,27 
0,04 
0,04 
0,03 
0,14 
0,12 
0,36 


X  b«ob. 

0,42 
0,50 
0,27 
0,08 
0,07 
0,03 
<0,02 
<0,02 
0,25 
0,06 
0,28 


Zum  Tbeil  ist  die  Uebereinstimmung  Ewischen  berechnetem 
und  beobachtetem  x  recht  gut.  Erheblichere  Abweichungen 
finden  sich,  abgesehen  von  der  Essigsäure,  sum  Theil  bei  den 
Substanzen,  deren  e„  den  Angaben  von  Thwing  entnommen  sind. 
Diese  Angaben  sind  aber  oft  mit  Fehlem  behaftet,  andererseits 
enthalten  aber  auch  die  von  mir  erhaltenen  Werlhe  von  e  gerade 
bei  den  stark  absorbirenden  Substanzen  naturgemäss  merkliche 
Fehler.  Immerhin  kann  man  aus  der  Tabelle  das  Resultat  ge^ 
winnen,  dass  der  Absorptionsindex  x  aus  e„,  b  und  s^entspr  eckend 
der  hier  dargelegten  Theorie  annähernd  richtig  berechnet  wer- 
den kann. 

Eine  Anwendung  der  Formeln  (58),  (59),  (60)  auf  die  homo- 
loge Reihe  der  Alkohole  würde  das  Resultat  geben,  dass  mit 
wachsendem  Molekulargewicht  v  abnimmt  und  ebenfalls  oi, 
während  £,  sich  nicht  wesentlich  von  e,  unterscheidet,  d.h.  also 
nahezu  constant  ist. 

Es  soll  jetzt  untersucht  werden,  ob  sich  bei  ein  und  der- 
selben Substanz  die  Abhängigkeit  des  Brediungsindex  n  von  der 
Schwingungsdauer  mit  Hilfe  der  einfachsten  Form  der  hier  be- 


1)  Mittel  aas  der  Condeosator-  und  Wellenlängenmethode, 
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nutxten  Theorie,  d.  b.  mit  der  Annahme  einer  einsigen  einge- 
lagerten Molekttlgattung,  den  Tbatsachen  entsprechend  darstellt. 
Ich  kann  dasn  Beobachtungen  am  Aethylalkohol  und  Glycerin 
verwenden,  die  von  v.  Lang^),  Lahpa^),  Golb^),  Thwing  (I.  o.)  und 
mir  (i.  a)  gemacht  worden  sind. 


Glycerin. 

Es  sind  der  Rechnung  (Formeln  (43^))  die  Gonstanten  zu 
Grunde  gelegt: 

€«  =  56  ,     €,=  3,4  ,     a'=  M\ :  3.40'« , 

«0  wurde  grösser,  als  das  Quadrat  des  optischen  Brechungs- 
exponenten  gewählt,  nämlich  zu  3,4,  weil  Lampa  für  sehr 
schnelle  Schwingungen  den  Werth  n*  =  3,4  fand.  Die  Con- 
stante  a'  ist  vermöge  der  Formel  (42)  aus  meiner  bei  ^  =  7öcm 
gemachten  Beobachtung  n*=  25,4 ;  x  =:  0,5  ;  daher  €  ==  49,4 
berechnet,  l  bedeutet  die  Wellenlttnge  der  elektrischen 
Schwingungen  in  Luft  in  cm  gemessen.  A  =  4  000  cm  entspricht 
etwa  der  von  Thwing  angewandten  Schwingungszahl. 


1 

«*  ber. 

n<  beob. 

«ber. 

X  beob. 

Beobachter 

lOOOom 

55,8 

56,2 

0,05 



Thwing 

200  . 

44,7 

39,4 

0,26 

0,27 

Drude 

75  » 

23,6 

25,4 

0,50 

0,50 

Drudk 

8,5> 

*,* 

U,1 

0,44 

— 

V.  Lang 

0,8. 

3,4 

3,4 

0,05 

— 

Lampa 

£ine  wesentliche  Differenz  besteht  nur  für  die  Wellenlttnge 
l  =  8,5  cm;  die  Beobachtungen  fttr  diese  Wellenlänge  hat 
T.  Lang  angestellt  Dieselben  waren  aber,  wie  der  Verfasser 
selbst  angiebt,  schwierig,  sie  mussten  (wahrscheinlich  wegen 
der  starken  Absorption)  unter  Umständen  angestellt  werden, 

1)  y.  V.  Lang,  Wien.  Ber.  II,  105,  April  4896. 

2)  A.  Lampa,  Wien.  Ber.  II,  105,  Juli  1896. 

3)  A.  D.  CoLB,  Wiedem.  Ann.  57,  p.  290,  1896. 


574 


P.  Dttl  DE, 


welche  die  Genauigkeit  der  Messung  gefährden.  Auch  ist  nach 
jener  Methode  vielleicht  der  störende  Einfluss  von  Interferenzen 
nicht  ausgeschlossen.  Wenn  aber  die  DiflTerenz  von  ?2*  bar.  =  4,4 
gegen  n*  beab.  =  14,4  durch  Beobaohtungsfehler  nicht  zu  er- 
klären ist ,  so  würde  das  beweisen,  dass  man  mit  der  Annahme 
einer  absorbirendenMollektllgattung  im  Bereiche  von  A.=  4000  cm 
bis  k  =  0,8  cm  nicht  mehr  auskommt.  Die  Differenz  des 
6^=3,4  gegen  das  Quadrat  des  optischen  Brechungsindex  wttrde 
auf  Absorption  im  Ultrarothen  hinweisen  (cf.  weiter  unten 
Formel  (66)).  Man  könnte  auch  durch  die  Annahme  zweier  ab- 
sorbirender  Molekttlgattungen,  von  denen  die  eine  ein  Absorp- 
tionsmaximum vor  l  ^=  8,5  cm,  die  anderen  hinter  l  =  8,5  cm 
besitzen,  die  bisherigen  Beobachtungen  befriedigend  darsteilen 
und  dann  den  Anschluss  an  das  optische  e^  =s=  2*  gewinnen. 

Nach  den  der  Tabelle  zu  Grunde  gelegten  Gonstanten  würde 

für  A  =  124  cm  n'x  sein  Maximum  n*XM«  =  13,4 

>X=75»71X»  »  WXMax  =     2,4 

»      X  =     30    »         X      »  »  XMax  =     0,60 

annehmen.  Für  ^  =  421  cm  müsste  e  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  von  e^  und  e^  sein,  d.  h.  €  =  29,7. 


AethylalkohoL 

Es  sind  der  Rechnung  die  Constanten  zu  Grunde  gelegt : 
fc^  =  26  ,  «0  =  6,8  ,  «'=  47  :  3  .  40«» . 
<i  ist  gewonnen  aus  der  Formel  (12)  mit  Benutzung  meiner  bei 
A,  =  75  cm  gemachten  Beobachtung  u*  =  23,0  ;  x  =  0,24  ; 
f  =  22,0.  Der  grosse  Werth  €^=6,S  ist  gewählt,  um  An- 
schluss an  die  Lampa  sehe  Beobachtung  von  n*  bei  sehr  kleinem 
l  zu  gewinnen. 


i 

»»ber. 

1 

n<  beob. 

1 

X  b«r. 

X  beob. 

Beobachter 

«000  cm 

26,0 

24,8 

0,02 

... 

TmnNG 

200  » 

25,1 

24,4 

0,08 

— 

Drudb 

75  . 

21,4 

23,0 

0,20 

0,21 

Drüdb 

5  » 

7.2 

10,2 

0,14 

— 

Ck>LB 

0,8» 

1 

6,8 

6,8 

0,02 

— 

Lahpa 
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Am  meisten  ftfllt  die  Beobachtung  von  Cole  aus  der  Be- 
rechnung. Aber  auch  bei  ^  s=  75  cm  kann  die  Differenz  von 
n*  =  24 ,4  gegen  n*  s=  23,0  nicht  durch  Beobachtungsfehler  vMUg 
hervorgerufen  sein ,  da  dort  die  Beobachtungen  Biemlich  genau 
sind.  Auf  das  Resultat  hat  der  hier  gewählte  grosse  Werth 
£q  =  6,8  Einfluss.  Daher  wttrde  sich  die  ganze  Tabelle  ändern, 
wenn  der  LAMPA'sche  Werth  falsch  sein  sollte  und  e^  dement- 
sprechend anders  gewählt  würde.  Auch  durch  kleine  Aende- 
rung  in  Wahl  der  Constanten  a'  kann  ein  besserer  Anschluss 
zwischen  n*  ber.  und  n}  beob.  hergestellt  werden ,  z.  B«  recht 
gut  durch  a'  =  44:3   10»^. 

Wegen  der  starken  Abweichung  des  e^  vom  Quadrat  des 
optischen  Brechungsindex  muss  mindestens  noch  eine  ab- 
sorbirende  Molekttlgattung  (z.  B.  im  Ultraroth)  vorhanden  sein. 
Man  würde  natürlich  einen  sehr  viel  besseren  Anschluss  an  die 
Beobachtungen  erzielen  können ,  wenn  man  von  vornherein  der 
Rechnung  zwei  verschiedene  Gattungen  leitender  Moleküle  zu 
Grunde  legte. 

Naeh  den  der  Tabelle  eu  Grunde  gelegten  Ck)n8tanten  würde 

für  A  =  47  cm  n*x  sein  Maximum  n^xxax  ==  ^fi 
»    As=35  >      nx      »  »  nx]Uz  =  4|S 

»      A=s24    »  X        »  »  XMax=0,32 

annehmen.   Für  A  =  47  cm  müsste  e  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  von  e^  und  e^  seih,  d.  h.  €  ==  46,4. 

Beim  Amylalkohol  und  der  Essigsäure  habe  ich  n*  bei  zwei 
verschiedenen  l  beobachtet,  nämlich  bei  A  =  7S  cm  und  X  = 
200  cm.  Da  e^  bekannt  ist,  so  kann  man  die  eine  Beobachtung 
aus  der  anderen  berechnen,  falls  man  e^  kennt.  Wählt  man  für 
£^  den  Werth  8  (die  Resuliate  werden  nur  wenig  durch  geringe 
Abweichungen  hiervon  beeinflusstj ,  so  erhält  man  folgende 
Tabelle: 


«00 

e(%  =  7Scm) 

<ber.(;i«=S00j 

n*beob.(aaBtOO) 

Amylalkohol 
Essigsäure 

46,0 
9,7 

■       *,7 
6,3 

10,8 
9,0 

40,8 
7,1 
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Wegen  der  bei  k  =s  200  cm  geringen  Absorption  müssen 
€  ber.  mit  n*  beob.  nahezu  identisch  sein.  Dies  stimmt  beim 
Amylalkohol  sehr  gut,  wahrend  Essigsäure,  gerade  wie  oben 
p.  572  bei  Prüfung  der  Formel  (9)  sich  der  Theorie  schlecht  fügt 


Zum  Schluss  möchte  ich  hervorheben,  dass  die  bisher  vor- 
liegenden  Beobachtungen  noch  nicht  ausreichen,  um  eine  den 
Thatsachen  völlig  entsprechende  Dispersionsformel  für  e,  n* 
und  X  auch  für  das  Gebiet  der  elektrischen  Schwingungen  de- 
finitiv aufzustellen.  Es  sollte  aber  auch  im  Vorigen  wesentlich 
nur  gezeigt  werden,  zu  welchen  Gonsequenzen  man  gelangt, 
wenn  man  die  einfachste  der  hier  möglichen  Vorstellungen, 
nämlich  die  Annahme  einer  leitenden  Molekülgattung,  verfolgt, 
dass  man  dann  schon  in  gewissem  Grade  die  bisher  vorliegen- 
den Beobachtungen  annähernd  darstellen  kann,  und  dass  man 
dadurch  gewisse  Perspectiven  auch  ftar  die  elektrische  anomale 
Absorption  und  Dispersion  anderer  Körper  erhält,  bei  denen 
diese  bisher  nicht  mit  Sicherheit  nachgewiesen  oder  mindestens 
nicht  gemessen  worden  sind,  wie  z.  B.  beim  Wasser. 

Bei  Annahme  mehrerer  Moiekülgattungen,  die  zum  Theil 
auch  gedämpfte  Eigenschwingungen  besitzen,  stellt  sich  die 
ganze  Dispersionsformel  inclusive  des  optischen  Gebietes  in 
der  Form  dar : 

(64)        nM4  -  ex)«  =  «0  +^-  ^-^>  +^ ^r-y.  ' 

Wenn  nur  eine  Gattung  der  e'  vorhanden  ist  und  das  zu- 
gehörige a'  weit  grösser  als  die  a",  V  ist,  so  ist  das  die  Form 
der  hier  speciell  verfolgten  Theorie,  wenn  man  gleichzeitig  die 
optische  Dispersion  mit  umfassen  will.  Es  ist  dann  für  lang- 
same Wechselströme 

(62)  (r=oo):   n=«  =  eo-{-«'+^e". 

Für  äusserst  schnelle  elektrisciie  Schwingungen,  die  den 
Ucbergang  zum  Gebiete  der  Wärme-  bezw.  Licht-Wellen  bil- 
den, ist 

(63)  n'*=E,+^B". 

n**'  tritt  dann  au  Stelle  der  in  den  früheren  Ausführungen  mit 
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tf,  bezeichneten  Grösse.  Es  bleibt  also  die  frühere  Beziehung 
(cf.  oben  p.  552  Formel  (4')) 

(64)  «'  =  e^-e,  =  n'^-n'« 

auch  hier  bestehen. 

Falls  r  direct  Null  wird,  so  ist  nach  (64)  n*  =«  «o  •  Dieses 
fo  wird  nach  einigen  Dispersionstheorieen  gleich  4  gesetzt,  was 
die  Versuche  mit  Röntgenstrahlen  verificireq  würden,  falls  diese 
wirklich  Schwingungen  Äusseret  kleiner  Periode  T  siad. 

Der  optische  Brechungsexponent,  d.  h.  genauer  genommen 
die  Grösse  B  in  der  optischen  Dispersionsformel: 

folgt»)  aus  (61)  zu: 

^  =  «0  +  ^4, 

wobei  i'i  sich  auf  die  Molekttlgaltungen  bezieht,  deren  Eigen- 
schwingungen im  Ultraviolett  liegen.  Es  ist  daher  nach  (63) 
und(65),  da^€''=^€j+^e;:  ist,  die  Differenz  von  n"» 
gegen  den  optischen  Brechungsexponenten  B: 

(66)  n'*-B  =  2l4, 

wobei  Sr  sich  auf  die  Molekül gattungen  bezieht,  deren  Eigen- 
schwingungen im  Ultraroth  liegen  (vgl.  oben  p.  574).  Die 
Formel  (66)  bleibt  bestehen,  auch  wenn  die  Annahme  mehrerer 
Molekttlgattungen  e'  zur  Darstellung  der  elektrischen  Anomalie 
gemacht  wird. 

Sobald  normale  elektrische  Dispersion  des  n*  auftritt,  d.  h. 
ein  Wachsen  von  n*  mit  abnehmendem  T,  so  reicht  die  Formel 
(61)  zur  Darstellung  nicht  aus;  normale  elektrische  Dispersion 
kann  man  erhalten,  wenn  auch  die  auf  die  elektrische  Dispersion 
sidi  beziehenden  Glieder  der  Formel  (61)  die  Form  der  optischen 
Glieder  haben,  d.  h.  falls  langsame  Eigenschwingungen  der 
Molektile  vorhanden  sind. 

Leipzig,  November  1 897. 

<)  Vgl.  mein  Buch  »Physik  des  Aethers«,  p.  532. 
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2.  Herr  Fr.  Bngel.  a.  o.  M.:  Die  Zerlegung  einer  ganzen  Function  einer 
Verttnderlichen  in  Factoren  ohne  vielfache  Wurzeln. 

3.  Herr  C.  Neümahh,  o.  M.:  Vorlegung  einer  Note  von  Prof.  Laage  in  Berlin: 
Ein  elementarer  Beweis  des  Reciprocittttsgesetzes. 

4.  Herr  0.  Vauauuui,  o.  M.:  Das  HiMU.TOii'sche  Princip  in  der  Hydrodynamik« 

5.  Herr  S.  Lib,  o.  M.:  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  W.  Ahzeni  in  Magde- 
burg: Ueber  eine  besondere  Glasse  von  Substitutionsgruppen. 

6.  Herr  K.  Bohn,  o.  M.:  Ueber  den  Zusammenhang  der  von  Flachen  be- 
liebiger Ordnung  auf  einer  Raumcurve  ausgeschnittenen  Punktgruppen 
mit  denen  ihrer  Restcurven. 

7.  Herr  K.  Bohn,  o.  M. :  Die  Curven  auf  den  Flächen  4^  Ordnung. 

8.  Herr  H.  Bruns,  o.  M.:  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  Dr.  Hftitmnan: 
Untersuchung  des  Ganges  einer  Fraunhofer'schen  Pendeluhr. 

9.  Herr  8.  Ide,  o.  M.:  Liniengeometrie  und  Berührungstransfonnationen. 

W.  SdieibiMr»  Ueber  die  formale  Bedeutung  des  Hamilton- 
sehen  Princips  und  das  Weber^sche  Gesetz, 

1. 

In  seiner  Graiulationsschrift  über  die  Frincipien  der  Elektro- 
dynamik (Tübingen  4868)^)  benatot  Herr  C.  Nbcmann  das  Ver- 
schwinden der  sogenannten  inneren  Yariation  du  des  Hamilton- 
sehen  Integrals  usssf[T+U)dl  surAbleiiung  der  mechanischen 
Differentialgleichungen  und  untersucht  den  Werlh  der  Kräfte- 

function  U=  ^^^  ,  welcher  su  dem  WBBBa'sohen  elektrodynami- 

sehen    Fundamentalgesetze    führt.     In    der    ScHLÖHiLCH^schen 
Zeitschrift  des  Jahres  1868^)  habe  ich  bei  Gelegenheit  einer 


4)  Wieder  abgedruckt  Math,  Annalen  Bd.  17  (4880),  vergl.  auch  die 
Göttinger  Nachrichten  vom  Juni  4868,  Bd.  4,  S.  847  der  Annalen  (4  869),  so- 
wie das  8.  Capitel  des  NEüMANH'schen  Werkes  über  das  Newton^sche  Princip 
der  Femwirkungeny  Leipzig  4  896. 

2)  S.  39  der  »Literaturzeitung*, 
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Besprechung  der  NsuHANN^schen  Abhandlung  betont:  »Voraus- 
»gesetzt  w  ird  dabei,  dass  man  nur  solche  Variationen  der  Goordi- 
»Daten  berücksichtigt,  welche  nebst  ihren  verschiedenen  Differen- 
»tialquotienten  an  den  Integrationsgrenzen  verschwinden.  Auf 
»die  Bedeutung  dieser  Voraussetzung  braucht  man  zunächst  nicht 
»weiter  einzugehen,  da  sie,  wie  aus  dem  Folgenden  erhellt,  nur 
»einen  formalen  Sinn  hat.  Es  sollen  einfach  bei  der  Bildung  der 
»Variation  des  Integrals  diejenigen  Glieder,  die  mit  den  an  den 
»Grenzen  stattfindenden  Werthen  der  Variationen  und  ihrer 
»Differentialquotienten  multiplicirt  sind,  ausser  Rechnung 
»bleiben.« 

Es  mag  mit  Herrn  Weierstrass  daran  erinnert  werden,  dass 
wenn  eine  Function  f't  s^  äx  nebst  sdmmtlichen  Differential- 
quotienten dx'öx". .  für  t  =  tQ  verschwinden  soll,  für  1  =  1^-^ h 

ft  =  öx,+hdx',  +  \h'dx'i+^^ 

identisch  Null  sein  würde.  Im  Ausdrucke  der  dem  WEBER'schen 
Gesetze  nach  C.  Neumann  zu  Grunde  liegenden  Kräftefunction 
treten  in  der  That  die  sämmtlichcn  Differentialquolienten  der 
Coordinaten  auf.  Dass  für  gewisse  Werthe  von  t^  die  TAYLoa'sche 
Eotwickelung  von  äx  unzulässig  werden  kann,  ist  eben  so  selbst- 
verständlich, wie  dass  die  Bedeutung  der  Variation  dx  sich  nicht 
auf  solche  singulare  Fälle  beschränkt. 

2. 

Wichtiger  erscheint  die  weitere  Bemerkung,  dass  die  Kräfte- 
fuQction 

U=F(xx'x. .  yy'y'\  .  zz'z\  . .) 

durch  die  isoperimetrischen  Differentialgleichungen  nicht  v(>llig 
bestimmt  ist,  sondern  um  ein  Increment  V,  für  welches 

fVdt  =  0(xx'x". .  yy*y", .  zz'z\  .) 

geändert  werden  kann^).  Denn  es  ist  einleuchtend,  dass  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  die  Variation  dCZ>  an  den  Inte- 
gralionsgrenzen verschwindet,  und  die  Function  V  kann  beliebig 


4)  Neumaiik  nennt  dieses  Increment  das  ineffecUve  Potentialj  Annalen 
Bd.  17,  S.  405,  und  Prof.  Mayer  bebt  bervor,  dass  die  Function  0  auch  die 
Zeit  t  expiicite  enthalten  darf.  Yergl.  dessen  Abhandlung  Ueber  den  allge- 
fnemsie»  Ausdruck  der  inneren  Potentialkräße  eines  Systems  bewegter  mate- 
rieller  Punkte  in  den  Berichten  der  Sachs.  Ges.  4S77,  S.  88. 
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gewShIC  werden,  sobald  nur  Vdt  ein  yolistilndiges  Differential 
wird.   Als  Beispiel  mag  die  folgende  Annahme  dienen. 

Herr  Nbumanx  hat  a.  a.  0.  die  Kraftefunction  U=  — -*  ge- 


o 


setsty  wo  ?'o  den  Abstand  der  anziehenden  Massenpunkte  m  und 
m^  zur  Zeit  t^  bezeichnet^  die  der  Zeit  t  jedesmal  um  dasjenige 
Zeitintervall  t  —  t^  vorhergeht,  welches  erforderlich  ist,  um  die 
Entfernung  r  =  ft  mit  einer  durch  die  Constante  c  gegebenen 
Geschwindigkeit  zurückzulegen.  Alsdann  führt  die  Anwendung 
des  HAHiLTox'scben  Princips  auf  das  WssBR^sche  Fundamental- 
gesetz der  Elektrodynamik,  wenigstens  wenn  man  die  durch  c^ 
dividirten  Glieder  weglttsst.   Man  ktonte  nun  versucht  sein,  die 

NBUHANN'sche  Annahme,  nach  welcher  das  Potential  — -  erst  nach 

Ablauf  der  Zeit  t  —  t^=z-  sur  Wirksamkeit  gelangen  soll,  dahin 
zu  modificiren,  dass 

•        c 
gesetzt  würde  ^).   Unter  dieser  Voraussetzung  erhalt  man  mittelst 

also  mit  Vernachlässigung  der  durch  c^  dividirten  Glieder: 


"d/r8'*""27"^       6^^  2ü*  !* 


3. 

Es  ergibt  sich  hieraus,  dass  unter  der  gedachten  Annahme 
die  Kraftwirkung  die  nümliche  wird,  wie  beim  Nsirrorschen 
Attractionsgesetze.    Diess  bestätigt  die  directe  Rechnung  ohne 


4)  Wollte  man  unter  Tq  die  Distanz  der  anziehenden  Masse  zor  Zeit  t^ 
und  der  angezogenen  Masse  zur  Zeit  t  verstehen,  so  wtirde  das  Princip  der 
Gleichheit  von  Action  und  Reaction  nicht  mehr  gewahrt  bleiben. 
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Schwierigkeit,  and  man  erhttlt  den  immerhin  bemerkenswerthen 
Satz,  dass  für 

der  Ausdruck 

[y  —  x)  dt  =  hdv 

ein  vollständiges  Differential  darstellt,  mit  anderen  Worten,  dass 

v  =  g)(xx'x''x'" . . .) 

eine  Function  von  x  und  seinen  Differentialquotienten  bedeutet, 
welche  die  unabhängige  Variable  t  nicht  explicite  enthält. 

Setzt  man  dagegen  mit  Neuhann 

'-«.-7. 
SO  wird 

fj      mm,       »»m,  (,    ,    r'   ,    4r' r'  —  rr"    ,   Rr"— err'r'+rV"        j 
^=-r7=   -r-M+7+ ¥? *■ i? 1 

Der  erste  Theil  dieses  Ausdrucks 

ist  von  Nbcmann  als  effectives  Potential  bezeichnet  worden. 

Wenn  U  nur  von  r  und  seinen  Differentialquotienten  ab- 
hängt, so  muss,  damit  die  innere  Variation  des  HAHiLTON'schen 
Integrals  verschwinde,  die  isoperimetrische  Differentialgleichung 

dl5x'~idr        dl5r^"*"'dr    dr""*"')^^ 

erfüllt  sein.    In  der  ScHLÖHiLCH'schen  Zeitschrift  ist  a.  a.  0.  die 
Gleichung 

br        dtW^^dt'    Sr^"*"  dr 

abgeleitet  worden,  wobei  das  Integral 

lUth.-phys.  ClMta.  1897.  39 
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an  die  Stelle  des  Satses  von  der  lebendigen  Kraft  trilt.  Man  er- 
halt damit  die  etwas  verallgemeinerte  Form  des  WiBBa^schen 
Gesetzes 

dr  bx  r*    t  cc  c*  '    '8i' 

Während  das  zugehörige  Weber^sche  Potential  ^) 

r     '  cc  <r        f 

gefunden  wird. 

Die  in  der  Richtung  der  Entfernung  r  wirkende  bewegende 
Kraft  kann  folglich  auch  durch 

„  r  dw 

'*  =  — 7r  =  ~"dr 

dargestellt  werden,  so  oft  die  Kräftefunction  nur  von  r  und 
seinen  Differentialquotienten  abhängt.  Das  HAHiLTON'sche  Inte- 
gral selbst  aber  nimmt  den  Werth  an 

u=/{T+ü)dt=/(U'hW+h)dt 
oder 

letzteres  falls  der  ineffective  Theil  der  Kräftefunction  vernach- 
lässigt wird.  Derselbe  würde  das  Increment 

fVdt^-^\\%r-- j^ } 

zu  u  hinzufügen. 

Uebrigens  darf  ich  ausdrttcklioh  aussprechen,  dass  die  vor- 
stehenden Entwickelungen  mit  den  eigenen  Resultaten  von  Herrn 
G.  NiCMAivif  in  völligem  Einklänge  stehen. 

4. 

Der  Einfluss,  welchen  die  Einführung  des  WiBBE'schen  Ge- 
setzes an  Stelle  des  NBWTON^schen  auf  die  Planetenbewegung 
ausüben  würde ^),  ist  im  Laufe  der  Jahre  von  Mathematikern  und 


4)  Poggendorff^s  Annahn,  Bd.  73,  S.  229  (4848),  sowie  Bebr,  Elektro- 
statik S.  260. 

2)  Für  die  gegenseitige  Wirkung  zweier  elektrischer  Massen  hat  Wilh. 
Weber  in  Verbindung  mit  KoBLaAusca  d«n  numerischen  Werth  der  Constante 
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ÄBtronomen  mehrfach  untersucht  worden.  Eb  sei  mir  verstattet| 
bei  dieser  Gelegenheit  die  elementare  Rechnung  zu  reproduciren, 
deren  Resultate  ich  vor  28  Jahren  der  Kgl.  Sachs.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  mitgetheilt  hatte,  und  auf  welche  später  von 
F.  ZöLUfBR  und  W.  Webbr  öffentlich  Bezug  genommen  worden 
ist^).  Wenn  ich  dabei  zur  Ableitung  der  zu  Grunde  liegenden 
Stöningsformeln  einen  umständlicheren  Weg  einschlage,  als  die 
vorliegende  Aufgabe  erfordert,  so  geschieht  diess,  weil  die  be- 
folgte Methode  sich  vielleicht  in  manchen  Fällen  mit  Vortheil  zur 
Anwendung  eignen  dürfte. 


Die  Differentialgleichungen 


m.  af:  =  — •  — — 

•    *  r  dr 


liefern  für 

Jf  =  m  -f-  fTif ,        ifX  =  mx  -{-  w^  Xj     ... 
oder 

JfX'^=0,        a?"-<=-^.^.5^ 

Es  bleibt  also  die  Trägheitsbewegung  des  Schwerpunkts  (X  YZ) 
neben  dem  Flächensatze  bestehen,  so  dass  die  relative  Bewegung 


«•«.-A  Kilometer 

c  a=  489450  -; -z — 

Secunde 

gefandeo  (Elektrodynamiioke  Maassbestimmungen ,  insbesondere  Zurück- 
ßkrung  der  StronUntensitäts- Messungen  auf  mechanisches  Maass^  im  5.  Bande 
der  AbhaodluDgen  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wissensch.).  Er  sagt  das.  S.  266: 
»Esergiebt  sich  ferner  aus  dem  gefuDdenen  grossen  Werthe  der  Constanten 
>ed\e  interessante  Folgerung,  dass  auch  der  Gravitationskraft  ponderabler 
^Körper  ein  solcher  dynamischer  Theil  beigefügt  werden  könnte  (wodurch 
>eiDe  grössere  Analogie  zwischen  den  Wechselwirkungen  ponderabler  und 
*imponder(ü)ler  Körper  hergestellt  würde),  ohne  dass  dieser  dynamische 
>Theil  der  Kraft  den  geringsten  merklichen  Einfluss  auf  die  Bewegungen 
»der  Weltkörper  äussern  würde.c 

i)  ZöLLNBR,  Ueber  die  Natur  der  Cometen  (4874),  S.  XC  u.  334,  so  wie 
Principien  einer  elektrodynamischen  Theorie  der  Materie  (4  876),  S.  XI,  und 
W.  Weibä's  Werke,  Bd.  IV,  S.  428.  Der  Vortrag  über  die  allgemeine  Gültig- 
ieU  des  Weber'sch&m  Gesetzes  wurde  laut  den  Acten  der  Gesellschaft  am 
(.Febr.  4869  gehalten. 

39* 
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von  m  um  m^  in  der  invariabeln  Ebene  erfolgt.  Wir  machen 
diese  zur  ccy-Ebene  und  setzen 

X  —  x^  =  rcosv  j        y  —  y4=rsint;, 
also 

[x'  ^  x[)*  +  (y'  -  y;)*  =  r'r'  +  r*t;'*  =  s's' . 

Die  Integralgleichung  der  lebendigen  Kraft  gibt 

wenn  C  die  constante  Geschwindigkeit  des  Schwerpunkts  und 
s'  die  Geschwindigkeit  der  relativen  Bewegung  bezeichnet.  Wir 
schreiben  dafür 

WO  fi  =  k*M  unter  Hinzufttgung  der  GAuss'schen  Constante  k 
gesetzt  und  a  an  Stelle  der  Integrationsconstänte 

getreten  ist. 

Da  femer  vermöge  des  Flflchensatzes 

(X  -  xMi/  -  Vi)  -  (»  -  yj(^'  -  xl)  =  r'v'  =  yj^, 

80  erhalt  man  durch  Einführung  der  Integrationsoonstanten  a 
undp 

WO  die  Bedeutung  von  q  von  selbst  erhellt. 


Wir  wollen  jetzt  den  Grössen  a  und  p  noch  kleine  constante 
Incremente 

Ja  =  -!^        und        ^P  =  ^ 

hinzufügen y  was  wegen  der  Willkürlichkeit  der  beiden  Inte- 
grationsconstanten  offenbar  gestattet  ist  Mit  Vernachlfissigung 
der  durch  c^  dividirten  Terme  werden  alsdann  die  noch  zu  inte- 
grirenden  Gleichungen 
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r'«+Ä:»-l/''<7-JT 


P  +  ^P\ 


Ja 


und 
oder 
und 


e  =  r'{l+^(f-i^+^.)|  (1) 

Wir  setzen  hier 

p  =  a(1— e'),        ii^a^n"  (3) 

und  führen  neben  den  beiden  dadurch  definirten  Gonsianten  e 
nnd  n  iwei  neue  Variable  8  und  /*  ein,  welche  durch  die  Glei^ 
cbnngen 

r^al\  —  ccos«)  =  7-r-^ — > 
*  '      4  4-flcos/^ 

oder 

r  cosf=  a  (cos  €  —  e) ,     rsinfs^  aVh  —  e*sin  e        (4) 


bestimmt  werden  sollen.  Aus  der  Theorie  der  elliptischen  Be- 
wegung ist  bekannt,  dass  a  die  halbe  grosse  Axe,  p  den  halben 
Parameter,  e  die  Excentricität,  n  die  mittlere  Bewegung,  f  die 
wahre  und  e  die  excentrische  Anomalie  in  der  Ellipse  bedeuten. 

Mit  Hülfe  dieser  Grössen  erhält  man 

r'  =  aes'  sin  €  =  —  ef  sin  f 

a*n      .  -m  /u       .     - 

Q  =  — esin6  =  l/  ^esmf 

und  durch  Substitution  in  (1) 

nebst 

Diese  Gleichungen  ergeben 
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und 

DrOokt  man  die  rechten  Seiten  dieser  Differentialfonnein 
durch  6  und  resp.  f  aus,  so  folgt 

(6)    „dt  =  de|<_eco8e  +  ^(4-(1-eco86)^i:=J^^^)| 

Wollte  man  in  W  das  Glied ^ —  beibehalten,  so  würde  auf 

der  rechten  Seite  in  (4)  das  Glied  /  ^  ,  mithin 

in(6)  d,?/^f^  =  ^dr, 

in  (7)  df^J^^^=  '^""'ÜsüP^ rfr 

hinzutreten. 

6. 

Der  Integration  der  Gleichungen  (6)  und  (7}  stehen  keine 
Schwierigkeiten  im  Wege.  WShIt  man  als  neue  Integrations- 
constanten  ts  und  r  die  Werthe  von  v  und  /  im  Perihel,  für 
welche  €  und  f  verschwinden,  und  setzt  die  mittlere  Anomalie 

(8)  j  =  n(<  — t)  =  Z-w, 

wo  demnach  /  die  mittlere  Länge,  ts  die  Lflnge  des  Perihels  und 
V  die  Perihelseit  bedeuten,  so  ergibt  sich 

j  =  e  — e8in€  +  ^(«— ila  —  Ä/?) 
ü-w  =  /*+^(/-+esin/'-.il,a-Ä,/»). 

Um  AB  A^B^  als  Functionen  von  b  und  f  zu  bestimmeni 
welche  im  Perihel  verschwinden^  mttssen  die  durch  sin*€  resp. 
sin*/*  dividirten  Glieder  wegfallen.   Diess  erreicht  man  für 
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und  erhält 

=  —  f  ac  +  ^acsine  +  a-i^tgl« 

Damit  wird 

j=/— iBr=fi--esrne  +  4^  je  +  fac— ^^aesinc  — a-^tg^«} 

und 

Fttr  a  =  /9  =  0  ergibt  sich  einfach 


(9) 


Es  kdnnie  aber  wünsohenswerth  sein,  das  Sttoularglied 

^  =  ^(j  +  e8ine) 

aas  g  zu  entfernen,  weil  dasselbe  einer  Aendening  von  n  um 
^  entspricht,  und  bei  der  Ermittelung  des  Werthes  der  mittle- 
ren Bewegung  n  aus  den  Beobachtungen  dieses  constante  In- 
crement  von  selbst  mit  eingeht.  Der'Wegfall  des  Säculargliedes 
lässt  sich  erreichen,  wenn  man 

anfahrt.  Alsdann  erhSit  man 

j==n(f— t)  =  e  — esine  +  j^  je  sine  +  8  i±^  tg|ej  I 

t;=/-+«r  +  ^{/-+csSn/-+*^tgi/-}.  | 

Zu  diesen  Werthen  würden  eventuell  die  Glieder  dritter 
Ordnung 
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»^"|g      ^         undresD     (ÜL^IEl  (—1 ^) 

c3    '8aH  — e)      ^^<l^«sp.  ^         H^  — e)«        r>^ 

hinzutreten.  Die  Gleichungen  (9)  oder  (1 0)  reichen  in  Verbindung 
mit  (4)  (S)  (i)  aus,  um  die  Polarcoordinaten  rund  v  und  ihre 
Differentialquotienten  als  Functionen  von  t  zu  bestimmen.  Wir 
werden  der  KOrze  halber  bei  der  folgenden  Rechnung  uns  auf 
die  Form  des  WssBR^schen  Gesetzes  beschränken  und  die  durch 
c'  dividirten  Glieder  weglassen. 


7. 

Die  Differentialgleichungen  unseres  Problems  können  wir 
in  der  Form  schreiben 

und 


(^+Jf)r''  +  ^(l-9- 


rv 


Diese  Gleichungen  werden,  unter  Vernachlässigung  von  -^ ,  ebenso 

durch  die  Gleichungen  (9),  wie  durch  die  Gleichungen  (4  0)  — 
selbstverständlich  in  Verbindung  mit  (3)  und  (4)  —  erfttllt,  es 
sind  mithin  beides  gleichberechtigte  Formen  der  vollstilndigea 
Integralgleichungen  mit  den  vier  unabhängigen  Constanten  a  e 
tff  und  T .  Ihre  Verschiedenheit  kann  mithin  nur  darin  begründet 
sein,  dass  die  Integrationsconstanten  in  beiden  Fällen  verschie- 
dene Werthe  haben.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  der  Uebergang 
von  (9)  zu  (10)  durch  Hinzufttgung  der  Inoremente 

8c*  '  •      8c'a^  ' ' 

vermittelt  wird,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  damit  nicht  allein 

z/n  =  g     und     Jp  =  -l^(i-e)* 

folgen,  sondern  auch 


und 


^9==^9 
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xa  setzen  sind,  weil  die  Anomalieen  f^e^g  von  den  conslanten 
Elementen  und  deren  Incrementen  .abhängen,  während  die 
Werthe  von  r,  v  und  t  ungeändert  bleiben. 

Die  Form  (1 0)  hat  das  Eigenthttmliohe,  dass  infolge  der  B&* 
seitigung  des  Säculargliedes  bei  der  mittleren  Anomalie,  die  Be- 
rechnung von  g  und  v  in  der  Nähe  des  Aphels  illusorisch  wird, 
weil  daselbst  tg^^/'und  tg^€  nebst  Jf  xind  Je  ttber  alle  Grenzen 
wachsen,  also  schliesslich  die  Grosse  des  Divisors  c*  compen- 
siren.  Dann  ist  aber  die  Vernachlässigung  der  durch  c*  divi- 
dirten  Glieder  nicht  mehr  statthaft.  Wenn  ich  gleichwohl  die 
betreffenden  Formeln  nebst  den  anschliessenden  Folgerungen 
nicht  unterdrückt  habe,  so  ist  diess  geschehen,  weil  mir  die  be- 
folgte Methode  an  sich  ein  gewisses  Interesse  zu  haben  schien, 
auch  abgesehen  von  der  Möglichkeit  einer  Anwendung  auf  Theile 
der  gestörten  Bahn  (ich  erinnere  an  HANSBN'spar/te2/e  Anomalieen), 
resp.  im  Falle  der  hyperbolischen  Bewegung. 

8. 
Bedenkt  man,  dass  die  Gleichungen  (9)  und  (4  0)  für  c  =  oo 
in  die  gewöhnlichen  Formeln  der  elliptischeiLBewegung  über- 
gehen, so  kann  man  die  durch  c*  dividirten  Glieder 

und 

als  die  Störungen  auffassen,  welche  die  Differenzen 

g  —  €-|-^sin^    und    v  —  f — rar 
beim  Uebergange  von  dem  ungestörten  (NswTON'schen)  zum  ge- 
störten (WsBER'schen)  Probleme  erfahren. 

Bezeichnet  man  jetzt  diese  Störungen  durch  ein  vorgesetztes 
Jj  so'  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1 0) 


a 


und 
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Da  aber  venntfge  (5) 

^r  =  ae  sin«  Je^s^  —  e  sinfJf , 

80  ergibt  die  Elimination  von  Je  und  Jf 

und 

EUminirt  man  Jr^  so  folgt 

Hier  kann  man  einen  der  Störungswerthe  Jr  Jv  Jg  be- 
liebig annehmen,  also  z.  B. 

setien,  wodurch 

Oder  man  mache  ^) 

^r  =  4-«'sinY 
»  c*  p  ' 

und  erhält 


V  {<  +  « 


»-Äl^'-.!- 


«Sinei 


(<-»)'. 


^.««-^{/•-«•»to/'cos/'+l^^tgi/'j . 


1)    Man  kann  bemerken,  dass  der  Werth  ^r  bs-^~  o*8in*^  den 

Störungswerth  reprftsentirt,  welcher  sich  ergeben  würde,  wenn  man  das 
WBBER'scbe  Potential  als  den  gestärten  Werth  des  NBWTon'schen  Potentials 
auffassen  wollte.  Denn  aus 

jl ^        folgt       ^r  =  ^'  =  ^^.«sinV. 
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Wir  unterBuehen  noch  die  Falle 

J^g  s=  0  ,     J^v  =  0   und   J^r  =  0  , 

TOD  denen  der  erste  der  gewöhnlichen  Voraussetzung  entspricht, 
dass  die  unabhängige  Variable  /  keinen  Störungen  unterworfen 
sein  soll,  während  der  zweite  mit  der  Einführung  von 
J^g  =  nJt  =  ndz  =  8y 

durch  Hansen  tlbereinkomnit,  da  die  ideale  Anomalie  v  unge- 
ändert  bleiben  soll^).   Man  findet  leicht 

^J  =  ^  (j){[f+  e  sinf)e  sinf+  i(<  -  e)'  sm'^f) 

9. 

Wenn  man  hingegen  a  und  ß  verschwinden  lässt,  so  er- 
geben die  Gleichungen  (9)  in  analoger  Weise 

and 

and  damit 

Vi  —  e*  ^/r  —  ae  sinfJg  =  ^eB\nf\g+  Vi  —  e'  — eain/*| 

(JL)  jr  —p e sinfJv  =  ^e sin f{f+  e sinf) 

Vr:ii^(^fjg^jv^f^\f^ie\iüi^^ 

4)  Vergl.  S»  48B  des  gegenwärtigen  Jahrgangs  der  Berichte. 
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Die  Untersuchung  der  oben  betraebteieii  flmf  FKlle  liefert  jetit 
die  Ausdrücke 

z/,r  =  -T^  —  e  sin  / 

'^^^  =  ^(j)  ^  8iöA(A+  e sinf) , 
so  dass  der  fünfte  und  der  erste  Fall  zusanunentreffen. 


10. 

Anstatt  wie  bisher  die  Störungen  der  PolarcoordincUen  r 
und  V,  resp.  der  mittleren  Anomalie  g  zu  berechnen,  kann  man 
sich  die  Aufgabe  stellen,  der  Methode  der  Variation  der  arbi- 
trären Gonstanten  gem&ss,  die  constanten  Elemente  a  em  und  r 
um  die  variabeln  Incremente  da  de  dm  und  dr  su  vermehren. 
Es  kommt  dann  darauf  an,  die  Werthe  dieser  Incremente  oder 
Störungen  der  elliptischen  Elemente  zu  entwickeln.  Die  Ausdrücke 
der  Goordinaten  r  und  t;  nebst  ihren  ersten  Differentialquotienten 
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sollen  Id  der  gestörten  und  ungestörten  Bewegung  die  nämliche 
Form  behalten,  mit  anderen  Worten,  ihre  Störungen  —  beim 
Uebergang  vom  ungestörten  zum  gestörten  Problem  —  sollen  auf 
die  Elemente  übertragen,  also  durch  deren  Störungen  ersetzt 
werden.  Das  Gleiche  gilt  jedoch  nicht  von  den  eingeführten 
HttlfsgrOssen  q  efnndg  resp.  /,  welche  durch  die  Gleichungen 
(4)  und  (8),  in  denen  die  elliptischen  Elemente  explicite  vor- 
kommen, abhängig  gemacht  worden  sind.  Yariirt  man  letztere, 
so  erleiden  demnach  auch  Q  b  f  g  l  Störungen,  die  durch  öq  de 
df  dg  und  dl  bezeichnet  werden  sollen,  und  ähnlich  wie  in  und 
dp  von  den  Störungen  der  vier  unabhängigen  Elemente  ab- 
hängen müssen. 

Es  wird  sich  sogar  empfehlen,  da  wegen  g  =  n(t  —  t) 

dt  =  ^,dn--'^dg, 

der  einfacheren  Rechnung  halber  dg  an  Stelle  von  dr  z\x  be- 
nutzen, also  gewissermassen  g  die  Stelle  eines  elliptischen  Ele- 
ments vertreten  zu  lassen,  was  unbedenklich  erscheint,  da  jetzt 
die  Variable  /  nebst  den  Goordinaten  und  ihren  Differential- 
quotienten keinen  Störungen  unterworfen  worden  ist. 

Man  erhält  nun  leicht  aus  (4)  und  {%)': 

ip  =  (^  =  -'4ii^e)* 
sowie  aus  (4  0) : 
dQ  =  dl  —  düf  =  ^de^ sin«  de  —  r-^  j  e  sin€  +  i  ——  tgi« } 

und 

iisr=-d/--f^{/-+esin/'+f<-^'tg4/'|. 

Vermöge  (3)  und  (4)  aber  finden  zwischen  den  Incrementen  der 
Grossen  a  e  n  p  q  f  e  die  Relationen  statt: 
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a     *        n 

-?  =  cosfde  —  e  slnfdf 

r&a  •  • 

—^  =  cose  oe  —  e  sid£  de . 

Durch  Ausführung  der  erforderlichen  Eliminationen  ergeben 
sich  die  gesuchten  StOrungswerthe. 


11. 

Man  findet  ohne  Schwierigkeit: 

de ^{c8iiiY  +  |(<-e)-J| 

dT=  -rdn dg . 

Man  kann  von  den  Störungen  der  Elemente  mittelst  des 
TATLOR^sohen  Satzes  zu  den  Störungen  des  elliptischen  Ortes,  resp. 
der  Coordinalen  r  und  v  oder  y  tibergeben ,  wenn  man  mit  Be- 
schränkung auf  die  Glieder  erster  Ordnung  setzt: 
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dv^y^dg  +  ^düt  +  ^^de 

<Jy=(-)*— L^iJv.   1) 

Damit  verificirt  man,  wie  bereits  oben  angedeutet,  die  Relationen 
dr  =  — -^1^,     8v  =  —J^v,    dy  =  J^g. 
Die  Gleichungen  (9)  führen  zu  den  analogen  Störungswerthen 

•  uQ  u  a^n      .  u  an    esinf 
^              c*r              (T   r*                          er   r  y4 «_  ^ 

dp  =  0 

de  =  —  ^  e  sin'«  =  —  ^  e  sin'/" 

c*  ^  r  '  er    r    ^  —  o* 

•  9u  d*n   t    •   t  SiU  n  9*  sin'/' 

df=  —  p-  ^  V4  — e*  8in«(co8e  —  e)  =  —  ^sinfcosf 
(Je  =  J^  8ine(ae  -  ^008«)  =  ^  i^^  Bin/- 

iy=d/-dor  =  -^+iL8in6|2e-:^{co86-c)-^e} 

In  diesen  Ausdrücken  erscheinen  die  beiden  Sacularglieder 

-f /*    und     —&^g> 
h)  Vergl.  die  Differentialformeln  in  der  Abhandlung  S.»8  u.43S  di^s» 


Bandes 
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Da,  wie  bereits  Art.  6  erwähnt,  das  letztere  einer  AenderuDg  von 

n  um  —  ^  entspricht,  also  bei  der  Ermittelung  des  Werthes 

der  mittleren  Bewegung  aus  den  Beobachtungen  nicht  gesondert 
zu  bestimmen  ist,  so  bleibt  nur  das  Säcularglied  in  dar  in  Be- 
tracht zu  ziehen,  für  welches  wir  schreiben  können 

0©=^   t^^={      I i=( )nlj 

crp  ^  c  '    ♦  —  e*        V  oos  (p '        ' 

weil  die  Entwickelung  der  Differenz  f  —  g  nur  periodische 
Glieder  enthält. 

12.») 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  numerische  Anwendungen 
von  den  entwickelten  StOrungsformeln  zu  machen,  so  ist  vor 
Allem  der  Werth  der  WBBBR'schen  Geschwindigkeit 

c  =  439450  i^l^*"-',     Ige  =  5.64294 

auf  die  gebräuchlichen  astronomischen  Einheiten  des  mittleren 
Tages  und  des  mittleren  Abstandes  A  der  Erde  von  der  Sonne 
zu  reduciren.  Hierzu  bemerke  ich,  dass  Hansbh,  mit  Zugrunde- 
legung des  von  ihm  aus  der  Mondtheorie  ^)  abgeleiteten  Werthes 
der  Erdmasse 

0_ 

319455 

die  mittlere  Aequatorealhorizontalparallaxe  der  Sonne  lu 

P=8"9459 
bestimmt  hat.    Dabei  ist  nach  Bbssbl')  der  Logarithmus  des  in 
Kilometern  ausgedrückten  Aequatorealhalbmessers  der  Erde 

lg/)  =  3.8046274 
angenommen. 

4)  Ich  bemerke,  dass  ich  die  numerische  Rechnung  meinen  früheren 
Papieren  entlehne,  obgleich  die  Werthe  der  eingebenden  Constanten 
jetzt  durch  neuere  ersetzt  werden  künnten.  Da  aber  die  Endresultate 
dadurch  nicht  wesentlich  aiterirt  werden  (vergl.  z.  B.  S.  74  der  Abhand- 
lung von  Hakzer  über  die  säcularen  Veränderungen  der  grossen  Planeten)^ 
80  habe  ich  vorgezogeo,  den  Tezt  meiner  Betiracbtungto  aus  demi  Jahre 
4  869  in  den  Artt.  4S,  4  8,  44  einfach  zu  reproduciren. 

5)  Darlegung  der  theoretischen  Berechnung  der  Mondstörungen,  in  den 
Abbandlungen  der  K.  S.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften  Bd.  XI^  S.  B7B. 

3)  Die  BEssBL'schen  Werthe  in  den  Astron.  Nachrichten  Nr.  4 SS 
führen  auf 

IgD  =  3.8046485  . 
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Da  nun 

D  =  AsinP^ 

und  der  mittlere  Tag  86i00  Secunden  entfaislt,  so  hat  man  den 
WBBER'schen  Werth  von  c  durch 

86400         86400     .     » 

-j- — ü-«»'' 

ZU  multipliciren  und  erhalt  damit 

Ige  =^  8.44054. 

In  den  Störungen  erscheint  der  Factor  (— )  ,  für  die  Erde  wird 
mithin 

\gan  =  l%k    =8.23558-  10 

lg^=  5.82504  — 40. 

Die  mittlere  Bewegung  der  Erde  in  hundert  julianischen 
Jahren  oder  36525  mittleren  Tagen  betragt  in  Secunden 

n  =  429597744",  Ign  =  8.442697  , 

während  für  die  Excentricitat 

e  =  0.04677420  ,       logcosy  =  9.999939  . 

Damit  wird  für  die  hundertjährige  Säcularstörung  des  Erdperihels 
gefunden 

dm  =  0"57946/. 

Für  einen  anderen  Planelen  ist  nach  dem  dritten  Kepler* 
sehen  Gesetze 

a'n'  ÄS  an  1/—  .7-^ —  , 

also  für  Mercur  (nach  Levbreibe) 

n'  ^  5384  04  063''  Ign'  =  8.730864 

e'  trss  0.20560478         lg  cosr/  =  9.990624 

m'= — - —  lg— =  6.034  43, 

*  8000000  o    c  ' 

fQr  Vetius  (Hansen  und  Letbrrter) 

n'»  240664442'  Ign' =  8.323594 

e'  =  0.00684334        Ig  cos(p'  =  9.999990 

"»'  =  «5^  lg--J-'  =  5.89537, 

Mütb.-plijt.  CUsM.  1807.  40 
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während  fOr  den  Mond  (nach  Hansen) 

a!vl  ^s=^aa  1/  --  •  rr  •  t-t — 
f    n     80    4-l-m 

n'  =  4  74  794  5837"  logn'  =  9.235002 

e'  =  0.05490807  lg  cos?)'  =  9.999344 


'«' 


»n':=^  lg  ^=4.36617. 

80  ®    c 

Hiernach  erhSlt  man  schliesslich 
f ttr  den  Mercav  i) 

dfflr  =  6"4846^, 
fOr  die  Venuz 

dBr  =  1"3042/, 
für  den  Jtfond . 

im  =  0"009304  i 


13. 

Wollte  man  statt  der  elektrischen  Geschwindigkeit  c  die 
Geschwindigkeit  a  des  Lichtes  zur  Rechnung  benutzen,  so  würde 
für  die  Erde  der  Quotient 

—  =  smO 

durch  den  Sinus  des  Aberrationswinkels  Q  gegeben  sein,  mit- 
bin für 

(?  =  20"4454  2) 

Ig^  =  5.99646  —  40  ,         Iga  =  2.23942  . 

Man  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  Werthe  von  c 
und  a  nahezu  im  Yerhflltniss  von  ^\  :  4  stehen.  Da  die  Differenz 
der  beiden  berechneten  Logarithmen  0.47442  betrSigt,  wahrend 
lg  V2  =  0.45054  ist,  so  müsste,  falls  jenes  Yerhältniss  theore- 
tisch begründet  sein  sollte,  die  Unsicherheit  in  den  von  uns  zu 
Grunde  gelegten  Daten  gross  genug  sein,  um  die  bedeutende 
Abweichung  beider  Logarithmen  zu  erklaren. 


4)  Den  von  Zöllner  mltgethetUen  Werth  von  6'' 78  habe  ich  in 
meinen  damaligen  Papieren  nicht  wiedergefunden. 

5)  Azinm,  Sachrichten  Nr.  484.  Stecve  leitet  daraus  den  Werth  der 
Lichtzeit  497"7S  für  das  Durchlaufen  der  Entfernnngseinheit  A  ab,  dem 
ohigen  Werth  von  a  entsprechen  497"84. 


UbBBR  DIB  POBMALE  BbDBUTUNQ  D.  HAMILTON* SGHBN  FbINGIPS  BTG.     599 

In  einer  aus  Ribmank's  Nachlass  publioirten  Arbeit  >),  welche 
von  ihrem  Verfasser  im  Februar  4858  der  kgl  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Gttttingen  vorgelegt^  spttter  aber  wieder 
zurückgezogen  wurde,  ist  auf  diejenigen  Bestimmangen  der 
Lichtgeschwindigkeit  Bezug  genommen,  welche  Bosca  aus  Braih 
LET*s  Aberrationsbeobachtungen  und  Fizbau  durch  directe  Mess- 
ungen abgeleitet  haben.  Busch  findet  die  Aberrationsconstante 
O  =  20''2H6dr0"0383«), 

mit  dem  Delambrb' sehen  WertheS0''8l56  (aus  den  Verfinsterungen 
der  Jupiterstrabanten  berechnet)  nahe  übereinstimmend;  die 
oben  adoptirte  STRUTB'sche  Bestimmung  mit  dem  wahrschein- 
lichen Fehler  ±  0.014  4  ist  gegenwärtig  für  genauer  zu  achten. 
Fizbau  dagegen  gibt  sein  Besultat  zu  70000  lieues  =«  42000 
geogr.  Meilen  in  der  Secunde  an,  und  man  darf  aus  dieser  runden 
Zahl  wohl  schliessen,  dass  er  seine  Versuche  noch  nicht  als  defi- 
nitive betrachtet  hat. 

In  der  That  hat  später  Foucault  ^)  die  direote  Messung  der 
Lichtgeschwindigkeit  wiederholt  und  dafür  S98000  Kilometer 
gefunden,  welche  Zahl  etwa  404  60  geogr.  Meilen  entspricht. 
Fougault's  eigener  Schätzung  zufolge  kann  man  sich  soweit  auf 
die  Genauigkeit  dieser  Zahl  verlassen,  dass  ihm  die  Berich- 
tigungen, welche  sie  et^a  erleiden  möchte,  nicht  über  500  Kilo- 
meter (67  Meilen)  hinauszngehen  scheinen. 

14. 

Da  indess  über  die  Werthe  der  zu  Grunde  gelegten  Be- 
obachtungen nichts  Näheres  bekannt  geworden  ist,  so  wird  man 
die  Zuverlässigkeit  dieses  in  neuerer  Zeit  von  Physikern  und 


4)  Poggendorff's  Annalen  der  Physik  und  Chemie ,  Bd.  481,  8.248 
heisst  es:   »Nach  den  Bestimmungen  von  Weber  und  Kohlrauscb   ist 

>r  =  489450  Kilometer,  woraus  sich  a  s=  — =  zu  44949  geogr.  Meilen  in 

y% 

»der  Secunde  ergiebt,  während  für  die  Lichtgeschwindigkeit  von  Busch 
»aus  Bradlet's  Aberrationsbeobachtungen  44994  Meilen  und  von  Fizeah 
»durch  directe  Messung  44882  Meilen  gefunden  worden  sind.« 

Man  vergl«  auch  Huhboldt's  Kosmos  Bd.  111,  S.  98  u.  4  SS,  nebst  dem 
Dmckfehlerverzeichnigs  S.  646. 

2)  AHron.  Nachrichten  Nr.  809. 

8)  Comptes  rendus  Bd.  56,  S.  504  u.  792;  Humboldt  setzt  4  Heue 
=  4452  Meter,  4  geogr.  Meile  «  7449  Meter  {Kosmos  III,  S.  98  u.  428). 

40* 
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Astronomen  mit  Vorliebe  oitirten  Resultates  nach  der  Beschaffen- 
heit des  daraus  folgenden  Werthes  der  Sonnenparallaxe,  oder 
vielmehr  des  Produotes  aus  der  Parallaxe  P  in  die  Aberrations- 
constante  Q  benrtheilen  können. 

In  der  That  erhalt  man,  vermöge 

D  =  A  sinP,         ^n  =  of  sin^  , 
wenn  man  A  eliminirt  und  die  Sinus  mit  den  Bogen  vertauscht, 

PQ  =  (206«65)*  ^  , 

wo  auf  eine  Zeitsecunde  bezogen 

Ign  =  3.299068  — <0 

zu  setzen  ist.   Damit  wird 

IgP+logOsrrS.258345. 

Der  HANSEN'sche  Werth  von  P  würde  hiernach  auf  eine  Aberration 
von  SO'^SSSO,  der  STRuyz'sche  Werth  von  Q  auf  eine  Parallaxe 
von  8''8666  fahren.   Fougault  selbst  berechnet  mittelst  der 

Aberration  Q  =  20^45  die  Parallaxe  P=  8"86  , 

und  PowALKT  hat  nachgewiesen,  dass  dieser  Werth  mit  den  Be- 
obachtungen der  Venusdurchgänge  des  vorigen  Jahrhunderts, 
aus  deren  Discussion  Enckb  die  Sonnenparallaxe  von  8" 57  her- 
geleilet  hatte,  sehr  wohl  in  Einklang  gebracht  werden  kann, 
wenn  man  ttber  die  geringere  Sicherheit  der  damaligen  Beob- 
achtungen nicht  unwahrscheinliche  Voraussetzungen  macht. 

Ich  habe  es  nicht  für  überflüssig  gehalten,  die  vorstehenden 
Bemerkungen  zusammenzustellen,  weil  die  in  der  RuHAKN'schen 
Abhandlung  unter  Bosca's  und  Fizeau's  Namen  vorkommenden 
numerischen  Wertbe  von  resp.  44994  und  44882  Meilen  kaum 
eine  hinlängliche  Zuverlässigkeit  zu  besitzen  scheinen. 

Dagegen  wollen  wir  auf  Grund  der  Werthe 

P=8"8666»),       O  =  20"4454 

Iga  SS  2.23942,       c  =  aV2,       Ige  =  2.38993 


4)  Da  die  Masse  der  Erde  der  dritten  Potenz  der  Sonnenparallaxe 

proportional  ist  (vgl.  Hansbit  a.  a.  0.  S.  874),  so  bat  eine  Verminderung  der 

letzteren  eine  Verkleinerung  der  HAKSKN'schen  Brdmasse  mittelst  des 

y  8.8666  v'  0 

Factors  (  |   zur  Folge,  wobei  caeteris  paribus  m  =      ^^       wird. 
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die  Gorreclion  des  WBBEB^KoHLRiusGH'schen  Werthes  von  c  be- 
rechnen,  indem  wir  durch  den  Factor  — ^sinP  des  Art.  42 
dividiren.   Man  erhalt 

Ige  =:  5.62474  ,    also  c  =  42U50  Kilometer  , 

und  es  würde  von  wesentlichem  Interesse  sein,  durch  directe 
Neubestimmung  dieser  Gonstante  zu  ermitteln,  ob  .eine  derartige 
Correction  zulässig  ist.  Unter  der  letzteren  Voraussetzung  wür- 
den sich  für  die  Säcularstörung  des  Perihels,  resp.  Perigäums  dm 
die  folgenden  Werthe  ergeben: 

Erde      log-?^  =  5.84565  dm  =  0"63683  / 
Mercur  log^  =  6.06474  =  7" 4 302^ 

Venus  =5.94598  =4"4308^ 

-  Mond  =  4.38435  =  0"04042t . 


Druckfehler  und  Berichtigungen  zu  der  Abhandlung 

aber  die  gestörte  elliptische  Bewegung  und  Hansen's  ideale 

Coordinaten,  S.  8&-^171  dieses  Bandes. 

S.    89  Z.  4  V.  u.  fohlt  >fi  die  mitUere  BeweguDg«. 

S.    90  Z.  8  V.  0.  lies  »Anomalie  /"c 

S.  408  Z.  4  V. 'o.  lies  »Function  der  Zeit,  der' Coordinaten  tu.  s.  w. 
»      Z.  a  V.  u.  lies  Ist  statt  ist. 
*)S.  408  Z.  3  u.  4  0  V.  u.  lies  (fl  statt  (fS. 

S.  4S8  Z.  3  V.  u.  lies  dn'  statt  dn'. 
*)S.  484  Z.  6  V.  u.  lies  4  5  statt  47. 
^)S.  4S9  Z.  8  y.  u.  lies  de  statt  de. 

S.  434  Z.  4  8  V.  u.  lies  da;J  statt  dx*, 

S.  488  Z.  7  V.  u.  lies  b*t  statt  bt\ 

S.  4  85  Z.  8  V.  o.  lies  *Sg  nicht  allein  der  Zeit  proportionale  Glieder 
liefert,  sondern  auch  mehrfache«  u.  s.  w. 


*)  In  einem  Theile  der  Exemplare. 


W2  Briata. 

S.  487  Z.  46  V.  0.  alfl  Adid.  1)  hUttusufttgeo:  »Bs  könnte  BBflalleOf  dass 
die  beiden  Grössen  dw  und  dw^  durch  01110  Gleichung  de- 
finirt  werden  Bollen^  die  gegebene  Gonstrnction  leigt  aber, 
dess  <fto  und  <fiOo  ^^^  diesem  Wege  die  Eigenechafl  Ton 
Elementen  erhalten.  Wollte  man  eine  beliebige  zweite  Be- 
dingungsglelchung  hinzufügen,  so  würde  Letzteres  nicht  der 
Fall  zu  sein  brauchen.« 

S.  488  Z.  4  t  V.  0.  lies  da  statt  (fto. 

S.  489  Z.  9  V.  u.  fehlt  »zur  Kettenbruchsentwickelnng  geeignet«. 

S.  4  40  Z.  7  V.  0.  lies  •«  statt  u^, 
*)S.  444  Z.  4  V.  u.  lies  799  staU  899. 
*)S.  U8  Z.  5  V.  o.  lies  da''  statt  da, 

S.  454  Z.  40  V.  u.  lies  da^j^  ••-). 

S.  4  60  Z.  44  V.  0.  ist  das  Folgende  einzuschalten: 

»Uebrigens  ergibt  die  directe  Differentiation  der  Gleichung 

da  dP  und  dy  ideale  Coordinaten  sind: 

woraus  die  von  Hinsbn  (Störungen  der  kleinen  Planeten, 
I,  S.  403)  zur  RechnungscoDtrole  empfohlene  Formel  ent- 
springt: 

S.  460  Z.  4  V.  u.  fehlt  »oder  dio  =  ^^Jr  sin  Ö^—  f)  d\}dt,< 

S.  464  Z.  8  V.  u.  lies  20o  Statt  2^. 

S.  466  Z,  5  V.  u.  lies  — |0-j— ). 

S.  4  68  Z.  8  V.  u.  lies  r,  f  und  ^  statt  r  und  /*. 
»      Z.  4  V.  u.  lies  ^,  9  und  y  statt  ^  und  ^. 

♦)S.  469  Z.  8  und  4  v.  u.  lies  (^+^)  statt  (4±  j^)  . 

*)S.  470  Z.  a  V.  o.  lies  84   statt  38. 

♦)S.  4  70  Z.  8  V.  o.  lies  (4-1-^)  statt  (4 -4-^)  . 


Friedricli  Engel,  Die  Zerlegung  einer  ganzen  Function  einer 
Veränderlichen  in  Pactoren  ohne  vielfache  Wurzeln, 

Ist  G(x)  eine  ganze  rationale  Function  einer  VerSnderlichen, 
die  mit  ihrer  Ableitung  den  grOasten  gemeinschaftlichen  Theiler 
9(x)  hat,  80  ist: 

[\]  G{x)  =  (p(x).G,(x),     G'(x)  =  (p[x).G,{x), 

wo  G^[x)  and  G^(x)  theilerfremd  sind.  Setzt  man  nun  den 
Fundamentalsatz  der  Algebra  voraus,  so  ist  klar,  dass  G^(x)  für 
jede  Wurzel  der  Gleichung  (y(x) «»  0  verschwindet,  aber  nur 
einfach,  und  dass  G(x)  und  G^[x)  theilerfremd  sind.  Mir  ist 
aber  kein  Beweis  fttr  diese  Satze  bekannt,  der  sich  blos  auf 
den  Begriff  der  ganzen  Function  stützte,  ohne  von  dem  Funda- 
mentalsatze  der  Algebra  Gebrauch  zu  machen ;  nur  Gioss  sagt 
in  einer  Anmerkung  zu  seinem  zweiten  Beweise  für  den  Funda- 
mentalsatz (s.  die  ges. Werke  III,  S.4i  oder  »Die  vier  Gicssschen 
Beweise  u.s.w.«,  Ostwalds  Klassiker  Nr.  14,  S.  48),  dass  eigent- 
lich blos  der  gemeinsame  Theiler  9^(0:)  die  Determinante  Null 
haben  könne,  dass  aber  der  Beweis  dieses  Satzes  hier  auf  ge- 
wisse Umwege  (in  quasdam  ambages)  führen  würde.  Es  scheint 
mir  daher  gerechtfertigt,  wenn  ich  den  folgenden  Beweis  ver- 
öffentliche. 

Zunächst  schicke  ich  zwei  Hülfssütze  voraus,  deren  Beweis 
auf  der  Hand  liegt,  die  ausdrücklich  aufzustellen  aber  doch  von 
Nutzen  ist. 

HülÜMate  1.  Sind  G(x)  und  G'{x)  theilerfremd  und  ist  g{x) 
ein  Theiler  von  G{x)j  so  sind  auch  g{x)  und  g'(x)  theilerfremd, 

HüIfiMatz  2.  Sind  G{x)  und  G\x)  theilerfremd  und  ist  G(x) 
durch  das  Product  der  beiden  ganzen  Functionen  f[x)  und  g[Qc) 
theilbar^  so  sind  f{x)  und  g(x)  theilerfremd. 

Es  sei  jetzt  wieder  g>(x)  der,  nicht  constante,  grOsste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  G(x)  und  G\x)  und  es  bestehen  also  die 
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Gleichuagen  (4),  wo  G«  und  6,  theilerfremd  sind.  Hätten  dann 
G^(x)  und  G\(x)  einen  nicht  constanten  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  q{x\  wären  also: 

(2)  G,{x)  =  q(x)  .  y,(x)    G\{x)  =  q(x)  .  y,{x) , 

y^{x)  und  /,(a;)  theilerfremd,  so  wäre  auch  q){x)  darch  q(x) 
theilbar,  wie  die  aus  (4)  folgende  Gleichung: 

(3)  (pG\  +  G,q)'  =  (pG^ 

sofort  zeigt,  denn  q  und  G,  sind  ja  theilerfremd.  Da  q>{x)  eine 
ganse  rationale  Function  ist,  so  giebt  es  sicher  eine  positive 
ganze  Zahl  m  ^  4 ,  dass  (p  zwar  durch  q^  ,  nicht  aber  darch 
g'^'*'^  theilbar  ist;  es  sei  also:  q)  =  g^  .xp  ^v^o  ifj  nicht  durch  q 
theilbar  ist.  Dann  ergiebt  sich  aus  (3)  durch  Benutzung  von  (2] : 

ß^^i^y^  +  Q'^yiiarp'+mtpQ')  =  ß"»^G, 
und  aus  (2)  überdies: 

so  dass  also  y^Q'  und  mithin  auch  tp  durch  g  theilbar  ist.  Dieser 
Widerspruch  kann  nur  daraus  folgen,  dass  g  als  m'cht  constant 
angenommen  war,  demnach  ist  g  constant  und  G^[x)  und  G\{x) 
sind  nothwendig  theilerfremd. 

Um  jetzt  noch  zu  beweisen,  dass  G,  und  G  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  dass  C,  und  q>  theilerfremd  sind,  müssen 
wir  q)  und  G^  weiter  zerlegen.   Dazu  dient  uns  der 

HüUssatz  3.   Ist 

G(x)  =  [g(x)r .  tp{x) .  y,(x) ,    G'(x) - {9(x)r'' .tp.y,; 

wo  die  ganzen  Functionen  \p  und  y^  theilerfremd  sindy  so  hoben 
g(x)  und  \p[x)  einen  nicht  constanten  gemeinsamen  Theiler, 

Der  Beweis  ergiebt  sich  sofort,  wenn  man  G'(x)  aus  dem 
Ausdrucke  für  G{x)  berechnet,  denn  es  wird: 

g^(ilJ/,  +  y,tp')  +  mg^-'xpy,g'  =  g'^-\.tl,.y^, 

daraus  folgt  aber,  dass  gyitp'  und  also  auch  gip'  durch  ip  theil- 
bar ist,  was  nur  eintreten  kann,  wenn  g  und  tp  einen  nicht  con- 
stanten gemeinsamen  Theiler  haben. 
Auf  den  Fall  der  Gleichungen 

(4)  G(x)  =  qp(x)G,((r),    G'{x)=.g>(x)G,(x), 
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wo  q)(x)  nicht  constant  ist  und  G^  und  G,  theilerftemd  sind, 
lässt  sich  der  Httlfssatz  3  unmiltelbar  anwenden;  wir  brauchen 

ja  nur  m  =  1  ,  g{x)  =  G^{x)  ^  i}j{x)  =  q)  {x) ,  y^  [x)  =  i  und 
y^[x)  =  G^(x)  zu  setzen.  Demnach  haben  G^(x)  und  9)(a?)  einen 
nicht  Constanten  gemeinsamen  Theiler  und  es  ist: 

G^(x)  =  X^{x) .  g,(x) ,     (p(x)  =  l^(x) .  <p,(ac) , 

wo  X^{x)  nicht  constant  ist,  wo  g^  und  9?^  theilerfremd  und  wo 
endlich  nach  Hülfssatz  1  und  S  A«  und  X'^ ,  r/^  und  ^^ ,  X^  und  r/^ 
theilerfremd  sind.   Dabei  kann  es  allerdings  vorkommen,  dass 
sich  g^  auf  eine  Constante  reducirt. 
Nunmehr  wird : 

G  (x)  =  AJ  .  9)4 .  ^4  ,     G'  {x)  =  i, .  9)4  .  G,  , 

wo  9)4  und  9f  theilerfremd  sind,  also  haben  q)^  und  X^  nach 
Hülfssatz  3  einen  nicht  constanten  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  X^  und  es  ergiebt  sich: 

9)4  =  i, .  9),  ,    i|  =  i, .  Jt  >     ^1  =  ^1  •  ffi  •  y«  » 
G  =  ij ,  9, .  g,g\  ,     G'  =  AJ .  9), ,  y,G,  , 

wo  g^  und  9),  ,  g^  und  i,  ,  j,  und  X^  ,  ^/^  und  g^  ,  j^  und  j^ , 
g^  und  9^  theilerfremd  sind  und  also  auch  q>^  und  g^  g\ .  Folg- 
lich kann  man  wieder  den  Hülfssatz  3  anwenden.  Fahrt  man 
so  fort  und  ist  G  (x)  etwa  vom  Grade  n  ,  so  muss  man  spätestens 
beim  (n  —  4)-ten  Schnitte  auf  ein  q>n~i  stossen,  das  sich  auf 
eine  Constante  c  reducirt.  Schreibt  man  dann  ^n  für  Xf^_^ ,  fttr 
c .  g^  wieder  g^  und  fttr  c .  G^ ,  c .  G,  wieder  G^yG^f  so  hat  man : 

(4)   j  ^(^)  =  ^*-*«-5«---^8,     Gi(^)  =  9i'9%'9t'"9n7 
1  G\x)  =  g,.gl,.9r'.G,, 

wo  ^1  und  9/  und  ^^  und  ^;t  (i  4=  ^)  stets  theilerfremd  sind  und 
wo  sich  selbstverständlich  gewisse  unter  den  g^  auf  Constanten 
reduciren  müssen.  Da  überdies  G^  und  G,  theilerfremd  sind,  so 
ist  es  jetzt  unmittelbar  klar,  dass  auch  G{x)  und  G^(x)  theiler- 
fremd sind. 

Damit  ist  also,  einzig  und  aliein  auf  Grund  der  Eigenschaften 
der  ganzen  rationalen  Functionen,  der  Satz  bewiesen: 

HcU  die  ganze  rationale  Function  G(x)  mit  ihrer  Ableitung 
G^{x)  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  q>{x)  und  ist  also 
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G[x)  =  (p{x) .  G,{x) ,     ff(x)  ^q>{x).  G^{x) , 

wo  G^  und  G,  theiler fremd  sind^  so  sind  G^{x)  und  (?^{x)  und 
ebenso  G^{x)  und  G{x)  theiler  fremd. 

Zugleich  ist  durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  die 
ganze  Function  G(x)  auf  rationalem  Wege  in  ein  Product  ganzer 
Functionen  zerlegt,  von  denen  jede  zu  ihrer  Ableitung  theiler- 
fremd  ist.  Selbstverständlich  ist  diese  Zerlegung  im  Wesent- 
lichen nur  auf  eine  Weise  möglich,  das  heisst,  wenn  man  die 
Zerlegung  auf  irgend  einem  andern  Wege  vornimmt,  so  findet 
man  stets  die  ganzen  Functionen  ^i ,  *  *  ^  Qn  wieder,  abgesehen 
von  Constanten  Factoren. 


Prof.  Lange  in  Berlin,  Ein  elementarer  Beweis  des  Recipro- 
citätsgesetzes.  Fortsetzung  des  Aufsatses  vom  December  \  896, 
Seite  629.   Vorgelegt  von  C.  Nbüminn,  o.  M. 

§3. 

Andere  Methoden  snn  Beweise  des  Saties. 

Wenn  p  ==  2  n  +  ^  eine  Primzahl,  und  z  efhe  beliebige 
durch  p  nicht  theilbare  Zahl  ist,  und  wenn  in  der  Reihe  der  n 
kleinsten  positiven  Reste  der  Producte 

4is,  2is,  3j8,  •  •  •  •  nz(modp} 

u  die  Anzahl  der  ungeraden  Zahlen  auf  den  geraden  Stellen  und 
V  die  Anzahl  der  geraden  Zahlen  auf  den  ungeraden  Stellen  be- 
zeichnet, so  ist  z  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  p ,  je 
nachdem  die  Zahl  u  +  v  gerade  oder  ungerade  ist,  oder 


(ä =(-<)' 


itt+v 


Denn  da  die  Reste  von  az  und  (p  — -  a)js  sich  zu  p  ergänzen,  so 
ist  11 4- 1;  auch  die  Anzahl  w  der  ungeraden  Zahlen  in  der  Reihe 
der  kleinsten  positiven  Reste  der  n  Producte  iz,  iz^^Zy  '-"inz 
(mod  p) ;  ersetzt  man  aber  diese  ungeraden  Zahlen  durch  ihre 
Ergänzungen  zu  p ,  so  muss  man  wieder  alle  n  geraden  Zahlen 
von  2  bis  2n,  nur  in  anderer  Ordnung,  haben,  und  es  ergiebt 
sich  sogleich,  dass  z^ ^ (-^  \)^ (mod  p)  ist,  wodurch  mit  Be- 
rufung auf  das  EuLBa'sche  Kriterium  der  obige  Satz  begründet  ist. 
Es  seien  nun  p^=^in  +  i  und  q^szim  +  i  zwei  Prim- 
zahlen, und  p  grosser  als  q ,  also  auch  n  grosser  als  m.  Bezeich- 
net man  die  m  kleinsten  positiven  Reste  der  Producte 

4p ,  2p ,  3p ,  •  •  •  mp  (mod  q) 

mit  r^,  r^y  r^'  * '  r^^j  so  gehört  zu  jedem  derselben  eine  der 
m  Gleichungen  von  der  Form 


608  Laivgk, 

(\)  *P  =  ak9  +  rjt, 

wo  k  eine  der  Zahlen  von  4  bis  m,  und  jeder  Rest  kleiner  als  q 
ist.  Die  m  Quotienten  a  sind  alle  unter  sich  verschieden,  weil  p 
grösser  als  q  ist  und  daher  jeder  folgende  Quotient  mindestens 
um  \  grösser  sein  muss.  Die  Quotienten  müssen  aber  sämmtlich 
kleiner  als  n  sein,  weil  mp  =  nq  —  (n^m)  ist.  Die  Zahl  m  +  t; 
ist  nach  der  obigen  Definition  auch  die  Anzahl  der  Ftile,  in  wel- 
chen von  den  Zahlen  k  und  rj^  die  eine  gerade,  die  andere  un- 
gerade ist;  und  da  q  ungerade  ist,  so  ist  u-\-v  auch  die  Anzahl 
der  Fälle,  in  welchen  aj^  eine  ungerade  Zahl  ist.  Es  ist  also  auch 

/?|  =:  (_  4)»^  wenn  s  die  Anzahl  der  ungeraden  Quotienten  in 

den  m  Gleichnngen  (4 )  bezeichnet. 

Benennt  man  die  n  kleinsten  positiven  Beste  der  Producte 

4qf ,  8g ,  3g ,  •  •  •  ng  (mod  p) 

^^^  dl}  Qt7  Qt9  '  '  '  Qn7  ^^  gehört  zu  jedem  derselben  eine  der 
n  Gleichungen  von  der  Form 

(2)  x?  =  «xP  +  ?x» 

wo  X  eine  der  Zahlen  von  4  bis  n  ist  und  die  Stelle  von  ^^  in 
der  ganzen  Restreihe  anzeigt.  Die  Quotienten  a  dieser  Reihe 
sind  nichts  Anderes  als  die  m  +  ^  Zahlen  von  0  bis  m .  Denn  da 
nq  =  mp  +  n  —  m ,  so.  können  die  Quotienten  nicht  ^  m*sein; 
es  müssen  aber  auch  alle  Zahlen  von  0  bis  m  unter  ihnen  min- 
destens einmal  vertreten  sein,  weil  g  kleiner  als  p  ist,  und  also 
der  nächste  Quotient  höchstens  um  eine  Einheit  wachsen  kann. 
Von  den  Resten  ist  der  letzte  n  —  «n ,  da  ng  sb  mp  +  n  —  m ; 
die  übrigen  lassen  sich  in  zwei  Klassen  sondern.  Jeder  dieser 
anderen  Reste  unterscheidet  sidi  von  dem  zunächst  folgenden 
entweder  um  eine  ungerade  Zahl,  wenn  in  der  nächstfolgenden 
Gleichung  (2)  nur  x  um  eine  Einheit  zunimmt;  oder  um  eine 
gerade  Zahl,  wenn  x  und  a  gleichzeitig  um  4  wachsen;  da  dies 
m  mal  zutrifft,  so  giebt  es  m  Reste  dieser  zweiten  Klasse,  welche 
zum  Unterschied  von  den  übrigen  q  mit  q'  bezeichnet  werden 
sollen.  Theiit  man  nun  alle  n  Reste,  vom  ersten  anfangend,  der 
Reihe  nach  in  Gruppen  zu  je  zwei  ab  und  nimmt  vorerst  n  ge- 
rade, also  eine  ganze  Anzahl  von  Paaren  an,  so  sind  bei  der 
Ermittelung  der  Zahl  u  +  v  für  die  Reihe  (8)  alle  Paare  auszu- 
scheiden, in  welchen  auf  der  ersten  Stelle  des  Paares  ein  q  steht. 
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Denn  da  diese  Paare  eine  ungerade  und  eine  gerade  Zahl  ent- 
halten, so  zählt  entweder  keine  der  beiden  Zahlen,  oder  es 
zahlen  beide,  die  eine  ftlr  ti ,  die  andere  für  t; ,  so  dass  u  +  v 
zwei  Einheiten  gewinnt,  was  die  Entscheidung  nicht  beeinflusst. 
Dagegen  giebt  jedes  Paar,  auf  dessen  erster  Stelle  ein  q'  steht, 
das  also  ans  zwei  ungeraden  oder  zwei  geraden  Zahlen  besteht, 
das  erstere  für  u ,  das  letztere  für  v  eine  Einheit  ab,  so  dass 
u  -j-v  durch  jedes  dieser  Paare  eine,  aber  nur  eine  Einheit  ge- 
winnt. Daher  ist  tnr  u  +  v  nur  so  oft  eine  Einheit  zu  zählen, 
so  oft  einer  der  Reste  g'  auf  der  ersten  Stelle  eines  Paares,  also 
auf  einer  ungeraden  Stelle  der  ganzen  Reihe  steht.  Die  Stelle 
der  Reste  g'  in  der  ganzen  Restreihe  wird  aber  durch  die 
Gleichungen  (4)  angezeigt.  Denn  da  die  Quotienten  a  dieser 
Gleichungen  sämmtlioh  kleiner  als  n  sind,  während  x  bis  n 
geht,  so  müssen  sich  alle  m  Gleichungen  (1)  unter  den  n  Glei- 
chungen (2)  vorfinden,  wenn  man  jenen  die  Form  giebt:  a^q=^ 
•kp  —  rj^ .  Dies  ist  also  die  a^^^®  der  Gleichungen  (2),  und  die 
(ajt  -f-  <)*•  ist  daher:  (Ofc  +  ^)?  =  *p  —  rj^  +  9  -  Die  zwei  auf- 
einander folgenden  kleinsten  positiven  Reste  sind  also  p  —  r^ 
und  q  —  rj^ ,  welche  sich  um  die  gerade  Zahl  p  —  9  unterschei- 
den. Daher  gehört  der  aj^^^  Rest  zur  Klasse  der  q'  ,  und  da  das 
Nämliche  von  allen  m  Gleichungen  (4)  gilt,  so  werden  die  Stellen 
der  m  Reste  g'  in  der  Reihe  (2)  durch  die  m  Zahlen  a^ ,  a, ,  a, ,  •  •  •  0^,1 
der  Reihe  (I)  angezeigt,  und  ein  ^'  steht  so  oft  auf  einer  un- 
geraden Stelle  der  ganzen  Reibe,  also  auch  auf  der  ersten  Stelle 
eines  Paares,  als  sich  unter  den  Quotienten  a  ungerade  Zahlen 

befinden,  also  s  mal,  und  mithin  ist  i-|  =  l-j .    Bisher  war 

n  gerade  vorausgesetzt.  Ist  n  ungerade,  so  ist  noch  der  einzelne 
letzte  Rest  n — m  in  Betracht  zu  ziehen.  Da  dieser  nun  auf  einer 
ungeraden  Stelle  steht,  so  zählt  er  nicht  mit,  wenn  n  —  7n  auch 
ungerade,  also  m  gerade  ist,  und  es  bleibt  dann  also  bei  der 
bisherigen  Entscheidung.  Ist  aber  n  —  m  gerade,  also  m  auch 
ungerade,  so  zählt  1;  und  also  auch  u  +  v  eine  Einheit  mehr,  und 
die  Entscheidung  geht  in  die  entgegengesetzte  über.  Dies 
Resultat  lässt  sich  daher  in  der  Gleichung  zusammenfassen: 

|?|  m  =  ^^^ynn^  welches  der  Inhalt  des  Reciprocitätssatzes  ist. 

Die  Kategorien,  nach  denen  man  die  zahlreichen  Beweise 
dieses  Satzes  geordnet  hat,  könnten  yielleicht  noch  um  die  eine 
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solcher  Beweise  vermehrt  werdeii|  weldie  sich,  abgesehen  von 
demEuLBR'schenKriteriain,  nurauf  dieswischen  denGleichungen 
(\)  und  (2)  bestehenden  elementaren  Beziehungen  stützeD,  in 
welchen  doch  schliesslich  immer  der  Grund  auch  für  die  im 
Reciprocitätssatz  ausgesprochenen  Beziehungen  der  beiden  Prim- 
zahlen zu  einander  zu  finden  sein  muss,  und  welche  sich  aus 
der  einfachen  Darlegung  ergeben,  dass  die  k^^  der  Gleichungen 
(4)  sich  als  die  o^^®  der  Gleichungen  (2)  wiederfinden  muss. 

So  kann  man  z.  B.  den  Beweis  auch  führen,  indem  man  statt 
der  Reste  nur  die  Quotienten  in  Betracht  zieht  Dann  hat  man 
also  nur  die  Anzahl  s'  der  ungeraden  Quotienten  in  den  Gleichun- 
gen (2)  mit  5  zu  vergleichen.  Nun  ist  af^q  =  (A  —  1  )p  +  p  —  rj^ 
die  ajt^''  der  Gleichungen  (2)  und  die  (oj^ +  4f*  ist  («ft  +  ^)9  = 
kp  +  q  —  rj^.  Daher  ist  die  a^^^^  Gleichung  die  letzte  mit  dem 
Quotienten  k  —  \  und  die  (aj^  +  4  f^  ist  die  erste  mit  dem  Quo- 
tienten k .  Ebenso  ist  die  a^^^^®  Gleichung  die  letzte  mit  dem 
Quotienten  k ,  und  der  Quotient  k  kommt  daher  (a^^^'-'  af^ymBl  > 
vor;  der  Quotient  i  also  (a,  —  a^)-mal,  der  Quotient  3  kommt 
(a«  —  a,)-mal  vor,  u.  s.  f.  Dah^  ist,  wenn  vorerst  m  gerade  an- 
genommen wird,  die  Anzahl  der  ungeraden  Quotienten  in  (2): 

«'  =  a«  —  o«  +  o«  —  flj  +  06  —  ö»  H ha»,—  a^^, ,  welches 

sich  nur  um  die  gerade  Zahl  2  (a^  +  a^+ a^-l H  a^_, )  von  der 

Summe  aller  Quotienten  in  (4 ) ,  also  auch  von  der  Summe  der 
ungeraden  Quotienten  und  also  auch  von  deren  Anzahl  s  um 
eine  gerade  Zahl  unterscheidet.  Ist  m  dagegen  ungerade,  so  hat 
man  für  s'  zunächst  nur  o,  —  a«  +  »4  —  Oj  H —  •  +  Qm-t  ^  <*iff-«  7 
was  dann  aber  noch  um  die  Anzahl  der  Gleichungen  mit  dem 
ungeraden  Quotienten  m  zu  vermehren  ist,  welche  n  —  a^  be- 
tragt, weil  die  letzte  Gleichung  die  n**  ist;  und  jetzt  unterscheidet 
sich  s'  von  s  um  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl,  je  nach- 
dem n  gerade  oder  ungerade  ist,  so  dass  wieder  das  Resultat 

/?W?j  =  (-|)»^'»  erreicht  ist. 

Ebenso  ergiebt  sich  leicht  eine  Herldtung,  wenn  man  in 
Betracht  zieht,  dass  die  Restreihe  (2)  in  m  +  ^  Theilreihen  zer- 
fällt, und  wenn  man  dann  die  ersten  Reste  dieser  Theilreihen 
mit  den  Resten  r  der  Reihe  (1 )  in  eine  nahe  liegende  Bezidiung 
bringt. 


C.  Heamann,  o.  M.,  Die  Anwendung  des  HamiUon^schen 
Princips  m  der  Hydrodynamik  und  Aerodynamik 

Im  Allgemeinen  ist  man  der  Ansicht,  dass  in  den  berühm- 
ten PARADAv'schen  Arbeiten  eine  gewisse  Abneigung  gegen  trans-* 
cendente  (d.  i.  nioht  weiter  erklärbare)  Vorstellungen,  so  s.  B. 
namentlich  gegen  die  Kräfte  in  distanä  sich  kundgebe.  In  ver* 
stflrktem  Maasse  finden  wir  diese  Abneigung  bei  Maxwell.  In 
der  Tbat  construirte  Maxwell  für  die  Elektrodynamik  ein  theo- 
retisches GebSkude,  in  welchem  Kräfte  in  distans  völlig  vermie- 
den sein  sollten. 

Aber  wohl  Mancher  hat,  wie  Hertz  bemerkt,  das  Studium 
dieses  theoretischen  Gebäudes  mit  grossem  Eifer  unternommen, 
und  hat  dennoch  (ohne  übrigens  auf  ungewöhnliche  mathemati- 
sche Schwierigkeiten  zu  stossen)  darauf  versichten  müssen,  von 
diesem  Gebäude  in  allen  seinen  einzelnen  Tbeilen  ein  deutliches 
und  widerspruchsloses  Bild  zu  gewinnen.  [Vgl.  Hemtz'  Ges. 
Werke,  Bd.  2,  Seite  22.]  Hertz  fügt  hinzu^  ihm  selber  sei  es  nicht 
besser  gegangen.  Bei  der  grüssten  Bewunderung  für  die  »mathema- 
tischen Besiehungen  c  der  MAXwBLL^schen  Theorie  sei  er  doch, 
hinsichtlich  der  physikalischen  Bedeutung  der  in  jener  Theorie 
aufgestellten  Behauptungen,  nicht  immer  vollständig  sicher  ge- 
wesen, Maxwbll's  wahre  Meinung  »errathen«  zu  haben.  Auch 
bemerkt  Hertz  an  einer  anderen  Stelle  [a.  a.  0.  Seite  21],  die 
MAxwELL'sche  Theorie  habe  die  ihr  entgegenstehenden  Theorien 
nicht  vollständig  verdrängen  können,  weil  sie  sich  nur  auf  die 
Wahrscheinlichkeit  ihrer  Endergebnisse,  nicht  aber  auf  die 
Sicherheit  ihrer  Voraussetzungen  berufen  konnte. 

Schliesslich  sah  sich  Hertz  veranlasst,  das  eigentliche  Fun- 
dament und  die  unteren  Stockwerke  jenes  von  Maxwell  in  der 
Elektrodynamik  aufgeführten  theoretischen  Gebäudes  ganz  auf- 
zugeben, und  nur  allein  das  oberste  Stockwerk  beizubehalten. 
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(IV) 


wie  solches  voa  mir  in  einer  ausführlicheren  PublicaUon  in 
baldiger  Zeit  naher  dargelegt  werden  soll.  [C.  Nbumann,  Die 
elektrischen  Kräfte.  Zweiter  Theil.  Leipzig^  bei  Teubner,] 

Ebenso  wie  also  die  Formeln  (4)  der  Lagrange^ sehen  Vor- 
stellungsart entsprechen,  in  genau  derselben  Weise  beziehen  sich 
die  Formeln  (IV)  auf  die  Eule  rasche  Vorstellungsart.  Noch  sei 
bemerkt,  dass  man  die  erste  der  Formeln  (IV)  auch  so  schreiben 
kann: 

•  b&x    .    lb{adx)    .    b{ßdx)    ,    b{ySx)\       (b{a&x)    .    b{ady)    ,    b[cJz\ 

öa =-y-  4-  ^-j^  H — ^ + -g^i  -{-jT- + -r»- + "jtI 

(ha   ,    bß    ,    by\,       ,        Ihix   .    bSy    ,    bis\  , 
und  hieraus  ergiebt  sich  sofort: 

itxT  \  j  b^x    ,        (b&x   ,    bdy    .    bSx\    .    ji 

WO  alsdann  da^  die  Bedeutung  hat: 

Diese  wichtigen  Formeln  (IVa,  b)  verdanken  wir  Heimholte. 
Sie  sind  im  Jahre  4892  von  HelmholtZj  gelegentlich  seiner  elektro- 
dynamischen Untersuchungen,  auf  einem  weiten  Umwege  gefunden 
worden,  auf  einem  höchst  merkwürdigen  Wege,  den  ich  aber  mehr 
als  eine  Divination,  denn  als  eine  wirklich  legitime  Ableitung  he-  | 
zeichnen  möchte.  Ich  möchte  hinzufügen,  dass  mir  eine  gewisse 
Stelle  dieses  HBLMHOLTz'schen  Weges  bis  zum  heutigen  Tage  trots 
mancher  Bemühung  nicht  hinreichend  deutlich  geworden  ist, 
so  dass  ich  den  betreffenden  Formeln  erst  Zutrauen  schenken 
konnte,  nachdem  ich  sie  auf  meinem  eigenen  Wege  (der  vorhin 
angedeutet  wurde)  abgeleitet  hatte.  Man  findet  die  Formeln 
(IVa,  b)  in  Hblmholtz'  Wiss.  Abh.,  Bd.  3,  Seite  497.  Die  Buch- 
staben sind  dort  genau  dieselben  wie  hier,  nur  mit  dem  Unter- 
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schiede,  dass  die  Variationen  dx,  dy,  dz  dort  mit  d|,  dti,  d^ 
bezeichnet  sind. 

Hblmholtz  selber  hat  darauf  aufmerksam  gemacht  [a.  a.  0. 
Seite  497,  Note],  dass  man,  mittelst  der  Ausdrücke  (IV)  oder 
(IVa,  b),  Eiüer's  Gleichungen  der  Aerodynamik  aus  dem  Hamilton- 
sehen  Princip  abzuleiten  vermag^  was  bisher  noch  nicht  geschehen 
sein  dürfte.  In  der  That  ist  diese  Ableitung,  auf  Grund  jener 
Ausdrücke,  leicht  su  bewerkstelligen,  und  Weiteres  hierüber 
beiiufügen  überflüssig. 


u* 


W.  Ahr«üi  iiü  Magdeburg,  Ueber  eine  besondere  Klasse  von 
Stibstüutionengruppen.  Vorgelegt  von  S.  Lib,  o.  M. 

Durch  EiafahruDg  des  wichtigen  Begriffs  »infinitesimale 
Transformation«  erreichte  L»  es,  eine  Gruppe  unendlich  vieler 
continuirlicher Transformationen  darzustellen  durch  discontinuir- 
liche  Elemente  in  endlicher  Anzahl,  wodurch  die  Gruppentheorie 
den  in  der  Analysis  des  Discontinuirlichen  gebrauchlichen,  den 
algebraisch-zahlentheoretischen  Methoden  zugänglich  wurde. 
Die  Gruppe  von  oo^  continuirlichen  Transformationen  wurde 
repräsentirt  durch  r  discrete  infinitesimale  Transformationen, 
und  bei  dieser  Auffassung  mussten  zugleich  die  Analogien  zwi- 
schen diesen  Gruppen  und  den  discontinuirlichen  zu  Tage  treten. 
Berücksichtigt  man,  dass,  während  die  Theorie  der  discontinuir- 
lichen Gruppen  von  der  multiplicativen  Zahlentheorie  beherrscht 
wird,  für  die  der  continuirlichen  Gruppen  eine  additive  Zahlen- 
theorie ausschlaggebend  ist,  so  sind  Analogien  zwischen  beiden 
Theorien  in  vielen  Fällen  leicht  erkennbar  und  viele  Begriffe  der 
einen  Theorie  auf  die  andere  übertragbar. 

Die  vorliegende  Arbeit  beschäftigt  sich  nun  zunächst  mit 
der  Uebertragung  des  wichtigen  Lie'schen  Begriffs  »adjungirte 
Gruppe«  auf  Substitutionengruppen  und  giebt  insbesondere  die 
analogen  Untersuchungen  zu  Betrachtungen,  welche  ich  vor 
Kurzem  über  continuirliche  Gruppen  anstellte  i). 

Dort  wurde  ich  auf  eine  besondere  Klasse  continuirlicher 
Gruppen  geführt,  welche  zuerst  von  Herrn  Killing  untersucht 
und  als  »Gruppen  vom  Range  Null«  bezeichnet  waren.  Das 
Studium  der  analogen  Substitutionengruppen,  welche  für  sich 
vielleicht  einiges.  Interesse  beanspruchen  dürften,  von  denen 
bisher  aber  wohl  nur  specielle  Formen  in  der  Literatur  auf- 


4)  >Zur  Theorie  der  adjangirten  Gruppe«.  Diese  Ber.  4  897,  pag.  358 
(Im  Folgenden  mag  diese  Arbeit  kurz  mit  »A<  bezeichnet  werden.) 
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getreten  sind  (s.  darüber  den  ScMuss  dieser  Arbeit),  bildet  den 
Hauptinhalt  der  voriiegenden  Note,  bei  der  ich  mir  gestatten 
werde,  durch  Anmerkungen  auf  diQ  entsprechenden  Unter- 
suchungen aus  der  Theorie  der  continuirlichen  Gruppen  hinzu- 
weisen. 

§<• 

Sind  S^f  S^,,.  S^  die  Substitutionen  einer  Gruppe,  so 
mögen  dieselben  durch  die  Substitutionen  dieser  Gruppe  der 
Reihe  nach  transforrairt  werden,  d.  h.  wir  bilden  S'^^S^S^ , 
iz=\  . . .  r  ,  sodann  S^*  ^i^ti  i  ^  i  , , ,  r  u.  s.  f.  Hierdurch 
werden  die  Substitutionen  der  Gruppe  jedesmal  unter  sich  ver- 
tauscht und  es  geht  also  S^  in  S/  über,  so  dass  eine  solche  Trans- 
formation aller  Substitutionen  durch  eine  sich  durch  eine  Sub- 

(s  s        s  \ 
*  c?         c^  I  darstellt.  Wir  erhalten  so  r  Substitutio- 

Den  von  r  Elementen,  und  zwar  bilden  dieselben  eine  Gruppe, 
denn  die  Ausführung  der  Transformationen  S'^^S^S^  und 
S^*S,S^  nach  einander  ist  offenbar  äquivalent  mit  der  Aus- 
führung der  Transformation  [S^Si,)'* .  S,- .  (S^S^) ,  und  da  die  S 
unter  sich  eine  Gruppe  bilden,  so  auch  diese  r  Substitutionen. 
Zugleich  siebt  man,  dass  diese  Gruppe  mit  der  ursprünglichen 
isomorph  ist*).  Wir  nennen  sie  die  zu  der  ursprünglichen  »ad- 
jungirte  Gruppe«  ^). 

Unter  diesen  r  Substitutionen  ist  nun,  da  jede  Substitution  S 
wenigstens  mit  sich  selbst  und  der  identischen  vertauschbar  ist, 
keine,  welche  alle  r Elemente  umsetzt,  und  die  adjungirte Gruppe 
ist  daher  intransitiv  3),  da  eine  transitive  Gruppe  bekanntlich  stets 
solche  Substitutionen,  welche  alle  r  Elemente  umsetzen,  ent- 
hält*). 

Es  entsteht  nun  zunächst  die  Frage,  ob  diese  r  Substitutionen 
der  adjungirten  Gruppe  verschieden  sind.     Angenommen,  es 


4)  Vgl.  LiE, Theorie  d.Transformallonsgruppen.  I,  pag.294,Theorem54. 
(!m  Folgendea  citiren  wir  dies  Werk  kurz  »Trfgr.c.) 

2)  LiE,  Archiv  for  Math.  Bd.  1.   Christiania  4  876. 

3)  Vgl.  Trfgr.  III,  pag.  673. 

4)  C.Jordan,  »Recherches.silr  ies  sahst  itutions«.  Journal  de  Liouville, 
ii*«e  sörie,  XVII,  pag.  858. 
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wären  zwei  derselben  gleich,  so  müsste  also  S'^^S^S^  = 
S^^S^Sf, ,  «  s=  4 ,  2  . . .  r  sein,  woraus  folgen  würde: 

(^)  (SaVrS|(SaSn  =  Si,  t  =  r..r, 

d.  h.  in  der  ursprOnglichen  Gruppe  müsstc  es  alsdann  eine  Sub- 
stitution SqS^*  geben,  welche  mit  allen  Substitutionen  der 
Gruppe  vertauschbar  oder,  wie  man  sagt,  »ausgezeichnet«  ist. 
Umgekehrt, wenn  in  der  Gruppe  eine  ausgezeichnete  Substitution  S 
vorkommt,  so  ist  die  zu  dieser  zugehörige  Substitution  der  ad- 
jungirten  Gruppe,  welche  durch  die  Transformation  S"*  S,S  =  S, 
charakterisirt  ist,  die  Identität;  wenn  diese  Substitution  S  aber 
von  der  identischen  verschieden  ist,  so  enthält  die  adjungirte 
Gruppe  jedenfalls  weniger  als  r  von  einander  verschiedene 
Substitutionen  ^).  Man  sieht  weiter,  dass,  wenn  die  ursprüng- 
liche Gruppe  keine  ausgezeichnete  Substitution  ausser  der  iden- 
tischen enthält,  ihre  adjungirte  Gruppe  holoedrisch  isomorph  zu 
ihr  ist,  anderenfalls  dagegen  meroedrisch  isomorph'}. 

Es  seien  nun  ^^ ,  s, . . .  s^f  die  in  der  ursprünglichen  Gruppe 
ausgezeichneten  Substitutionen.  Dieselben  bilden  offenbar  eine 
Untergruppe  und  die  ganze  Gruppe  lässt  sich  in  der  Form 

i  :         oder         |  \ 

a^s, ,  o^s^ .  .  .  a^Sf-f  ^\^t)  ^t^t  •  •  •  V^t 

darstellen,  wo  (<  -+-  4  )r'  =  r  ist. 

Dabei  sind  die  Substitutionen  der  ersten  Horizontalreihe 
mit  allen  Substitutionen  der  Gruppe,  die  jeder  der  übrigen 
Reihen  ausser  mit  denen  der  ersten  Reihe  auch  je  unter  sich 
vertauschbar. 

Die  adjungirte  Gruppe  besteht  alsdann  gerade  aus  t  +  4 

=  —,  Substitutionen,  denn  die  Transformation  der  Substitutionen 

der  Gruppe  durch  zwei  Substitutionen  derselben  Horizontalen 
von  (2)  verursacht  dieselben  Vertauschungen  der  Substitutionen 
unter  sich,  da  offenbar 


4)  Vgl.  Trfgr.  I,  pag.  977,  Theorem  49. 
3]  Vgl.  Trfgr.  I,  pag.  S94,  Theorem  54. 
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wenn  S ,  wie  auch  stets  weiterhin,  die  allgemeine  Substitution 
der  Gruppe  bezeichnen  soll,  während  s  und  a  die  in  dem 
Schema  (2)  angegebenen  Bedeutungen  haben.  Andererseits  er- 
geben aber  auch  die  Transformationen  mit  zwei  Substitutionen 
verschiedener  Zeilen  stets  verschiedene  Vertauschungen  der 
Substitutionen  unter  sich;  denn  wenn  durch  Transformation 
mit  Sa  dieselben  Yertauschungen  eintreten  wie  durch  die  mit 
Sf,j  so  muss  die  Substitution  S^S^*  nach  (1)  mit  allen  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  vertauschbar,  mithin  in  der  ersten 
Horizontalen  von  (2]  enthalten  sein,  also  etwa  S^^S^*  ^Sj^^ 
d.  h,  S^  =  Sj^Sfj  oder  S^  und  S^  gehören  derselben  Horizontalen 
in  (2)  an. 

Wir  fassen  die  vorstehenden  Entwickelungen  folgender- 
massen  zusammen: 

Satz  1.  >  Werden  die  Substitutionen  einer  Gruppe  der  Reihe 
Dach  durch  alle  Substitutionen  der  Gruppe  transformirt,  so  wer- 
den bei  jeder  dieser  Transformationen  die  Substitutionen  der 
Gruppe  unter  sich  vertauscht,  so  zwar,  dass  dieseVertauschungen 
eine  intransitive  Gruppe  bilden,  welche  txx  der  ursprünglichen 
isomorph  ist,  und  zwar  holoedrisch  isomorph,  wenn  die  ursprüng- 
liche Gruppe  ausser  der  identischen  keine  ausgezeichneten  Sub- 
stitutionen enthält;  dagegen   ist  sie  von  der  Ordnung  -  und 

meroedrisch  (r'-  stufig)  isomorph  zu  der  ursprünglichen  Gruppe, 
wenn  diese  unter  r  Substitutionen  r  ausgezeichnete  enthalt.« 


§2. 

Wir  fragen  uns  jetzt  nach  der  Form  der  adjungirten  Gruppe 
von  der  adjungirten  Gruppe,  der  »zweiten  adjungirten  Gruppe«, 
sowie  der  der  successiven  weiteren  adjungirten  Gruppen.  Besitzt 
die  ursprüngliche  Gruppe  keine  ausgezeichnete  Substitution,  so 
sind  ihre  successiven  adjungirten  Gruppen  alle  unter  sich  iden- 
tisch und  von  derselben  Ordnung  wie  die  Gruppe  selbst.  Besitzt 
die  letztere  jedoch  r'  ausgezeichnete  Substitutionen  unter  r,  die 
erste  adjungirte  Gruppe  jedoch  keine,  so  ist  die  zweite  und  alle 

folgenden,  wie  die  erste,  von  der  Ordnung  ^ ,  jedoch  sind  die 
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erste  und  zweite,  wenn  auch  holoedrisch  isomorph,  doch  —  als 
Substitutionsgruppen  betrachtet  —  nicht  identisch  (die  erste 

vertauscht  r  —  r\  die  zweite  -j  —  \  Elemente),  sondern  erst 

die  zweite  und  alle  folgenden. 

Besitzt  nun  aber  die  erste  adjungirte  Gruppe  ausgezeichnete 
Substitutionen,  ist  also  unter  ihren  t+\  Substitutionen  «o,  j,'.  ..  j/ 
—  welche  so  angeordnet  sein  mögen,  dass  s/  den  Substitutionen 
(7^5j^ ,  A  =  4 . . .  r',  in  der  isomorphen  ursprünglichen  Gruppe  {%] 
entspricht  ((7o  =  4)  —  wenigstens  eine  ausser  der  identischen  s'^ 
mit  allen  vertauschbar,  etwa  s\ ,  so  muss  also 

sein  und  wegen  des  Isomorphismus  offenbar  eine  Beziehung  von 
der  Form 

(^i**)"*S*(^i«m)  =  S|*n 
bestehen,  welche  sich  stets  auf  die  Form 

(3)  (^i^fcrs,{^i^*)=s<«/ 

bringen  Ittsst. 

Eine  solche  Relation  gilt  dann  nicht  nur  für  die  Transforma- 
tionen mit  einem  a^  Sj^ ,  sondern  für  die  mit  allen  Substitutionen 
derselben  Horizontalen  von  (2) .  Sollen  also  in  der  ersten  ad- 
jungirten  Gruppe  eine  oder  mehrere  Substitutionen  ausgezeichnet 
sein,  so  müssen  in  (2j  ausser  der  ersten  eine  oder  mehrere  Hori- 
zontalreihen von  Substitutionen  so  beschaffen  sein,  daes  sie  eine 
beliebige  Substitution  zwar  nicht  in  sich,  aber  doch  in  eine  der- 
selben Horizontalen  transformiren.  Da  eine  Relation  von  der 
Form  (3)  für  beliebiges  S^  besteht,  so  ist  auch 

also 

die  Substitutionen  der  erwähnten  Art  gehen  also  selbst  bei 
Transformation  mit  irgend  einer  Substitution  in  Substitutionen 
ihrer  Horizontalen  über.  Indem  wir  die  Gleichung  (3)  in  den 
Formen 

oder  K«ife)-S<  =  Si.Ksjk).5r* 
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scbr^iben,  wollen  wir  sagen:  der  Gommutator  i)  der  Substitutio- 
nen ir|5jt,  /r  SS  4 . . .  r\  mit  einer  beliebigen  Substitution  ist  eine 
der  ausgezeichneten  Substitutionen. 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafttr,  dass 
die  erste  adjungirte  Gruppe  /'  ausgezeichnete  Substitutionen 
(einschliesslich  der  identischen)  besitzt,  ist  also  die,  dass  die 
Substitutionen  von  r"  —  \  Zeilen  in  (8)  ausser  der  ersten  zu 
Gommutatoren  mit  beliebigen  Substitutionen  stets  Substitutionen 
der  ersten  Zeile  haben.  Alsdann  ist  die  zweite  adjungirte  Gruppe 

von  der  Ordnung  -7-^ . 

Damit  nun  die  dritte  adjungirte  Gruppe  wieder  von  niederer 
Ordnung  K  ,^^,J  als  die  zweite  ist,  muss  die  letztere  ausgezeich- 
nete Substitutionen  [r'"  einschliesslich  der  identischen)  besitzen, 
die  erste  adjungirte  Gruppe  muss  also  ausser  den  in  ihr  aus- 
gezeichneten r"  Substitutionen  r'^fr'"— 4)  Substitutionen  besitzen, 
welche  zu  Gommutatoren  mit  beliebigen  Substitutionen  die  in 
ihr  ausgezeichneten  Substitutionen  besitzen,  mithin  die  ursprüng- 
liche Gruppe  ausser  ihren  r*  ausgezeichneten  und  den  r'[r''—i) 
Substitutionen,  welche  nur  ausgezeichnete  Substitutionen  zu 
Gommutatoren  haben,  noch  r'r"{r'"  —  i)  Substitutionen,  welche 
nur  Substitutionen  aus  den  beiden  zuvor  genannten  Kategorien 
zu  Gommutatoren  haben,  und  in  derselben  Weise  geht  dies  fort, 
so  dass  wir  schliesslich  sagen  können : 

Satz  2,  »Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  die  Ordnungen  der  successiven  adjungirten  Gruppen 
einer  Gruppe  beständig  abnehmen  bis  zur  identischen  Sub- 
stitution ist  die,  dass  sich  eine  solche  Anordnung  in  der  Gruppe 
treffen  lässt,  dass  eine  letzte  Klasse  alle  r'  in  der  Gruppe  aus- 
gezeichneten Substitutionen  enthält,  eine  vorletzte  alle  r'{r"—\) 
Substitutionen,  deren  Gommutatoren  mit  beliebigen  Substilutio- 


4)  Diese  Bezeichnang  entnehme  ich  einer  Arbeit  des  Herrn  Dedekind, 
Mathem.  Ann.  Bd.  48,  pag.  651.  —  Es  sei  beiläufig  bemerkt,  dass  alle  Sab- 
sUtutionen,  welche  als  Gommutatoren  für  irgend  zwei  Substitutionen  der 
Gmppe  auftreten  können,  für  sich  eine  Untergruppe  der  gegebenen  Gruppe 
bilden,  und  zwar  entspricht  diese  Untergruppe  der  »derivirten  Gruppe < 
Lib's.  Sie  ist  a.U.  gleich  der  Gruppe  selbst,  und  zwar  bei  einer  Kategorie 
von  Gruppen,  welche  die  einfachen  Gruppen  als  speciellere  Klasse  enthalten 
und  welche  man  vielleicht  als  die  der  »autoderivirtent  Gruppen  bezeichnen 
iLönnte« 
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nen  der  letzten  Klasse  an^^ehören,  eine  drittletcta  alle  ry(r'"-— 4 ), 
deren  Gommutatoren  mit  belid>igen  Substitutionen  einer  der 
späteren  (schon  erwähnten)  Klassen  angehören  u.  s.  w.  Alsdann 
sind  die  successiyen  adjungirten  Gruppen  besw.  von  den  Ord- 

««ingen  ^  ,  ^^^, ,  -^^,  u.  8.  U\ 

Es  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  s, ,  5, . . .  &y/  die  ausgezeich- 
neten Substitutionen,  also  die  der  letzten  Klasse  sind,  die  der 
beiden  letzten  in  der  Form  «'.  .  ä  •  i'  =  1 ,  2 . . .  r "  ,  ,      , , 

darstellbar  sind,  die  der  drei  letzten  in  der  Form: 


s;    .;^. .;.,  =  «, 2... r'" 

I,  ==  1 ,  2 . . .  r"       (j,  =  $;  =  4^  =  1)  u.  8.  f., 
,•=1,2. ..r' 


schliesslich  die  ganie  Grappe  in  der  Form: 

j((>-i),(<)-t)  . . .  s7  .  s'.  .  «,  ;  ij  =  1 ,  2 . . .  »<*) 
(4)  '^       •^-  "    "     "     k=.K\^..., 

5,  =  «;  =  <.■.  =  ä/P-O  =  < ;  r  =  nT^^^ . 

Eine  Substitution  gehört  dann  der  /:- letzten  Klasse  an,  wenn 
in  dieser  Form  (4)  dargestellt  die  erste  (von  links  gerechnet)  von 
\  verschiedene  Substitution  s  in  ihr  den  oberen  Index  A*  —  \ 
hat,  und  ihr  Commutator  mit  einer  beliebigen  Substitution  ist 
also  stets  eine  Substitution  der  [k  +  \  )^^°  oder  einer  späteren 
Klasse,  andererseits  giebt  es  aber  auch  mindestens  eine  Sub- 
stitution, mit  der  sie  einen  Commutator  aus  der  [k  +  h  f*^  und 
nicht  aus  einer  späteren  Klasse  hat,  da  sie  sonst  selbst  einer 
späteren  als  der  A^^"  Klasse  angehörte. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  die  Potenzen  einer  Substitution  der- 
selben oder  einer  späteren  Klasse  als  diese  angehören,  da,  wenn 
man  sie  auf  die  Form  (4)  bringt,  durch  die  Umstellungen  immer 
nur  Gommutatoren  hinzutreten,  welche  späteren  Klassen  an- 
gehören, als  die  darin  vorkommende  Substitution  niedrigster 
Klasse. 


\)  Vgl.  >A€  pag.  362^368. 
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Der  Einfachheit  halber  bezeichnen  wir  jetzt  Gruppen  von 
der  betrachteten  Art  als  Gruppen  von  der  Form  (4)  und  be- 
trachten jetzt  wieder  eine  solche  Gruppe  und  eine  beliebige 
Untergrnppe  von  ihr.  Ist  nun  s  eine  Substitution  der  Unter- 
gruppe, SO  zwar,  dass  keine  Substitution  der  Untergruppe  in 
der  ganzen  Gruppe  (4)  einer  späteren  Klasse  als  s  angehört,  und 
ist  S  eine  beliebige  Substitution  der  Untergruppe,  so  gehört  auch 
5"'*Ss  der  Untergruppe  an;  andererseits  ist  i"'*Ss  =  S5,  wo  « 
einer  späteren  Klasse  als  s  in  der  ganzen  Gruppe  angehört.  Da 
dann  aber  auch  $  der  Untergruppe  angehören  muss,  so  hätten 
wir  einen  Widerspruch  mit  der  über  s  gemachten  Annahme, 
wenn  nicht  s  =  i  ist.  £s  ist  somit  s  in  der  Untergruppe  aus-* 
gezeichnet,  und  dasselbe  gilt  offenbar  von  allen  in  der  Unter- 
gruppe vorkommenden  Substitutionen  aus  derselben  Klasse 
wie  s .  Ist  nun  s'  eine  Substitution  aus  der  nächst  der  Klasse 
von  s  letzten  in  der  Untergruppe  vertretenen  Klasse  und  8  wieder 
eine  beliebige  Substitution  der  Untergruppe,  so  gehört  s'~^  Ss' 
=  St  der  Untergruppe  an  und  damit  auch  ? .  Da  dies  anderer- 
seits einer  späteren  Klasse  als  s'  angehört,  so  muss  es  entweder 
=  i  und  s'  auch  in  der  Untergruppe  ausgezeichnet  sein,  oder 
?  ist  eine  der  in  der  Untergruppe  ausgezeichneten,  schon  vor- 
her erwähnten  Substitutionen  aus  der  Klasse  von  s,  und  s'  ein 
Repräsentant  einer  vorletzten  Klasse  in  der  Untergruppe,  deren 
Substitutionen  zu  Commutatoren  mit  beliebigen  Substitutionen 
der  Untergruppe  die  in  der  Untergruppe  ausgezeichneten  Sub- 
stitutionen haben.  In  dieser  Weise  sieht  man,  dass  sich  auch  in 
der  Untergruppe  eine  solche  Anordnung  der  Substitutionen  in 
Klassen  nach  denselben  Principien  wie  in  der  ganzen  Gruppe 
durchführen  lässt,  und  wir  dürfen  daher  sagen: 

Satz  3.  »Nehmen  die  Ordnungen  der  successiven  adjun- 
girten  Gruppen  einer  Gruppe  beständig  ab  bis  zur  identischen 
Substitution,  so  gilt  dies  auch  fttr  die  successiven  adjungirten 
Gruppen  jeder  ihrer  Untergruppen«  ^). 

Dies  gilt  insbesondere  auch  für  die  Untergruppen  von' der 
Ordnung]D9(f;^9,  beides  Primzahlen),  und  es  kann  daher  von  den 
beiden  an  sich  für  eine  solche  Gruppe  möglichen  Typen  ^)  nur 


4)  Vgl.  »A€  pag.S64,  Satz4. 

2)  HöLDEB,  Matbem.  Ann.  48,  pag.  34  2. 
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der  eine  vorkommen,  nämlioh.  der,  bei  dem  alle  Substitutionen 
der  Gruppe  mit  einander  yertauschbar  sind.  Bei  den  Gruppen 
von  der  Ordnung  p'  (p  Primzahl)  sind  stets  alle  Substitutionen 
mit  einander  vertauschbar  ^)  und  es  besitzen  daher  die  Gruppen 
von  der  Form  (4)  nur  solche  Untergruppen  von  der  Ordnung  p  •  f 
{p^q  und  beides  Primzahlen),  deren  Substitutionen  vertauscbbar 
sind.  Diese  Eigenschaft  entspricht  offenbar  der  der  ihnen  ana* 
logen  oontinuirlichen  > Gruppen  vom  Bange  Null«,  nur  zweiglie- 
drige Untergruppen  mit  vertauschbaren  Transformationen  za 
besitzen  ^). 

§3. 

Zum  Schluss  mag  noch  der  Nachweis  geführt  werden,  dass 
die  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  Gruppen  von  der 
Form  (4)  zu  den  auflösbaren  gehören  3).  Es  sei 

(4')  a, ,  a, . . .  a^^) 

die  letzte,  von  der  identischen  Substitution  verschiedene  ad- 
jungirte  Gruppe  einer  solchen  Gruppe  (4).  Ist  r^P)  eine  zusam- 
mengesetzte Zahl  und  etwa  durch  die  Primzahl  p  theilbar^  so 
giebt  es  nach  einem  bekannten  Satze  von  Calght  in  dieser  Gruppe 
eine  Untergruppe  von  der  Ordnung  p 

(5')  a^jO^...Op. 

Da  nun  die  Gruppe  (4')  zu  der  ursprünglichen  Gruppe  isomorph 
ist,  so  ist  (5')  zu  einer  Untergruppe  von  (4)  isomorph,  und  zwar  zu 

ä(P-05(()-«) «7  <  s,  ;  !.=  4 ,  S  . . .  r(*) 

(5)  '^       '^^  '''*''     k=^]%,..g^i 

f  p  =  1 ,  2  . . .  p      , 

einer  Gruppe  von  der  Ordnung  -tä)  *  P  •  Diese  Gruppe  (5)  ist 
nun  in  der  ganzen  (4)  invariant^),  da  irgend  eine  Substitution 


4)  HOldbr,  1.  c.  pag.  308. 

5)  KiLLiNG,  Math.  Ann.  81. 
3)  Vgl.  >A€  pag.  364. 

4]  Bei  der  schwankenden  Ternoinologie  bemerke  ich,  dass  ich  —  der 
in  diesem  Punkte  jedenfalls  wohl  älteren  und  zweckmässigeren  Bezeich- 
nungsweise LiB*8  folgend  —  unter  »invarianter  Untergruppe«  das  verstehe, 
was  z.B.  in  der  >Substitutionentheorie€  von  Netto  (pag. 65)  »ausgezeichnete 
Untergruppe«  genannt  ist. 
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sich  bei  Transformationen  nraliiplicirt  mit  Substitutionen  der 
iweiten  eder  spllterer  Klassen  und  (5)  ja  alle  Klassen  ausser  der 
ersten  vollzählig  enthält.  Bs  endiäU  also  die  Gruppe  (4)  nicht 
nur  die  ja  natürlich  in  ihr  invariante  Untergruppe 

von  der  Ordnung  -^ ,  sondern  auch  eine  (4")  enthaltende  in- 
variante Untergruppe  (5)  von  der  Ordnung  p  '-^j  und  zwar  ist 
offenbar  auch  (4")  in  (5)  invariant  Wegen  der  Existenz  einer  in 
der  Gruppe  (4)  invarianten  Untergruppe  von  der  Ordnung  p  •  -^ 

Äff) 
giebt  es  eine  zu  (4)  isomorphe  Gruppe  (6)  von  der  Ordnung 

(jp)  ^ 

Ist  nun  —  noch  eine  ausammengeseUrte  Zahl  und  etwa  durch 

die  Primzahl  q  (^  p)  tfaeübar,  so  lasst  sich  in  (6]  eine  Untergruppe 
von  der  Ordnung  q  angeben^  welche  offenbar  zu  einer  Unter- 
gruppe von  (4)  von  der  Ordnung  -r^  -  p  *  9  isomorph  ist    Diese 

letstere  Untergruppe  enthält  die  Untei^ruppe  (5),  und  zwar  als 
invariante,  und  ist  selbst  in  (4)  inrv^riant  In  dieserWeise  können 
wir  offenbar  fortfahren,  und  wir  sehen,  dass  es  so  gelingt,  zwi- 
schen die  ursprüBgUobe  Gruppe  und  die  in  ihr  invariante  Unter- 
gruppe von  der  Ordnung  -^ ,  welche  der  identischen  Substitution 

der  ihr  meroedrisch  isomorphen  letzten  adjuivgirten  Gruppe  von 
der  Ordnung  r(P)  >  \  entspricht,  eine  Reihe  von  Gruppen  so 
einzuschieben,  dass  jede  als  invariante  Untergruppe  in  allen 
vorhergehenden  enthalten  ist  und  die  Factoren  der  Zusammen- 
setzung fttr  diese  Reihe  Primzahlen  sind.  Wenn  dies  Verfahren 
aber  zwischen  diesen  beiden  Gruppen  ausführbar  ist,  so  muss 
es  auch  zwischen  der  einen  von  beiden  (4")  und  der  Untergruppe 
von  (4) 

möglich  sein,  welche  der  identischen  Substitution  der  der  ad- 
jungirten  Gruppe  (4')  nächst  vorhergehenden  adjungirten  Gruppe 
bei  deren  isomorpher  Beziehung  auf  (4)  entspricht;  brauchen  wir 
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uns  doch  nur  vonrasteUen,  (4")  sei  die  aniprttngliehe  Groppe, 
dann  ist  (7)  die  der  identischen  Substitution  ihrer  leisten  su  ihr 
isomorphen  adjungtrten  Gruppe  von  der  Ordnung  r^i'^O^I 
entsprechende  Untergruppe  und  nimmt  dieselbe  Stdle  ein  wie 
zuvor  (4"),  da  (4")  nach  Satz  3  (§  2]  als  Untergruppe  eiuer 
Gruppe  von  der  Jlorm  (4),  auch  von  der  Form  (4)  ist.  Man  er- 
kennt so,  dass,  wiei  behauptet  war,  die  Gruppen  von  der  Form  (4  j 
auflösbar  sind. 

Einen  speciellen,  wenn  auch  trivialen  Fall  der  betrachteten 
Gruppen  bilden  die  ABBi'schen  Gruppen ;  einen  weiteren  Special- 
fall bilden  nach  den  Untersuchungen  von  Herrn  Stlow^}  die 
Gruppen,  deren  Ordnung  die  Potenz  einer  Primzahl  p  ist,  fttr 

diesen  Fall  werden  unsere  Zahlen  r',  r" alle  ==  p .   Weiter 

gehören  hierher  die  HAHiLTON'schen  Gruppen  des  Herrn  Dbdb- 
Kiif D  ^],  welche  —  in  unserer  Terminologie  gesprochen  —  aus 
zwei  Klassen  —  gegenüber  den  ÄBBL'sohen  Gruppen  als  ein- 
klassigen  —  bestehen.  Diese  Gruppen  sind,  wie  Herr  Dbdbkihd 
1.  c.  zeigt,  ausser  den  AsBL'schen  Gruppen  die  einzigsten^  deren 
sttmmtliche  Untergruppen  invariant  sind.  Es  sei  hier  noch  die 
Bemerkung  gestattet,  dass  der  Forderung,  alle  Untergruppen  seien 
invariante,  in  der  Theorie  der  continuirlidien  Gruppen  natürlich 
nur  die  AsBL'schen  Gruppen  genügen;  dass  jedoch|  wenn  man 
von  dieser  Forderung  die  eingliedrigen  Untergruppen  ausnimmt, 
sich  ausserdem  nur  noch  die  nicht  ÄBBi'sche  dreigliedrige 
Gruppe  vom  Range  Null  ergiebt,  worauf  ich  gelegentlich  näher 
eingehen  werde. 

Rostock,  den  9.  Juli  1897. 


4)  Math.  Aon.  5,  pas.5SS,  Thöoröme  III. 

5)  »Ueber  Gruppen,  deren  sttmmtlicbe  Theiler  NormaltheUer  sind«. 
Math.  Ann.  48,  pag.548— 564. 


K.  Eobn»  lieber  den  Zusammenhang  der  von  Flächen  belie- 
biger Ordnung  auf  einer  Raumcurve  ausgeschnittenen  Punkt- 
gruppen  mit  denen  ihrer  Restcurven. 

Bei  der  Untersuchung  der  Raumcurven  spielen  in  erster 
Lidie  die  auf  denselben  liegenden  Punktgruppen  eine  Rolle. 
Zur  Erzeugung  der  allgemeinsten  Schaaren  von  solchen  Punkt- 
gruppen dienen  die  zur  Raumcurve  adjungirten  FlSlohen.  Zu 
ihnen  gelangt  man,  indem  man  -durch  die  Raumcurve  Rff  von 
der  Ordnung  n  und  dem  Geschlecht  p  irgend  zwei  beliebige 
Flächen  F^  und  F„  von  der  Ordnung  X  resp.  fi  legt.  Diese  schnei- 
den sich  noch  in  einer  weiteren  Curve  R'  von  der  Ordnung  n' 
und  dem  Geschlechte  p'j  wobei  n-i-n'^^  X(i  ist,  und  jede  durch 
R'  gehende  Flttche  heisst  dann  adjungirt.  R'  selbst  beisst  Rest- 
curve  von  R .  Im  Speciellen  schneiden  die  adjungirten  Flachen 
von  der  Ordnung  (X  -|-  ju  —  4)  auf  der  R  die  Specialgruppen 
und  Specialschaaren  aus.  Bezeichnen  wir  allgemein  jede  durch 
R'  gehende  Fläche  mit  <Z>  und  jede  durch  R  gehende  Fläche 
mit  W  y  so  giebt  es  p  linear  unabhängige  Flächen  <Z>;[^.^_4  (ab- 
gesehen von  den  Flächen,  die  gleichzeitig  R  und  R'  enthalten); 
sie  schneiden  die  R  in  Specialgruppen  von  je  (Sp  —  2)  Punkten. 
Wir  wollen  femer  annehmen,  dass  es  q^  linear  unabhängige 
Flächen  Q>x^u^^  und  allgemein  ^|  linear  unabhängige  Flächen 
^U-fi^K-i  8^^e,  wobei  immer  die  Flächen  ausser  Betracht  blei- 
ben, die  gleichzeitig  durch  R  und  K  gehen.  Die  Reihe  der  Zahlen 
^{  wird  an  einer  gewissen  Stelle  ^j^  abbrechen,  so  dass  alle  q^ 
gleich  Null  zu  nehmen  sind,  fttr  die  i^k  ist. 

Die  Flächen  Oa+m-s  schneiden  auf  R  eine  Specialschaar 
von  der  Mannigfaltigkeit  ßi  —  ^  aus,  deren  Gruppen  je  2p — 2  —  w 
Punkte  enthalten.  Nach  dem  RiBMANN-RocH'schen  Satze  existirt 
SU  ihr  eine  Restschaar  von  Gruppen  von  je  n  Punkten,  die  eben- 
falls eine  Specialschaar  und  zwar  eine  solche  vom  Index  ^,  ist; 
d.  h.  durch  jede  dieser  Gruppen  gehen  q^  linear  unabhängige 
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Flfichen  Ox^u^^  •  Die  Mannigfaltigkeit  der  letzteren  Schaar  ist 
(n  — p  +  ßj.  Analog  schneiden  die  Flächen  0;t+^.4_|-  auf/? 
eine  Specialschaar  von  der  Mannigfaltigkeit  q^  —  \  aus,  deren 
Gruppen  je  (2;)  —  2  —  ni)  Punkte  enthalten.  Zu  ihr  giebt  es 
eine  Restschaar  von  Gruppen  von  je  ni  Punkten,  welche  eine 
Specialschaar  vom  Index  q^  darstellt,  so  dass  ihre  Mannigfaltig- 
keit gleich  {in  —  p  +  q^)  wird. 

Wählt  man  die  Gurve  R'  als  Ausgangscurve  und  schneidet 
sie  mit  den  zu  ihr  adjungirten  Flächen,  die  also  dann  durch  R 
gehen,  so  kann  man  ganz  die  gleichen  Betrachtungen  anstellen. 
Es  werden  dann  die  Flächen  ^x+ju^a-J  ^^^  ^^^  ^'  ^'^®  Special- 
schaar von  der  Mannigfaltigkeit  qj  —  4  ausschneiden ;  sie  fahrt 
dann  nach  dem  RiEMANN-RocH'sehen  Satze  auf  ü'  zu  einer  Special- 
schaar von  Gruppen  von  je  jn'  Punkten,  deren  Index  ^j  ist,  so 
dass  dieselbe  die  Mannigfaltigkeit  {jn'  —  p'  -f-  q/)  besitzt.  Auch 
die  Reihe  der  Zahlen  ^j  wird  an  einer  itestimmten  Stelle  Qi  ab- 
brechen, dann  sind  alle  qj  ^  fttr  die  j'^l  ist,  gleich  Niül  zu 
nehmen. 

Eine  beliebige  Ebene  achneide  nun  die  Curven  R  und  R'  in 
den  Gruppen  G^  und  G'^, ;  farner  seien  2  G^i ,  3  G^^ , . . .  iG„  uad 
2G'^  ,  3G'^  ,  f  G'„r  die  zweifach,  dreifach,  . . . ,  t-fach  gezählten 
Gruppen  G^  resp.  G'^^,.  Die  Schaar  aller  zu  G^^  resp.  G'„/  cor- 
residualen  Gruppen  mag  mit  g^^  resp.  g'^^,  bezeichnet  werden; 
analog  sollen  g^^  ^"id  g\f^,,  die  Sohaaren  aller  zu  t'G^  resp.  iG^, 
corresidualen  Gruppen  sein.  Dann  ist  g^^^  die  oben  genannte, 
auf  R  liegende  Schaar,  welche  die  Restschaar  zu  der  von  den 
Flächen  Ox-i-fi-^-i  ^^  ^  ausgeschnittenen  Schnar  bildet;  die 
gleiche  Rolle  spielt  die  Schaar  g'j^t  für  die  Curve  R\ 

Die  Schaar  g^^  —  mag  sie  nun  Speciahohaar  sein  oder 
nicht  —  wird  entweder  ganz  oder  theilweise  von  Flächen  t^^'Ord. 
auf  der  Curve  R  ausgeschnitten.  Wir  bezeichnen  die  von  den 
Flächen  t^'Ord.  auf  i?  ausgeschnittene  Schaar  mit  y^^^ ;  die  Mannig- 
faltigkeit der  Theil-  oder  Volischaar  y,„  sei  Z^  (Z,-  ^  in  —  p+^i)  - 
Die  entsprechende  Bedeutung  sollen  /j^^,  und  Zj  fttr  die  bezüg- 
liche Schaar  auf  A'  haben. 

Es  gilt  nun  der  fundamentale. Satz:  ZerfäUt  die  SckniUcurve 
:^weier  Flächen  Fx  und  F^  in  zwei  Theile  R  und  R',  und  sind  i 
undj  zwei  Zahlen^  für  welche  die  Beziehung  t+J^"^^  +  i^  —  ^ 
giüy  so  ist  die  Mannigfaltigkeit  der  vom  den  Flächen  i^Ord.  a^  B 
ausgeschnittenen  Schaar   um  ebemo  viel  kleiner   als   die   der 
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zugehörigen  Vollschaar^  wie  die  Mannigfaltigkeit  der  von  den 
Flächen  j**^Ord.  auf  If  ausgeschnittenen  Schaar  kleiner  ist  als  die 
der  ihr  zugehörigen  Vollschaar.  Schneiden  speciell  die  Flächen 
i^^Ord.  aufR  eine  Vollschaar  auSy  so  thun  dieses  auch  die  Flächen 
f*^Ord.aufR\ 

Die  Mannigfaltigkeiten  der  genannten  VoUschaaren  g^  und 
gj^  sind: 

m— p+ß,undjV"-p'+ß/,  »+i=i+Ai  — 4,  n+n'==Xfi. 

Für  « >  t  ist  ß,==  0  ,  für  j  >  /  ist  qj  =  0  zu  nehmen. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  auf  der  Curve  R  liegenden  Schaar 

und  die  der  auf  der  Curve  R'  liegenden  Schaar  /y^,  ist: 

Z/  =  Nj^,  -  [Nj_{\  -  [iV,._^]  -  ft  , 

wenn  Nj.  den  Werth:  i(^  +  <)(r  +  2)(r  +  3)  bedeutet. 

Denn  N^  ist  die  Zahl  aller  linear  unabhängigen  Flüchen 
t**'  Ord,  überhaupt  und  qj  ist  die  der  Flächen  t*^'  Ord.,  welche 
durch  R  gehen,  aber  R'  nicht  enthalten.   Zugleich  ist: 

die  Zahl  aller  linear  unabhängigen  Flächen  i^*'  Ord.  durch  die 
beiden  Gurven  R  und  R',  wobei  für  [Nj]  der  Werth  ^(r  4-4) 
(r  +  8) (r + 3)  oder  0  zu  setzen  ist,  je  nachdem  r  ^  0  oder  t  <  0 
ist.    Im  Yorliegenden  Falle  ist  aber  t  ^  A  +  ju  -^  4 ,   also 

Nach  dem  obigen  Satze  müsste  sonach : 

tn  —  p  +  Qi  —  Zi  =fn  —  p'  +  q/  —  Z/  ,  oder: 

sein. 

•  Dass  dieses  nun  in  der  That  der  Fall  ist,  sieht  man  leicht 
ein,  wenn  man  bedenkt,  dass  nach  einem  bekannten  Satze  für 
irgend  zwei  Curven,  die  den  vollen  Schnitt  zweier  Flächeo  Fx 
und  F^  bilden,  die  Beziehung  besteht: 

2p  -  8p'  =  (n  -  n')(A  +  ^  -  4)  =  (n  -  n')[i  +j) , 

oder:  in  — jn'  -^p-^^p'szz  in'  — jn  —  p'+ p  =  i  (*  —  j)  [n+n') . 

1UtlL-ph7S.  C1M86.  1897.  42 
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Dadurch  gebt  nttrolioh  jene  Gleichung  über  in : 

oder:       ^  (i  -  j){n  +  n')  =  iV.-  -  Nj  -  N^^x  -  ^.•-^  •  - 

Es  ist  nämlich  [Nj^^]  =  [A^;t-<-4]  ==  —  {^i-a}»  wenn  [Nj] 
den  Werth  ^  (t  +  < )  (r  +  2)(r  +  3)  oder  0  bedeutet,  je  nachdem 
r  <^  0  oder  t  ^  0  ist.   Demnach  wird : 

•[^•-a]  -  [^j-^]  =  ^((-Ä  «nd  ebenso  [iV^.^]  --  [A^_^]  =  iV,._^ . 

Durch  eine  einfache  Ausrechnung  erhält  man  endlich  für 

beide  Seiten  jener  Gleichung  den  Werth:  -j-ii—j) ,  und  hiermit 

ist  der  Beweis  unseres  Satzes  erbracht. 

Bei  der  Beweisführung  ist  allerdings  vorausgesetzt,  dass  die 
Raumcurve  R  eine  irreducible  Restcurve  R'  besitze.  Die  Giltig- 
keit  jenes  Satzes  lässt  sich  jedoch  unschwer  auch  auf  den  Fall 
einer  reduciblen  Restcurve  R'  ausdehnen. 

Ist  R'  nicht  reducibel^  so  schneiden  die  Flächen  von  der 
Ordnung  {k  +  ^  —  l^)  smf  R  eine  VoUschaar  aus,  und  in  Folge 
dessen  thun  dieses  auch  alle  Flächen  von  höherer  als  der 
(i  +  ju  —  4)'*°  Ordnung.  In  der  That  geht  der  Ausdruck  in  —  p 
+?f""^f  fttr  i=AH-jii— 4  über  in:  n(A  +  fi  — 4)— p — Aa+^-4 
+  ^  +  ^^-4  +  ^'a-4  —  P  ^öd  dessen  Werth  ist  gleich  Null. 

Zum  Schluss  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  man  zu  der 
Gurve  R'  eine  neue  Restcurve  i2",  zu  dieser  abermals  eine  neue 
Restcurve  R'"  u.  s.  w.  bilden  kann,  und  dass  der  obige  Satz  auch 
die  Punktgruppen  der  Curve  R  mit  denen  der Curveji  Ä",  R'"  u.  s.w. 
verknüpft. 


K.  Eohn»  Die  Raumcurven  auf  den  Flächen  IV^  Ordnung. 

In  der  Sitzung  vom  5.  Februar  \  894  hat  der  Verfasser  eine 
Arbeit  vorgelegt,  welche  die  Raumcurven  auf  den  Flächen  dritter 
Ordnung  behandelt  und  eine  vollständige  Eiutheilung  solcher 
Raumcurven  von  gegebener  Ordnung  und  gegebenem  Gteschlechte 
in  einzelne  Familien  und  die  Aufzählung  dieser  Familien  ermög- 
licht. Es  zeigt  sich,  wie  die  Zahl  dieser  Familien  bedeutend 
wächst,  wenn  die  Ordnung  der  zugehörigen  Curven  zunimmt; 
80  ergab  sich,  dass  z.  B.  die  Curven  von  der  Ord.  SO  und  dem 
Geschlecht  78  bereits  80  verschiedene  Familien  bilden.  Dabei 
wurde  gefunden,  dass  die  zu  den  einzelnen  Raumcurven  ge- 
hörigen Restcurven  niedrigster  Ordnung  fast  immer  reducibel 
sind  und  mehrfach  zählende  Geraden  als  Bestandtheile  ent^ 
halten «). 

Bei  den  Raumcurven  auf  den  Flächen  4^®'  Ord.  ist  die  Sach- 
lage eine  ganz  andere.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  bei  gegebener 
Ordnung  und  gegebenem  Geschlechte  stets  nur  eine  einzige 
Familie  existirt,  deren  Hestcurve  niedrigster  Ordnung  irreducibel 
ist.  Daneben  kann  es  noch  Familien  geben,  deren  Restcurve 
niedrigster  Ordnung  reducibel  ist.  In  diesem  Falle  besteht  die 
Restcurve  entweder  aus  mehreren  äquivalenten  Raumcurven  vom 
Geschlechte  1  oder  aus  einer  einzigen  mehrfach  zahlenden  Raum- 
curye  vom  Geschlechte  0 .  Am  Schlüsse  dieses  Aufsatzes  befindet 


4)  Die  Anmerkung  auf  Seite  4  01  in  der  citirten  Arbeit  bedarf  einer 
kleinen  Berichtigung.  Die  rationalen  Raumcurven  6^^'  Ord.  mit  24  Con- 
stanteo^  die  zu  af  &la|  öquivalent  sind,  und  die  Curven  Gter  ord.  mit  23  Con- 
sianten,  die  zu  a\b\a^  äquivalent  sind,  sind  als  zwei  verschiedene  Curven- 
familien  aufgezählt.  Das  ist  nur  berechtigt,  wenn  man  diese  Curven  auf  den 
Flächen  3^'  Ord.  betrachtet;  dagegen  wird  man  diese  Curven  im  gewöhn- 
lichen Sinne  zu  einer  einzigen  Familie  rechnen  müssen,  da  man  hierbei  von 
den  Flttchen  B^rOrd.  als  Träger  dieser  Curven  absieht. 

42* 
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sich  eine  Tabelle  aller  Gurven  bis  zur  ii^^  Ord. ;  ausserdem 
sind  Tabellen  für  die  Curven  40»*«'  bis  43«*«'  Ord.  beigefügt. 

Auch  hier  sei  nochmals  auf  die  beiden  mit  dem  Steiner- 
preise gekrönten  Arbeiten  von  Nobther:  »Zur  Grundlegung  der 
Theorie  der  algebraischen  Raumcurven,  Abhandl.  der  Acad.  der 
Wissensch.  zu  Berlin  1883«,  und  Halphen:  »Memoire  sur  la 
classiBcation  des  courbes  gauches  alg^briques,  Journ.  de  T^cole 
polytechn.  r,  hingewiesen. 


1.  Aeqnivalente  Ranmcarven  anf  der  F« . 

Es  sei  Rfl  eine  beliebige  irreducible  Raomcorve  von  der 
Ordnung  n  und  dem  Geschlechte  p  auf  einer  Fläche  4^' Ord.  F^ ; 
die  Zahl  ihrer  scheinbaren  Doppelpunkte  ist  dann:  A:=^(n — 4) 
(»  —  2)  —  p  •  Femer  möge  Ä'  von  der  Ordnung  n',  dem  Ge- 
schlechte p  und  Ä'  s=  4^(n'  —  4  )(n'  —  2)  —  p'  scheinbaren  Doppel- 
punkten eine  irreducible  Restcurve  ohne  wirkliche  Doppelpunkte 
sein.  Beide  Curven  zusammen  werden  den  vollständigen  Schnitt 
der  P^  mit  einer  Fläche  Fx  ausmachen.  Die  obige  Voraussetzung 
über  die  Curve  R'  lässt  sich  offenbar  stets  erfüllen,  wenn  man 
die  Ordnung  l  der  Fläche  F^  genügend  gross  wählt.   Zwischen 


dea  Zahlen 

«,P, 

h  und 

n',p',h' 

bestehen  die  bekannten  Re- 

lationen    . 

A 

P 

S  : 

-h': 
-P'- 

=  i(n- 
=  i(n- 
-2{p- 

-n')ik- 
-n')k, 
-4)  =  « 

-1), 
'k- 

2(P'-1), 

wo  s  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  von  R  und  R'  bedeutet 

Die  Flächen  durch  die  Restcurve  R'  schneiden  auf  der  flj 
die  Schaaren  von  Punktgruppen  aus,  deren  entsprechende 
Schaaren  auf  der  Projection  der  flj  von  den  adjungirten  Curven 
ausgeschnitten  werden.  Speciell  liefern  die  Flächen  A^'  Ord 
durch  R'  auf  der  i?g  die  ooP~*-Schaar  von  Gruppen  von  je 
i{p  —  4)  Punkten;  diese  entsprechen  auf  der  Projection  unserer 
Raumcurve  den  Gruppen,  die  auf  den  adjungirten  Curven 
(n  —  3)*«'  Ord.  liegen.  Ausser  der  Fx ,  welche  unsere  Hg  aus- 
schneidet, giebt  es  also  durch  die  Restcurve  !?'  noch  oo^"* 
Flachen  i*"  Ord.  modulo  F^ ,  d.h.  durch  R'  giebt  es  ooP-* 
Flächen  A^®'  Ord.,  wenn  man  von  allen  Flächen  absieht,  die  in 
die  F^  und  eine  Fläche  (k  —  4)^^'  Ord.  zerfallen.    Im  Ganzen 
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geben  also  modulo  F^  durch  R'  noch  c»P  Flächen  A**'  Ord., 
xvekhe  die  P^  in  oo^  Raumcurven  schneiden^  die  zu  Äg  äquivalent 
sind.  Unter  äquivalenten  Curven  sind  dabei  solche  verstanden, 
die  von  der  gleichen  Ordnung  wie  R^  sind  und  durch  die  näm- 
liche Restcurve  zu  einem  vollen  Schnitt  ergänzt  werden.  Ganz 
IQ  der  gleichen  Weise  erkennt  man,  dass  es  p'-fach  unendlich 
viele  Curven  giebt^  die  zu  Ä'  äquivalent  sind. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  Flächen  l^"^^  Ord.  modulo  F«  ist: 

^fA  +  4)(;L  +  2)(;i  +  3)-4-i(i-3)(A-2)(A-1)  =  2Z*+<. 

Da  nun  durch  die  Rfl  noch  p'-fach  unendlich  viele  von  diesen 
Flächen  hindurchgehen,  so  schneiden  alle  Flächen  k^^  Ord.  auf 
der  i)g  eine  Schaar  von  Gruppen  von  je  nk  Punkten  aus,  deren 
Mannigfaltigkeit  (2A*—  p')  beträgt.  Nun  ist  aber  2A»—  »'  = 
nk—p]  die  Flächen  k^^  Ord.  liefern  also  auf  Äg  eine  00*»^-^- 
Schaar  von  Gruppen  G^x.  Die  vorliegende  Schaar  ist  aber  keine 
Specialschaar,  denn  alle  Specialgruppen  liegen  auf  Flächen  k^^ 
Ord.,  die  R'  enthalten;  demnach  bilden  alle  zu  einer  Gruppe 
G^X  corresidualen  Gruppen  eine  00"^ "^-Schaar.  Die  Flächen 
k^^^  Ord.  schneiden  somit  aUc  zu  einander  corresidualen  Gruppen 
einer  Schaar,  also  eine  Yollschaar  aus.  Wir  erhalten  so  den 
Satz:  Ist  RlH  eine  auf  einer  F^  liegende  Raumcurve,  so  wird  sie 
von  den  Flächen  einer  beliebigen  Ordnung  k  in  einer  Vollschaar 
geschnitten  j  sobald  es  unter  diesen  Flächen  eine  giebt,  die  jene 
Curve  enthält  und  die  F^  ausserdem  in  einer  irreducibeln  Restcurve 
schneidet. 

Zunächst  ist  dieser  Satz  allerdings  nur  für  den  Fall  einer 
Restcurve  R'  bewiesen,  die  nicht  nur  irreductbel,  sondern  auch 
frei  von  Doppelpunkten  vorausgesetzt  wurde.  Falls  aber  auf  der 
F^  eine  irreducible  Curve  mit  Doppelpunkten  existirt,  so  ist  die 
allgemeine  dazu  äquivalente  Curve  frei  von  solchen.  Zum  Be- 
weise dieser  Behauptung  nehmen  wir  einen  Augenblick  an, 
die  Curve  R'  besitze  d'  Doppelpunkte;  dann  ist  ihr  Geschlecht 
p'  =  |(n'  —  1 ) (n'  —  2)  —  Ä'  —  d'  und  es  besteht  die  Relation: 
P  —  (p'  +  ^')  =  i^(w  —  «')•  Geht  nun  eine  F;^ durch (nA—p  +  1) 
Punkte  der  R^ ,  so  enthält  sie  diese  Curve  ganz.  Die  Flächen  F; 
durch  die  Ag  bilden  deshalb  mindestens  eine  Mannigfaltigkeit 
von  der  Grösse  (2 A*  —  nA  +  p)  =  p'+  rf' ;  eine  gleiche  Mannig-* 
faltigkeit  bilden  auch  alle  zu  R'  äquivalenten  Curven.  Aber  diese 
kann  auch  nicht  grosser  als  p'  +  d'  sein,  da  die  R'  von  allen 
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ttquivalenten  Gurven  durch  ihre  d'  Doppelpunkte  nur  noch  in 
einer  (p'  —  1 )  -  fach  unendlichen  Schaar  geschnitten  werden  kann. 
Die  Curve  R'  bestimmt  jedoch  mit  irgend  einer  äquivalenten 
Curve^  die  keinen  der  ö'  Doppelpunkte  besitzt,  einen  Büschel, 
dessen  Curven  —  abgesehen  von  einzelnen  Gurven  —  frei  von 
Doppelpunkten  sind.   Das  beweist  die  obige  Behauptung. 

Wir  wollen  nun  die  Äquivalenten  Gurven  zu  einer  reduciblen 
Gurve  A' ss /{, -|- i?,  nflher  untersuchen.  Dabei  mOgen  diese 
Gurven  die  Geschlechtszahlen  p,  und  p^  besitzen,  sich  gegen- 
seitig in  d' Punkten  schneiden  und  mit  Rl^  zusammen  den  vollen 
Schnitt  der  P^  mit  einer  Fx  bilden.  Genau  wie  vorher  folgert 
man,  dass  die  Flfichen  Fx  durch  die  Rfl  mindestens  eine  Mannig- 
faltigkeit von  der  Grösse  («A*—  ni  +  p)  =  (/)'+  d')  =  (p^  +  p, 
—  l-f-d')  ausmachen.  Die  Mannigfaltigkeit  aller  zu  A^a^R^+H, 
äquivalenten  Gurven  ist  also  mindestens  (p,  +  p,  —  ^  +  d'),  wah- 
rend die  Gurven  unter  ihnen,  die  in  Uhnlicher  Weise  wie  R'  zer- 
fallen, offenbar  eine  Mannigfaltigkeit  von  der  Grosse  (p,  +  p,) 
bilden.  Daraus  geht  hervor,  dass  zu  R^  +  R^  äquivalente, 
irreducible  Gurven  existiren,  sobald  sich  R^  und  R^  in  zwei  oder 
mehr  Punkten  schneiden.  Das  Geschlecht  dieser  irreduciblen, 
äquivalenten  Curven  ist  (Pi+p^  —  ^  +  d'),  und  die  Zahl  giebt 
nach  dem  Vorausgehenden  auch  genau  die  Mannigfaltigkeit  dieser 
Gurven  an.  Wir  erkennen  also,  dass  eine  Hg  von  den  Flächen  Fx 
auch  dann  noch  in  einer  VoUschaar  geschnitten  wird,  w*enn  eine 
durch  i?g  gelegte  Fläche  Fi  die  Fläche  4*«'  Ord.  in  einer  redu- 
ciblen Restcurve  R^  -f-  i?,  schneidet,  deren  Theile  mindestens 
zwei  Punkte  gemein  haben. 

Besitzt  jede  der  beiden  Gurven  R^  und  /?,  ein  Geschlecht, 
das  von  Null  verschieden  ist,  so  haben  sie  —  abgesehen  von 
einer  einzigen  Ausnahme  —  mindestens  zwei  Punkte  gemein 
und  es  giebt  zu  R^  +  i?,  äquivalente  Curven,  die  irreducibel  sind. 
Denn  durch  jeden  Punkt  der  F^  geht  alsdann  mindestens  eine  zu 
R^  äquivalente  Gurve  und  auch  eine  zu  R^  äquivalente  Gurve ; 
jede  der  ersteren  Curven  hat  also  mit  jeder  von  den  letzteren 
mindestens  einen  Punkt  gemein.  Es  werden  so  auf  jeder  zu  R^ 
äquivalenten  Gurve  Punktgrappen  mit  mindestens  einem  beweg- 
lichen Punkte  ausgeschnitten;  da  aber  diese  Gurven  nicht  rational 
sind,  so  müssen  jene  Punktgruppen  mindestens  zwei  bewegliche 
Punkte  enthalten.  Damit  ist  aber  der  voranstebende  Satz  be- 
wiesen. 
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Eine  Aasnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  durch  jeden  Punkt 
der  Ff  nicht  zwei  yerschiedene  Gurven  gehen,  deren  eine  zu  R^ 
und  deren  andere  zu  R^  äquivalent  ist.  Dann  mdssen  also  /), 
und  i?,  selbst  äquivalente  Curven  vom  Gesohlechte  4  sein,  da  es 
nur  in  diesem  Falle  durch  jeden  Punkt  der  F«  eine  einzige,  zu 
beiden  gleichzeitig  äquivalenteCurvegiebt.  In  diesem  speciellen 
Falle  schneiden  R^  und  ß,  sich  überhaupt  nicht.  Hier  gehen 
durch  die  RJ^  noch  doppelt  unendlich  viele  Flächen  Fi;  sie 
schneiden  die  F^  in  je  zwei  zu  R^  äquivalenten  Curven.  Deshalb 
bestimmen  die  F^  auf  der  i?g  eine  (2^*  —  2)-fach  unendliche 
Schaar  von  Gruppen  G^x  •  Diese  ist  jetzt  nur  eine  Theilsohaar, 
da  dieYoUschaar  die  Mannigfaltigkeit  «A — p  =  nl  —  ^(n  — n')>L 
_p'_d'  =  2A«  — p'  — d'  =  2Ä*  — 4  besitzt  (p'  =  1,  <J'«=0). 
Das  Resultat  lässt  sich  leicht  ausdehnen  auf  Restcurven,  die  aus 
mehreren  äquivalenten  Theilen  bestehen,  und  man  kann  den 
Satz  aussprechen:  Liegt  die  Raumcurve  /?^  auf  einer  F^  und 
schneiden  die  sie  enthaltenden  Flächen  X*^  Ord.  die  letztere  noch  in 
e  Univalenten  Curven  vom  Geschlechte  /,  so  schneidet  die  Ge- 
sammtheit  aller  Flächen  k*^  Ord.  die  Ä^  in  einer  Theilschaary 
deren  Mannigfaltigkeit  um  (e  —  1 )  geringer  ist  als  die  der  Voll- 
schaar. 

Gehen  wir  nun  wieder  zu  der  reduciblen  Restcurve  R^  +  ß, 
zurück  und  nehmen  jetzt  an,  dass  eine  derselben,  etwa  /?, , 
rational  sei,  während  die  andere  ein  beliebiges  Geschlecht  p^ 
besitze.  Haben  beide  Curven  nur  einen  Punkt  gemein  und  bil- 
den sie  mit  Rfl  zusammen  den  vollen  Schnitt  zweier  Flächen  F^ 
und  Fx  j  so  giebt  es  nach  dem  allgemeinen  Resultat  hier  min- 
destens P|-fach  unendlich  viele  zu  R^  +  R^  äquivalente  Curven. 
Aber  die  Zahl  dieser  Curven  kann  auch  nicht  grösser  sein,  da 
alle  zu  R^  +  R^  äquivalente  Curven  in  i?,  und  eine  zu  R^  äqui- 
valente Gurve  zerfallen  müssen.  Gäbe  es  nämlich  unter  jenen 
äquivalenten  Gurven  eine  irreducible,  so  wäre  ihr  Geschlecht 
ebenfalls  p^\  da  aber  die  äquivalenten  Curven  schon  p^-fach 
unendlich  viele  redncible  Gurven  enthalten,  so  wäre  die  Ge- 
sammtheit  der  äquivalenten  Curven  mindestens  (p,  +  1)-fach 
unendlich.  Das  ist  jedoch  nach  Früherem  unmöglich,  denn  zu 
einer  irreduciblen  Gurve  vom  Geschlechte  p^  giebt  es  nur  p^-fach 
unendlich  viele  äquivalente  Gurven.  Aus  dieser  Betrachtung 
gebt  also  hervor,  dass  ein  System  äquivalenter  Curven  entweder 
keine  Gurve  enthält,  die  in  einen  rationalen  Theil  und  einen 
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weiteren,  dieseo  nur  einmal  schneidenden  Theil  zerfillli,  oder 
dass  es  aus  lauter  reduciblen  Gurven  besieht  mit  dem  nfimlichen 
rationalen  Bestandthdl. 

Enthalt  endlich  die  reducible  Bestcurve  R^  -+-  R^  einen 
rationalen  Theil  /?, ,  der  den  anderen  überhaupt  nicht  schneidet, 
so  zerfallen  alle  dazu  äquivalenten  Gurven  in  den  Theil  A,  und 
einen  zu  R^  äquivalenten  Theil,  sie  bilden  also  eine  p^-fach  un- 
endliche Mannigfaltigkeit.  Die  Flächen  k^^  Ord.  schneiden  des* 
halb  auf  der  Rf^  eine  (il*  —  pj^fach  unendliche  Schaar  von 
Punktgruppen  aus.  Diese  Zahl  (SlA*  —  p^)  ist  aber  um  eine  Ein- 
heit kleiner  als  die  Mannigfaltigkeit  [nl^p)  der  Yollschaar, 
denn  hier  ist:  p  =  ^l(n  —  n^  — -  n^)  -f-p^  —  4 .  Mit  einer  sofort 
einleuchtenden  Verallgemeinerung  erhalten  wir  den  Satz:  Ist 
RlH  der  theilweise  Schnitt  zweier  Flächen  F^  und  F^  und  haben 
diese  noch  eine  reducible  Restcurve  gemein  j  deren  $  Theile  sich 
nirgends  gegenseitig  schneiden  und  entweder  alle  oder  doch  bis  auf 
einen  rational  sindj  so  schneiden  die  Flächen  X*^  Ord.  aus  Ag  eine 
Theilschaar,  deren  Mannigfaltigkeit  um  (e  —  1)  kleinet^  ist  aU  die 
der  betreffenden  Vollschaar. 

Hierbei  ist  in  keiner  Weise  festgestellt,  ob  auf  einer  Fläche 
4terOrd.  solche  reducible  Gurven  bestehen  kennen,  deren  Theile 
sich  nirgends  begegnen.  Wir  werden  weiterhin  sehen,  dass  der- 
artige Restcurven  zu  Raumcurven  Ag  gehören,  die  nicht  mehr 
die  allgemeinsten  Gurven  einer  Familie  darstellen,  während  hier 
nur  die  Aufstellung  der  allgemeinsten  Gurven  einer  Familie  ge- 
plant ist.  Gleichwohl  mögen  einige  Andeutungen  über  jene 
reduciblen  Gurven  ohne  Doppelpunkte  gemacht  werden.  Liegt 
auf  einer  F^  eine  rationale  Gurve  A,  von  der  Ordnung  n, ,  so  hat 
jede  Gurve  R^  vom  Geschlechte  p^  und  einer  Ordnung  n^ ,  die 
^  77,  ist,  mindestens  p^  Punkte  mit  R^  gemein.  Denn  wäre  dem 
nicht  so,  so  könnte  man  doch  immer  einer  zu  R^  äquivalenten 
Gurve  vorschreiben,  durch  p^  Punkte  von  R^  zu  gehen,  was  nur 
so  möglich  wäre,  dass  diese  Gurve  die  /?,  als  Bestandtheil  ent- 
hielte; das  widerspricht  aber  der  Voraussetzung  n,  ^n^.  Ist 
dagei^en  n^  ]> ;],  und  schneiden  sich  R^  und  /),  nicht  gegenseitig, 
dann  genügt  eine  Bedingung,  um  die  zu  R^  äquivalenten  Gurven 
in  die  rationale  Gurve  /2,  und  einen  weiteren  Theil  A,  zerfallen 
zu  lassen,  dessen  Geschlecht  p^:=l[p^  —  4)  und  dessen  Ordnung 
^3  =  (^1  —  ^« j  ist,  und  der  mit  A,  zwei  Punkte  gemein  hat  Dass 
A,  sich  wiederum  in  die  Gurve  Ä,  und  einen  weiteren  Theil  R^ 
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spaltet,  verlangt  drei  Bedingungen;  dabei  wird  die  Ordnung 
dieser  letzteren  Curve  n^  7=  n^  •-  8n,  und  ihr  Geschlecht 
p^  s=s  j9^  _  4 ,  sie  schneidet  R^  in  vier  Punkten.  Ist  also  n^  ^  Sn, , 
so  muss  Pi  ^  4  sein,  sonst  können  nicht  i?,  und  A,  ohne  gemein- 
same Punkte  sein,  u.  s.w.  (siehe  Seite  644). 

Wir  können  die  hauptsachlichsten  Resultate  kurz  wie  folgt 
zusammenfassen.  Eine  beliebige  Raumcurve  R£  auf  einer  Fläche 
4^'  Ord.  besitzt  als  allgemeinste  Restcurve  von  jeder  möglichen 
Ordnung  entweder  eine  irreducible  oder  eine  aus  mehreren 
Theilen  bestehende  Curve  von  besonderer  Beschaffenheit.  Die 
Theile  der  letzteren  sind  entweder  alle  rational  oder  es  ist  ein 
irrationaler  Theil  darunter,  oder  mehrere  Theile  sind  äquivalente 
Curven  vom  Geschlechte  1;  immer  aber  muss  die  Zahl  dieser 
Theile  grösser  als  die  Zahl  der  wirklichen  Doppelpunkte  der 
reduciblen  Curve  sein.  Enthält  die  Restcurve  mehrere  äqui- 
valente Curven  vom  Geschlechte  4  oder  mehrere  rationale  Cur- 
ven, die  sich  nicht  schneiden,  und  liegt  dieselbe  mit  der  jRg  auf 
einer  Fläche  Fx ,  so  schneidet  die  Gesammtheit  der  Flächen  Fx 
auf  der  /}{  nur  eineXheilschaar  aus.  Hierbei  wurde  zunächst  noch 
von  Restcurven  mit  mehrfach  zählenden  Theilen  abgesehen. 

2.  Corresidnale  Raumcurven  auf  der  F^. 

Unsere  Absicht  ist  zunächst,  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Restcurven  verschiedener  Ordnung  darzulegen.  Dazu  be- 
nutzen wir  den  Satz:  Zerfilllt  eine  Restcurve  unserer  üg  in  eine 
ebene  Curve  4^'  Ord.  und  einen  weiteren  reduciblen  oder  ir- 
reduciblen  Theil,  so  stellt  der  letztere  Theil  für  sich  allein  eben* 
falls  eine  Restcurve  dar,  er  bildet  also  mit  Ag  zusammen  einen 
vollen  Schnitt.  Ist  nämlich  F;i=0  eine  Fläche  durch  /{g,  welche 
die  ursprüngliche  Restcurve  ausschneidet  und  demgemäss  die 
ebene  Curve  4^^^'  Ord.  und  eine  in  der  gleichen  Ebene  liegende  Curve 
(a—  4)^' Ord.  enthält,  so  lege  man  durch  diese  letztere  eine  be- 
iiebige  Fläche  Fx^^  ==  0 .  In  dem  Büschel :  Fx  —  qF^.  F^^^  =  0 
ist  dann  eine  Fläche  enthalten,  die  in  eine  Ebene  und  eine  Fläche 
[l  —  4)^' Ord.  zerfällt;  diese  schneidet  die  F^  in  der  ii^  und  einer 
um  die  ebene  Curve  4^'  Ord.  verminderten  Restcurve.  Wollen 
wir  demnach  von  irgend  einer  Restcurve  zu  einer  solchen  mit 
einer  um  4  niedrigeren  Ordnung  übergehen,  so  suchen  wir  zu 
der  ersteren  eine  äquivalente  Curve,  die  eine  ebene  Curve  4^«'^ 
Ord.  als  Bestandtheil  enthält,  und  lassen  diesen  einfach  weg. 
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Als  Ausgangspunkt  auf  der  F^  diene  eine  irreducibie  Garve 
R'  von  der  Ordnung  n'  und  dem  Geschlechte  p\  ftlr  welche  die 
Ungleichung  p'  >  n'  —  3  gilt.  Alle  zu  /?'  äquivalenten  Curven, 
m(5gen  sie  irreducibel  sein  oder  nicht,  besitzen  A'  =  ^ (n'  —  i) 
(n'  —  2)  —  p'  scheinbare  Doppelpunkte.  Zerftllt  also  eine  solche 
Curve  in  eine  ebene  Curve  4*«'0rd.  C^  und  eine  weitere  irredu- 
cibie Curve  /?" von  der  Ord.  n"s=:n'  —  4,  so  muss  ihr  Geschlecht 
p"=p'  — -  n'+  2  sein.  Denn  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte der  Curve  f?"+  C,  ist:  |(n'—  8)(n'—  6)  —  p"^  3(n'— 4) 
=  h\  Die  Mannigfaltigkeit  der  äquivalenten  Gurven  zn  R'  ist  p'y 
die  der  äquivalenten  Curven  zu  R"  ist  (p'  — n'+2);  es  erfordert 
also  (n'  —  2)  Bedingungen,  damit  eine  zu  R'  äquivalente  Curve 
in  eine  ebene  Curve  C^  und  eine  irreducibie  Curve  /?"  zerfalle. 
Betrachten  wir  jetzt  die  Flächen  F; ,  die  durch  die  R^  hindurch- 
gehen und  die  äquivalenten  Curven  zu  R'  ausschneiden.  Eine 
beliebige  Ebene  schneidet  die  Fläche  F^  in  einer  C^  und  die  Flachen 
Fx  in  Curven  Q,  die  durch  n  feste  Punkte  der  C^  hindurchgehen, 
nämlich  die  n  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  der  R^ .  Hier  sind 
nun  zwei  ganz  wesentlich  verschiedene  Möglichkeiten  zu  unter- 
scheiden. Einmal  können  die  Gurven  Cx  alle  Curven  von  der 
Ord.  l  durch  die  n  festen  Punkte  darstellen,  so  dass  also  jede 
Curve  von  der  Ord.  l  durch  die  n  festen  Punkte  mit  der  Raum- 
curve  Rfl  auf  einer  Fläche  i}^^  Ord.  liegt.  Zum  anderen  kann  die 
Mannigfaltigkeit  aller  Curven  i**'Ord.  durch  jene  n  festen  Punkte 
um  eine  Zahl  e  grösser  sein  als  die  der  Curven  C; ;  dann  liegt 
also  nicht  jede  Curve  A^*'  Ord.  durch  die  n  festen  Punkte  mit 
der  flP  auf  einer  Fläche  i*«'  Ord.  Nehmen  wir  den  ersten  Fall 
an,  so  schneiden  die  Flächen  F^  die  C^  in  je  n'  Punkten  (abge- 
sehen von  den  festen  Punkten),  die  eine  Yollschaar,  also  eine 
{n--  3)-fach  unendliche  Schaar  bilden.  Legt  man  somit  eine 
Fläche  Fx  durch  (n'  —  2)  beliebige  Punkte  der  C^ ,  so  enthält  sie 
die  Cf  ganz  und  schneidet  die  F^  noch  in  einer  Curve  von  der 
Ordnung  (n' — 4),  die  man  als  corresiduale  Curve  zu  R*  bezeich- 
net. Die  Mannigfaltigkeit  aller  zu  R'  corresidualen  Curven 
(n'_  4)ter  Ord.  ist  hier  (p'— n'-f-  2).  Nach  den  Resultaten  des 
vorigen  Paragraphen  tritt  das  aber  nur  ein,  wenn  die  allgemein- 
ste unter  den  Curven  [n  —  i)^^  Ord.  entweder  irreducibel  ist 
oder,  falls  sie  aus  e  Theilen  besteht,  wenn  sich  diese  in  {e  —  4 ) 
Punkten  schneiden,  wobei  auf  jedem  Theile  ein  Schnittpunkt 
liegen  muss. 
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Betrachten  wir  dagegen  den  aweiten  Fall,  so  schneiden  die 
Fischen  F^  die  C^  in  je  n'  Punkten,  die  eine  Theilschaar,  und 
Ewar  eine  (n' — 3  —  cj-fach  unendh'che  Schaar  bilden.  Damit 
eine  FlSche  F^  die  C^  ganz  enthalte,  brauchen  wir  sie  jetzt  nur 
durch  (n'  —  2  —  e)  Punkte  auf  derselben  zu  legen;  die  Mannig- 
faltigkeit aller  zu  ff  corresidualen  Curven  (n' —  i)***"  Ord.  wird 
demnach  in  diesem  Falle  (p' — n'+2  +  «)-  Der  Inhalt  des 
vorigen  Paragraphen  lehrt  uns,  dass  hier  diese  corresidualen 
Curven  aus  je  («  +  ^ )  Theilen  bestehen  müssen,  von  denen 
keiner  den  anderen  schneidet.  In  der  That,  besteht  die  cor- 
residuale  Curve  (n' — 4)**'  Ord.  aus  e  rationalen  Curven  und 
einer  Curve  vom  Geschlechte  (p — n'-f-2  +  6),  dann  ist  das 
Geschlecht  der  Gesammtcurve  (p'  —  n'+  2)  und  die  Zahl  ihrer 
scheinbaren  Doppelpunkte  ^(n'  —  5)  (n'  —  6)  —  (p'  —  n'  +  2) , 
falls  sich  die  einzelnen  Curventheile  nicht  gegenseitig  schneiden. 
So  viele  scheinbare  Doppelpunkte  muss  aber  die  zu  R'  cor- 
residuale  Curve  (n'  —  4)*«'  Ord.  gerade  besitzen.  Besteht  da- 
gegen diese  Curve  aus  (e  +  4)  sich  nicht  schneidenden  Theilen, 
die  zum  Theil  rational  und  zum  Theil  vom  Geschlechte  1  und 
unter  sich  äquivalent  sind,  so  muss  die  Zahl  der  rationalen 
Theile  gleich  n'  —  <  —  p'  und  die  der  übrigen  gleich  p'  —  n' 
4-  2  4-  e  sein,  damit  das  Geschlecht  der  Gesammtcurve  wieder 
(p'  —  n'  +  2)  werde.  Dieser  letztgenannte  Fall  kann  oflFenbar 
nur  eintreten,  wenn  p^'^n'  —  1  ist. 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  soeben  durchgeführten 
Betrachtungen  gelangen  wir  zu  den  nachstehenden  Folgerungen. 
Zu  einer  irreduciblen  Curve  R'  von  der  Ordnung  n'  und  dem 
Gescblechte  p'  giebt  es  auf  der  Fläche  4^' Ord.  stets  corresiduale 
Curven  R"  von  der  Ordnung  n=n' —  4  ,  falls  p"^n' —  3  ist. 
Ebenso  existiren  corresiduale  Curven  R"'  von  der  Ordnung 
n"'=n' — 8,  fallsp'>2n' — 9,  ferner  corresiduale  Curven 
fliv  von  der  Ordnung  n^^  =  n'—  4 2  ,  falls  p'  >  3 n'  —  4 9  etc., 
bis  man  so  zu  den  Curven  niedrigster  Ordnung  n(0  gelangt,  die 
zu  R'  corresidual  sind,  für  welche  p(*^  ^  «(•)  —  3  ist.  Von  den 
Curven  niedrigster  Ordnung  abgesehen,  sind  die  allgemeinen  zu 
K  corresidualen  Curven  aller  übrigen  Ordnungen  irreducibel  ^). 

4)  Eine  Ausnahme  bilden  nur  die  Curven  5^«'  Ord.,  die  zu  einer 
Geraden  corresidual  sind;  sie  zerfallen  alle  in  die  Gerade  und  eine  ebene 
Curve  i*«»"  Ord.  In  der  That  wird  in  diesem  Falle  der  obige  Beweis  un- 
gültig.^Zerfallen^also  die  corresidualen  Curven  niedrigster  Ordnung  in  eine 
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Denn  besässe  eine  solche  Curve  neben  dem  irrationalen  Theile 
noch  einen  rationalen  Theil,  so  konnte  der  erstere  dnrch  eine 
äquivalente  Curve  ersetzt  werden,  die  in  eine  ebene  Curve 
4^^'  Ord.  und  einen  weiteren  Theil  zerfiele.  Der  irrationale  und 
der  rationale  Theil  jener  Curve  würden  sich  also  in  mehreren 
Punkten  schneiden,  nämlich  in  ebenso  vielen  Punkten  wie  der 
rationale  Theil  und  die  zu  dem  irrationalen  äquivalente  Curve, 
es  gäbe  somit  eine  zu  jener  Curve  äquivalente  irreducible  Curve. 
Die  corresidualen  Curven  niedrigster  Ordnung  können  allerdings 
in  den  oben  geschilderten  Weisen  in  Curven  zerfallen,  die  sich 
gegenseitig  nicht  schneiden.  Lässt  sich  also  eine  Raumcurve  /<£ 
aus  einer  Fläche  i^^  Ord.  durch  eine  Fläche  von  der  Ord.  iL, 
aber  nicht  mehr  durch  eine  von  der  Ord.  (iL  —  4)  ausschneiden, 
so  schneiden  alle  Flächen,  deren  Ordnung  grösser  als  l  ist^  die 
R^  in  Yollschaaren.  Mit  anderen  Worten:  Geht  durch  die  (wf 
einer  F^  liegende  Äg  eine  Fx,  ober  keine  Fj^, ,  so  erfordert  es  für 
eine  F« ,  tc;o  ju  >  A  ist^  genau  (n/i  —  p  +  ^)  Bedingungen^  wenn 
sie  durch  die  R^  gehen  soll.  Soll  eine  Fx  die  Ag  enthalten^  so  er- 
fordert es  dagegen  (nl  —  p  +  2  —  «)  Bedingungen^  falls  die  Rest- 
curve  von  der  Ord,  (4  A — n)  in  e  sich  gegenseitig  nicht  schneidende 
Curven  zerfällt.  Dieses  Resultat  gilt  auch  dann,  wenn  i?g  eine 
specielle  Curve  ist ;  dagegen  gilt  hier  die  Voraussetzung,  dass 
die  Restcurve  nicht  einen  mehrfach  zählenden  Theil  besitzt 


3«  Die  ConstantenzaU  der  R^. 

Die  Restcurve  niedrigster  Ordnung  zu  einer  gegebenen 
Raumcurve  /2g  besitzt  keinen  Bestandtheil,  dessen  Geschlecht 
grösser  wäre  als  seine  um  3  verminderte  Ordnung.  Deshalb 
genügt  es,  die  Constantenzahl  einer  Curve  R'\on  der  Ordnung  n' 
und  dem  Geschlechte  p',  für  welche  p'^n'—  3  ist,  zu  eruiren, 
um  daraus  auf  die  Constantenzahl  jeder  beliebigen  auf  einer  F^ 
liegenden  Raumcurve  zu  schliessen.  Nun  hat  eine  ebene  Curve  C 
von  der  Ordnung  n'  und  dem  Geschlechte  p'  noch  (3n'  —  4  +  p') 
Constanten,  da  jeder  Doppelpunkt  die  Zahl  der  Constanten  der 
allgemeinen  Curve  um  eine  Einheit  vermindert.    Damit  diese 


Gerade  und  einen  sie  nicht  schneidenden  Theil,  so  zerfallen  auch  die 
corresidualen  Curven  von  der  nächst  höheren  Ordnung  iq  diese  Gerade 
und  einen  sie  einmal  schneidenden  Theil. 
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ebene  Gurve  die  Projection  einer  auf  einer  F^  liegenden  Baum- 
curve  R'  sei,  mnss  sie  einer  Anzahl  Bedingungen  genügen,  die 
man  wie  folgt  erhält.  Die  Schnittpunkte  der  C  mit  einer  belie- 
bigen Geraden  bilden  eine  Gruppe,  die  einer  (n' — p')-fach  un- 
endlichen Schaar  angehört,  da  die  Gruppe  keine  Specialgruppe 
ist.  Es  müsste  sonst  durch  die  Doppelpunkte  der  C  eine  ad- 
jungirte  Gurve  (n' —  4)*®'0rd.  gehen,  was  bei  der  Voraussetzung 
p''^n'  —  3  nicht  der  Fall  ist.  Um  die  Schaar  aus  C  auszu- 
schneiden, wählen  wir  irgend  eine  adjungirte  Curve  [n'  —  3)^* 
Ord.  9  =  0  und  legen  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  der  C  alle 
adjungirten  Curven  (n'  —  2)*«'  Ord.  ^  r=  0  ,  deren  es  also 
[n* — p'+l)  linear  unabhängige  giebt.   Durch  die  Gleichungen: 

x^  =  x^^  x^  =  ^«  >  ^%  =  ^ij  x^  =  ^  wird  der  Uebergang  von 

der  Gurve  C  zu  einer  Baumcurve  R'  vermittelt,  und  da  in  t/j  noch 
[n'  —  p'  +  ^)  willkttrliche  Gonstanten  vorkommen,  besitzt  R' 
gerade  in'  Gonstanten.  Diese  Gurve  A'  liegt  jedoch  im  all- 
gemeinen nicht  auf  einer  Fläche  4^'  Ord.  Soll  dieses  der  Fall 
sein,  so  muss  zwischen  den  von  35  linear  unabhängigen  Flächen 
4^«'  Ord.  auf  R'  ausgeschnittenen  Punktgruppen  eine  lineare 
Relation  bestehen.  Alle  diese  Gruppen  gehören  einer  (in — p')- 
fach  unendlichen  Yollsohaar  an;  es  besteht  demgemäss  erst 
zwischen  (4n  —  p'+i)  beliebigen  Gruppen  der  Schaar  eine 
lineare  Relation,  d.  h.  zwischen  jenen  35  Gruppen  und  noch 
(4n' — p' —  33)  weiteren  Gruppen.  Werden  in  der  Relation  die 
CoäfBcienten  dieser  letzteren  Gruppen  gleich  Null,  so  liegt  die 
R'  auf  einer  F^;  es  verlangt  das  die  Erfallnng  von  (4n' — p' —  33) 
Bedingungen.  Eine  Raumcurve  i?',  die  auf  einer  Fläche  4^' Ord. 
liegt  und  deren  Gesohlecht  p'^n'  — 3  ist,  besitzt  demnach 
(p'+  33)  Gonstanten,  wenn  4n'  ^p'+  33  ist. 

Ist  dagegen  4n'<p'+33,  etwa  4n'  — p'  =  33  — ^,  wo 
^  eine  positive  Zahl  ist,  so  bilden  die  Schnittpunkte  der  R'  mit 
den  Flächen  4*«'  Ord.  Punktgruppen,  die  einer  (33  —  C)-fach 
unendlichen  Schaar  angehören.  Die  Raumcurve  R'  liegt  folglich 
auf  (S  + 1 )  linear  unabhängigen  Flächen  4*«'^  Ord.  und  hängt 
von  in'  Gonstanten  ab.  Nun  ist  aber:  4n'=p'-|-  33  —  ^;  wir 
können  deshalb  allgemein  den  Satz  aussprechen:  Die  allgemeine 
auf  einer  Fläche  4^  Ord.  liegende  Raumcurve  ß',  für  die  p'^n' —  3 
istj  weist  p'+  33  oder  p'-|-  33  —  f  Constanten  auf,  je  nachdem 
sie  auf  einer  oder  auf  oo^  Flächen  4**^  Ord.  liegt.  Daraus  schliessen 
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wir  weiter:  Auf  einer  ganz  beliebigen  Fläche  4^  Ord.  eansUren 
nur  Curvenj  die  den  vollen  Schnitt  mit  einer  anderen  Flache  aus- 
machen. Dagegen  gilt  es  für  eine  Flache  4^  Ord.  stets  als  eine 
einzige  Bedingung^  wenn  sie  überhaupt  Baiumcurven  K  wm  ge- 
gebener Ordnung  n'und  gegebenem  Geschlechte  p'  enthcUten  sollj  die 
nicht  volle  Schnitte  sind.  Denn  auf  einer  Flttche  4^'  Ord.  giebt 
es  entweder  keine  oder  stets  p'-faoh  unendlich  viele  solcher 
Gurven,  und  da  die  Mannigfaltigkeit  dieser  Gurven  Oberhaupt 
(p'+  33)  ist)  falls  in'^p  +  33  ist,  so  ist  in  diesem  Falle  die 
Richtigkeit  des  Satzes  evident  Im  anderen  Falle,  wo  4n  =p' 
+  33  —  ^  ist,  ist  die  Mannigfaltigkeit  der  Gurven  überhaupt 
gleich  [p'  +  33  —  t) .  Durch  jede  dieser  Gurven  gehen  oo» 
Flächen  4**'  Ord.,  während  auf  jeder  solchen  Fläche  p'-fach  un- 
endlich viele  derartige  Gurven  liegen.  Es  giebt  also  oo''  Flächen 
4^'  Ord.,  die  überhaupt  Gurven  von  der  verlangten  Art  enthal- 
ten. Hiermit  ist  die  Richtigkeit  des  Satzes  fflr  alle  Gurven  be- 
wiesen, deren  Geschlecht  höchstens  gleich  ihrer  um  3  vermin- 
derten Ordnung  ist  und  welche  die  allgemeinsten  Gurven  dieser 
Art  sind.  Da  aber  fttr  jede  Ordnung  und  jedes  Geschlecht  Raum- 
curven  existiren,  die  auf  einer  F^  liegen  und  als  Restcurven 
niedrigster  Ordnung  eine  irreducible  Gurve  besitzen  —  man 
kann  ja  umgekehrt  von  der  Restcurve  ausgehen  und  auf  jene 
schliessen  — ,  so  erkennt  man  auch  die  Gültigkeit  jenes  Satzes 
für  die  allgemeinsten  Gurven  von  beliebigem  Gesehlechte.  Die 
Raumcui^e  Äj  mit  irreducibler  Restcurve  niedrigster  Ordnung 
hängt  noch  von  (p  +  33  —  ^)  Constanten  aft,  wenn  sie  cnf  go^ 
Flächen  4'*'  Ord.  liegt.  Die  Raumcurven  Äj ,  die  einen  vollen 
Schnitt  bilden j  besitzen  dagegen  (p  +  34  —  C)  Constanten. 

£ine  Raumcurve  R^  indessen,  deren  niedrigste  Restcurve 
reducibel  ist,  hat  weniger  als  p  +  33  Gonstanten,  denn  jede 
Theiicurve  legt  der  Fläche  4^'  Ord.,  auf  der  eine  R^  liegen  soll, 
eine  Bedingung  auf.  Hierbei  giebt  es  allerdings  eine  Ausnahme, 
wenn  mehrere  Theile  der  reduciblen  Restcurve  äquivalent  sind. 
Solche  äquivalente  Theile  der  Restcurve  müssen  volki  Ge- 
schlechte 4  sein,  wie  wir  gesehen  haben,  denn  sonst  können 
alle  zusammen  durch  eine  irreducible  Gurve  ersetzt  werden. 
Eine  Raumcurve  Rfl ,  deren  niedrigste  Restcurve  in  lauter  äqui- 
valente Curven  vom  Geschlechte  i  zerfällt,  hängt  ebenso  von  (p  +  33) 
Constanten  ab^  wie  die  Rfl^  deren  niedrigste  Restcurve  eine 
irreducible  Curve  vom  Geschlechte  i  ist     Liegt  die  A£  a%/^  oo^ 
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FUkhen  von  der  4**^  Ord.^   so  ist  die  Zahl  ihrer  Constanten 

(P  +  33-C). 

4.  Mehrfach  zSUende  Restcnrren. 

In  unseren  Betrachtungen  wurde  bislang  abgesehen  von 
solchen  Baumcurven,  deren  Bestcurven  mehrfach  zahlende  Theile 
enthalten;  wir  wollen  jetst  gerade  diese  Gurven  uns  etwas  näher 
ansehep.  Zunächst  ist  klar,  dass  man  bloss  mehrfach  wählende 
Gurven  vom  Geschlechte  0  in  Betracht  zu  ziehen  hat  Denn  zu 
jeder  anderen  Curve  giebt  es  äquivalente  Gurven  und  die  a-fach 
zählende  Gurve  kann  durch  or  äquivalente  Gurven  ersetzt  wer^ 
den.  Siud  diese  letzteren  Gurven  vom  Gesohlechte  4 ,  so  schnei- 
den sie  sich  nicht  gegenseitig  und  wir  haben  den  zuletzt  behan- 
delten Fall  vor  uns;  sind  sie  dagegen  von  höheren^  Geschlechte, 
so  köimen  diese  a  Gurven  durch  eine  einzige  äquivalente  Gurve 
ersetzt  werden. 

Gehen  wir  jetzt  von  einer  rationalen  Gurve  R^  auf  der  Fläche 
4^'  Ord.  aus  und  nehmen  auf  dieser  eine  Gurve  R^  an,  welche 
als  Restcurve  die  doppelt  gezählte  Z^^, besitzt.  Dabei  ist  es  gleich*- 
gtlltig,  ob  die  Fläche,  welche  die  R^  aus  der  P^  ausschneidet, 
diese  längs  R^  bertthrt  oder  die  R^  zur  Doppelcurve  bat.  Welches 
ist  nun  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  der  doppelt 
gezählten  R^?  Die  einfach  gezählte  ß«  von  der  Ord.  n^  hat 
{(n^  —  ^)(n^ — 2)  scheinbare  Doppelpunkte.  Die  R^  weist  mit 
der  unendlich  nahen  Gurve  zunächst  (n^  —  4)(n^  —  2)  scheinbare 
Schnittpunkte  auf,  nämlich  je  zwei  in  der  Nachbarschaft  eines 
jeden  der  genannten  Doppelpunkte  von  /?, .  Ausserdem  haben 
R^  und  die  Nachbarcurve  von  einem  Punkte  0  aus  projioirt  noch 
3n^  scheinbare  Schnittpunkte  gemein,  nämlich  je  einen  an  allen 
den  Stellen,  welche  den  Berührungspunkten  ihrer  Projection 
mit  dem  scheinbaren  Umriss  der  Fläche  4^'  Ord.  entsprechen. 
Es  sind  das  die  Punkte  von  R^ ,  deren  Tangentialebenen  durch  0 
gehen,  also  die  Schnittpunkte  der  R^  mit  der  ersten  Polarfläche 
des  Punktes  0  in  Bezug  auf  die  F^ .  Die  doppelt  gezählte  Gurve 
R^  besiut  demnach  i{n^  —  4) (n,  —  2)  +  3«^  =  ^(^n^  —  4) 
(%n^  —  2)  +  3  scheinbare  Doppelpunkte.  Zwei  rationale  Baum- 
curven  von  der  Ordnung  n^ ,  die  einander  nicht  unendlich  nahe 
sind,  besitzen  zusammen,  falls  sie  sich  nicht  schneiden,  jedoch 
nur  1  {2n,  —  1 )  (8  n^  —  2)  + 1  scheinbare  Doppelpunkte,  also  um 
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zwei  weniger  als  jene  Gurve.  Nun  ist  die  Summe  der  wahren 
und  scheinbaren  Sohnittpunkte  zweier  Curven  n^^^  Ord,  fdr 
jede  gegenseitige  Lage  constani,  n&mlich  gleich  n? .  Lässt  man 
dieses  auch  noch  für  benachbarte  Curven  gelten  und  bedenkt, 
dass  nach  dem  Yoranstehenden  die  auf  einer  F,  liegende  Gurve 
Ä,  und  ihre  Nachbarcurve  (n^  —  4)  (n,  —  2)  +  3n,  scheinbare 
Schnittpunkte  besitien,  so  muss  man  annehmen,  dass  R^  und 
ihre  Nachbarcurve  { —  8)  wirkliche  Schnittpunkte  haben.  Es  ist 
das  freilich  nur  eine  Redeweise,  ebenso  wie  das  negative  Ge- 
schlecht bei  reduciblen  Curven,  aber  alle  Formeln,  die  ftlr  belie- 
bige Curven  auf  der  F^  gelten,  bleiben  auch  fttr  benachbarte 
Curven  richtig,  falls  man  diese  Annahme  macht.  Wir  sagen  des- 
halb: Eine  rationale  Curve  R^  auf  einer  Fläche  4*^  Ord.  und  ihre 
Nachbarcurve  haben  (wj  +  2)  scheinbare  und  ( —  2)  wirkliche 
Schnittpunkte, 

Wir  wollen  die  Sache  noch  etwas  weiter  verfolgen.  Alle 
äquivalenten  Curven  auf  einer  Fl&che  4^'  Ord.  weisen  die  gleiche 
Anzahl  scheinbarer  Doppelpunkte  auf.  Sei  R'  von  der  Ordnung  n 
und  dem  Geschlechte  p'  eine  Curve  der  F^ ,  sei  ferner  R^  von  der 
Ordnung  n^  eine  rationale  Curve  auf  ihr.  Nehmen  wir  an,  R'  und 
i?f  schneiden  sich  nicht,  so  erfordert  es  eine  Bedingung,  dass  die 
zu  R'  äquivalenten  Curven  in  die  R^  und  eine  weitere  Gurve  R^ 
zerfallen.  Demnach  existiren  (p' — 1)-fach  unendlich  viele  zu  ü, 
äquivalente  Curven,  das  Geschlecht  von  ff,  ist  also  (p'  —  1).  Die 
Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  von  R'  ist  \[n'  —  1)(n' —  2) 
—  p',  die  von  R^  +  A,  ist,  falls  sich  diese  Curven  in  a  Punkten 
schneiden:  |(n,  —  1)(n,  —  2)  -f-  |(fi,  —  4)(n,  — 2)  —  p' +  i 
+  n^n^  —  a.  Damit  beide  Zahlen  übereinstimmen,  mttssen  A, 
und  R^  zwei  gemeinsame  Punkte  haben.  Auch  die  Zahl  der  wirk- 
lichen Schnittpunkte  einer  Curve  mit  Siquivalenten  Curven  muss 
constant  sein.  So  mttssen  R^  und  R'  ebenso  viel  Punkte  gemein 
haben  wie  R^  und  /?^  4-  ff, ;  diese  Zahl  ist  aber  im  ersten  Falle 
gleich  Null,  so  dass  R^  die  unendlich  nahe  Curve  in  ( — 2)  Putikten 
schneiden  muss. 

Aehnlich  beweist  man  den  allgemeinen  Satz:  Wird  die 
rationale  Curve  R^  von  einer  Curve  R'  in  a  Punkten  geschnitten 
und  ist  p"^<ff  so  erfordert  es  genau  <r  + 1  Bedingungen^  damit 
eine  %u  R'  äquivalente  Curve  in  R^  und  eine  weitere  Curve  A,  jser- 
falle.  Diese  besitzt  das  Geschlecht  p^^z(p' — 4  —  a)  und  schneidet 
die  R^  in  {a  -}-  2)  Funkten.     Die  äquivalenten  Curven  /P  und 
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^1  +  ^9  schneiden  sich  nttmlich  in  ip' — 2  Pankien^  und  da 
sich  R'  und  R^  in  a  Punkten  schneiden,  besitzen  R'  und  R^ 
(2p' —  2  —  a)  gemeinsame  Punkte.  Ebenso  viele  Punkte  hat  R' 
mit  einer  bu  \  äquivalenten  Gurve  R^  geroein,  oder  auch 
R^  4-  Ä,  mit  /?3 ;  wir  erhalten  demnach  die  Gleichung:  2p'  —  S! 
—  a  =  2p,  —  2  +  r ,  wo  T  die  Zahl  der  Schnittpunkte  von  R^ 
und  /},  oder  R^  und  R^  ist.  Die  zu  R^^  +  R^  äquivalenten  irredu- 
ciblen  Curven  besitzen  aber  nach  Früherem  das  Geschlecht 
(Pj  — ^  +  ^)>  ^nd  diese  Zahl  muss  gleich  dem  Geschlechte  p' 
von  R'  sein.  Aus  beiden  Beziehungen  folgt:  r  ^=  a  +  2  und 
p,=p'  — 4  — a. 

Diese  Resultate  zeigen  uns  wieder,  dass  die  Zahl  der  Schnitt- 
punkte von  R^  mit  einer  unendlich  nahen  Gurve  mit  ( —  2)  zu 
bewerthen  ist,  damit  die  Zahl  der  gemeinsamen  Punkte  von  R^ 
und  R^  +  Ä,  ebenso  wie  die  von  R^  und  R'  gleich  a  werde. 
Hieraus  kann  man  auch  wieder  auf  die  Zahl  der  scheinbaren 
Doppelpunkte  der  doppelt  gezählten  Gurve  R^  schliessen. 

Durch  Wiederholung  der  angestellten  Betrachtungen  erhält 
man,  wie  leicht  ersichtlich,  das  allgemeine  Resultat:  Eine  auf 
einer  Fläche  4**^  Ord,  liegende^  a-fach  zählende^  rationale  Curve 
von  der  Ordnung  n^  ist  als  mit  —  a  •  (a  —  1 )  wirklichen  und  mit 
|^a(nja  +  2a  —  Sn^)  scheinbaren  Doppelpunkten  behaftet  anzu- 
sehen. 

Da  es  für  eine  Flüche  i^^^  Ord.  eine  einzige  Bedingung  er- 
fordert, wenn  auf  ihr  eine  rationale  Gurve  von  gegebener  Ord- 
nung liegen  soll,  so  besitzt  eine  Raumcurve  RP ,  deren  Rest  aus 
einer  mehrfach  gezählten  rationalen  Curve  besteht^  ebenfalls 
(p  +  33)  Constanten.  Diese  Zahl  erniedrigt  sich  ebenso  wie 
früher  um  f ,  falls  die  flg  auf  po^  Flächen  4*«'  Ord.  Hegt. 

Es  erübrigt  uns  noch  den  Zusammenhang  der  Ordnungs- 
zahlen n,  n',  Geschlechtszahlen  p,  p  und  Zahlen  der  schein- 
baren Doppelpunkte  h ,  h'  für  eine  Raumcurve  R  und  ihre  Rest- 
curve  R'  zu  studiren,  falls  R'  eine  a- fache  rationale  Gurve  R^ 
ist.  Das  Geschlecht  von  a  beliebig  liegenden  rationalen  Raum- 
curven  n,*«'  Ord.  ist  (4 — a),  dabei  kommt  es  auf  die  wirkliehen 
und  scheinbaren  Doppelpunkte  nicht  an.  Es  wird  deshalb^auch 
p'  =  4  —  a  sein.  Femer  gilt  im  allgemeinen  die  Relation : 
V  =  |(n'—  4)(n'  —  2)  —  p'.—  d\  wo  6'  die  Zahl  der  wirklichen 
Doppelpunkte  von  R'  bezeichnet.  Diese  Relation  gilt  auch  noch 
für  die  vorliegende  Gurve  /?',  wie  man  erkennt,  wenn   man 
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Ä'=4a(nJ«  +  2a  — 3n,),  n'=«n,,p's=4 — aundi'=a(4  — a) 
setzt. 

Statt  der  Curve  R  betrachten  wir  zunächst  a  ftquivalente 
Curven  R^ ,  deren  jede  mit  H,  den  vollen  Schnitt  der  F^  mit  einer 
Fläche  ^^'  Ord.  ausmacht.  R  mag  dann  eine  der  Cnrven  (ohne 
Doppelpunkt)  sein,  die  zu  der  Summe  jener  a  Cnrven  äquivalent 

ist.    Wir  erhalten  jetzt  h  =  ah^+  "^""^^'(n^  —  2p,  +  8),  wo 

{n\  —  2p|  +  2)  die  Zahl  der  scheinbaren  Schnittpunkte  zweier 
zu  /?4  äquivalenten  Gurven  darstellt.   Daraus  folgt: 

und  somit:  h  —  A'  =  yfnj  —  n\  —  2p J —(n^  —  n,) ,  und  da 

Tii  +  n^  =  4^  und  p^^=^i(n^  —  n^)fjL  ist,  ei^iebt  sich  endlich: 

h-h'  =  *-f[n,-n,)iafi-i)  =  i{n-n')(l-i], 

wenn  X^^afi  ist. 

Die  frohere  Relation:  A  —  A'  =  |(n  —  n')(l  —  1 )  zwischen 
den  Charakteren  zweier  Gurven,  die  den  vollen  Schnitt  der  F^ 
mit  einer  Fläche  F;^  bilden,  gilt  also  auch  noch,  wenn  die  eine 
derselben  eine  a- fache  Curve  ist.  Allerdings  ist  bei  dem  Beweise 
zunächst  vorausgesetzt,  dass  A.  =:  a/ii  ist;  aber  indem  man  die 
Curve  /?g  zerfallen  lässt  in  eine  ebene  Curve  4**'  Ord.  und  eine 
solche  von  der  {n  —  4)*«'* Ord.,  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  jener 
Relation  auch  für  die  letztere  Curve.  Durch  Wiederholung  dieses 
Processes  kann  man  so  zu  jeder  Curve  gelangen,  welche  die 
a- fache  Curve  R^  zu  einem  vollen  Schnitt  ergänzt. 

Endlich  besteht  für  eine  Rauracurve  R,  deren  Restcurve 
R^  eine  a-fache  rationale  Curve  /t,  ist,  auch  die  Beziehung: 
p  —  (p'  +  d')  =  i(n  —  w')  A  .  Wir  zeigen  wieder  die  Richtigkeit 
der  Behauptung  für  eine  Curve  R  ,  die  äquivalent  ist  zu  der 
Summe  von  a  äquivalenten  Gurven  R^ ,  wobei  wie  vorher 
R^  +  R^  den  vollen  Schnitt  zweier  Flächen  F^  und  F^  darstellt. 
Dann  wird: 
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Hieraus  folgt  ganz  wie  vorher  auch  die  Gültigkeit  der  Re- 
lation fttr  jede  zu  der  soeben  betrachteten  R '  corresiduale 
Gurve. 

Wir  wenden  uns  jetzt  der  Schaar  zu,  deren  Gruppen  von 
Flachen  l^^  Ord.  aus  der  /?^  ausgeschnitten  werden.  Hier  giebt 
es  nur  eine  einzige  FIfiche  Fx  da^^^h  die  Raumcurve  Rfl ,  so  dass 
die  Gesammtheit  der  Flächen  l^^^  Ord.  eine  8>.*-fach  unendliche 
Schaar  von  Gruppen  G^^  aus  derselben  ausschneidet.  Alle  zu 
^nX  corresidualen  Gruppen  bilden  aber  eine  [nX  —  p)-fach  un- 
endliche Schaar.  Nun  ist  n  X  —  p  =  ^  (n  +  n')  >,  — p'  —  d'  =  2  A* 
— p'  —  d'  =  2  i*  +  (ö*  —  * )  •  Besitzt  Äj  '^•♦^^  ^  -  fache  rationale 
Restcurve  und  bilden  sie  zusammen  den  vollen  Schnitt  einer  F^  mit 
einer  Fx ,  so  schneidet  die  Gesammtheit  der  Flächen  V*^  Ord.  aus 
/2g  eine  Theilschaar  aus,  deren  Mannigfaltigkeit  um  (a*  —  4 )  kleiner 
ist  als  die  der  Vollschaar.  Dabei  ist  (4  —  a*)  gleich  dem  Geschlechte 
der  Restcurve  vermehrt  um  die  Zahl  ihrer  Doppelpunkte. 

Die  Flächen  (l  +  t  )^^  Ordnung  schneiden  die  Ag  in  Gruppen, 
welche  einer  Vollschaar  von  der  Mannigfaltigkeit  n(>.-f-4)  —  p 
angehören.  Um  die  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  zu  bestimmen, 
deren  Gruppen  auf  Flachen  (l  +  4  )*•'  Ord.  liegen,  müssen  wir 
die  Flachen  (>l+  4)^'  Ord.  durch  die  /2g  oder  die  auf  diesen  lie- 
genden Restcurven  (n'-|- 4)*«' Ord.  untersuchen.  Die  letzteren 
Curven  sind  äquivalent  zu  der  Gurve,  die  aus  der  a-fach  ge- 
zählten Ä,  und  einer  ebenen  Curve  4**'  Ord.  C^  besteht.  Nun 
besitzen  die  zu  (R^  +  C^)  äquivalenten  Curven  die  Ordnung 
(n,  +  4) ,  das  Geschlecht  (n,  -j-  2)  und  sie  scheiden  die  R^  je  in 
(«,  —  2)  Punkten,  wie  ohne  Weiteres  aus  der  Umkehrung  des 
S.644  stehenden  Satzes  folgt.  Analog  besitzen  die  zu  (2/?,  +  C^) 
äquivalenten  Curven  die  Ordnung  (2^)^  +  ^))  ^^^  Geschlecht 
(2n,  —  4)  und  sie  schneiden  die  /?,  in  je  (n,  —  4)  Punkten,  und 
allgemein  haben  die  zu  (t7?,-f-CJ  äquivalenten  Curven  die  Ord- 
nung (tn,  +  4) ,  das  Geschlecht  (m,  —  i*  -f-  3)  und  sie  schneiden 
die  R^  in  (n,  —  2t)  Punkten.   Der  grOsste  Werth,  den  i  hierbei 

annehmen  kann,  ist  i=    y  L  wenn  i  y  |  ^^®  grOsste  ganze  Zahl 
bedeutet,  die  ^  y  ist. 

Ist  Y  ^  ^  ?  ^^  i^^^^  ®*  ^^  (^'^i  +  ^4)  Äquivalente  Curven, 
die  irreducibel  sind;  in  diesem  Falle  schneiden  die  Flächen 
[k  +  4  )*«'  Ord.  aus  RP  eine  Vollschaar  aus,  wie  wir  schon  früher 

48* 
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sahen.  Ist  dagegen  1  y  <C  ^}  so  zerfallen  die  allgemeinsten  zu 
[aR^  +  CJ  äquivalenten  Gurven  in  die  la —  y  h-fach  zählende 
Gurve  B^  und  eine  weitere  irreducible  Gurve  von  der  Ordnung 
(nj^'l  +  i)  und  dem  Geschlechte  (n,  .  M  —  r^l^  +  sj. 

Diese  letztere  Zahl  giebt  zugleich  die  Mannigfaltigkeit  der  Flächen 
(A4-4)^^'Ord.  durch  die  Ag  an.  Ziehen  wir  diese  um  4  vermehrte 
Zahl  von  der  Zahl  2(^  +  4)* +  4  ab,  dann  erhalten  wir  die 
Mannigfaltigkeit  der  auf  der  /?$  von  den  Flächen  {l  +  4)^'  Ord. 
ausgeschnittenen  Theilschaar.  Die  zugehörige  YoUschaar  hatte 
die  Mannigfaltigkeit:  nil  +  n  —  p  =  2 A*  +  n  —  (4  —  a*) ,  da 
p  =  |(n  —  n')l  +  (4  —  a*)  ist.  Die  Differenz  beider  Zahlen  för 
die  Vollschaar  und  die  Theilschaar  wird  nach  einer  kleinen  Um- 
formung: la  —  I  "^  )  ("  "I"  r^  I  —  "«)  •  Dieselbe  hat  für  eine 
gerade  Zahl  w,  den  Werth:  |a  —  "^j  und  für  eine  ungerade  Zahl 
«,  den  Werth:  («  —  -)'  —  i  • 

Besitzt  die  Bg  eine  anfache  rationale  Bestcut^e  von  der  Ord- 
nung n, ,  so  schneiden  die  Flüchen  (A  +  4  )'^  Ord,  auf  ihr  eine 

Vollschaar  oder  Theilschaar  atiSj  je  nachdem  ^j^a  oder 

Y  j  <  a  ist  Im  letzteren  Falle  iibei^trifft  die  Mannigfaltigkeit  der 

Vollschaar  diejenige  der    Theilschaar  um  la — ^1     ^^^^   *"'* 

la  — y)  —  \  1  J^  nachdem  «,  gerade  oder  ungerade  ist. 

Will  man  das  Verhalten  der  Flächen  {X  +  2)^'  Ord.  gegen- 
über der  Bfl  studiren,  so  hat  man  die  zu  (iB^  +  2CJ  äquivalen- 
ten Gurven  von  der  Ordnung  [in^  +  8)  und  dem  Geschlechte 
(iin^  — 1'+  9)  zu  Grunde  zu  legen,  welche  die  f?,  in  (2n^  —  2i) 
Punkten  schneiden.  Diese  Gurven  sind  irreducibel,  falls  t^n, 
ist.  Ist  n^  <;  a,  so  schneiden  die  Flächen  (l  -+-  2)^' Ord.  wieder 
eine  Theilschaar  aus,  deren  Mannigfaltigkeit  sich  ganz  ebenso 
berechnet  wie  vorher.  Das  führt  dann  zu  dem  Resultate:  Die 
Flächen  [l  +  2)**^  Ord.  schneiden  die  BJ,  deren  Bestcurve  eine 
a- fache  Curve  n,**^  Ord.  ist^  m  einer  Vollschaar^  wenn  n^'^a 
ist;  ist  dagegen  n^K^a,  so  liefern  sie  nur  eine  Theilschaar^  deren 
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Mannigfaltigkeit  um  (a  —  n,)*  hinter  derjenigen  der  Vollschaar 
üurückbUibt. 

AUgemein  schliesst  man  auf  das  Verhalten  xler  Flächen 
(k  +  i^)^'  Ord.  gegenüber  der  Dg  aus  den  Qurven/.  die  zu 
{(B^  +  vC^)  äquivalent  sind,  deren  Ordnung  (tn, +  4V)  und 
deren  Geschlecht  (vtn, —  t*  -f-  S^*  +  ^)  betragt.  Das  Geschlecht 
der  2u  vG«  äquivalenten  Curven  ist  nämlioh  iv*+i .  Fttgt  man 
jetzt  zu  yC^  die  Gurve  /?,  ein-,  zwei-,  drei-,  . . .  t-mal  hinzu,  so 
erhält  man  das  Geschlecht,  der  zu  der  Gesammtcurve  äquivalen- 
ten Curven,  indem  manzuSi^'+l  die  Zahlen  (vn^ — 4),  (pn^ — 3), 

(vn,  —  5) (vn,  —  ii  +  \)  der  Reihe  nach  addirt.   So  findet 

man  die  obige  Geschlechtszahl.  Jene  Gurven  schneiden  die  R^ 
in  vn^  —  ii  Punkten,  deshalb  ergiebt  sich  als  Maximalwerth 

i  =  r?^*l .    Für  [x  <  "  schneiden  die  Flächen  {l  +  !/)*•'  Ord. 

aus  /?g  eine  Theilsehaar  von  der  Mannigfaltigkeil:  ^(X  +  y)* 
—  (vin^  —  i^  +  iv^  +  i)  =  il'  +  ivk—\  +  i*  —  vin^  aus, 

wo  t  =  p^  ist.  Die  Mannigfaltigkeit  der  zugehörigen  Vollschaar 

ist:  nß  +  v)  —  p  =  iP  -^vn  —  4  +  o* .  Die  Differenz  beider 
Zahlen  berechnet  sich  hieraus  auf:  (a  —  i){a  +  i  —  >/n,).'Hier- 
iius  folgt  das  allgemeine  Resultat: 

Die  fij,  deren  Rest  eine  a-- fache  rationale  Curve  n,^  Ord, 
istj  wird  von  den  Flächen  (i,  +  vY*^  Ord.  in  einer  Vollschaar  ge- 
schnitten^ wenn  M~  1  ^  a  ist.  Im  entgegengesetzten  Falle  schnei- 
den sie  eine  Theilsehaar  aus,  deren  Mannigfaltigkeit  um  la  — ^j 

oder  um  la  — ^j  — \  niedriger  als  diejenige  der  Vollschaar  ist, 
ie  nachdem  yn,  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist. 


5.  Die  Eintheilnng  der  auf  den  Fliehen  4^«''  Ord.  liegenden 
Curven  in  Familien. 

Unsere  Untersuchungen  haben  uns  vier  verschiedene  Kate- 
gorien von  Gurven  auf  den  Flächen  4**'  Ord.  kennen  gelehrt, 
auf  deren  Eigenschaften  hier  noch  etwas  näher  einzugehen  ist. 

4 .  Curven,  die  einen  vollen  Schnitt  bilden.  Ihre  Ordnung  ist 
4;i,  ihr  Geschlecht  (2A'-f  4),  die  Zahl  ihrer  Gonstanten  (p  +  U) 
oder  (p  -}-  34  —  ^j ,  wenn  sie  auf  oo^  Flächen  i^^'  Ord.  liegt. 
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2.  CurveUj  deren  Restcurve  niedrigster  Ordnung  irreducibel 
ist.  Isl  R'  diese  Restcurve,  so  besteht  nach  S.  die  Ungleichung : 
p''^n' —  3 .  Ferner  gilt  die  Gleichung :  p  —  p'  «=  |{n  —  n') Ä , 
falls  R  +  R'  den  vollen  Schnitt  einer  Flüche  4^'  und  einer  FlSche 
X^r  ord.  bilden.  Fttr  jede  Ordnung  n  und  jedes  Geschlecht  p 
giebt  es  eine  Familie  von  Gurven  aus  dieser  Kategorie,  so  lange  p 
unter  einer  gewissen  Grenze  bleibt.  Es  ist  nämlich  leicht  zu 
sehen,  dass  die  Gurve  Rfl  bei  gegebenem  n  das  höchste  Geschlecht 
besitzt,  wenn  ihre  Restcurve  eine  Gerade  oder  ein  Kegelschnitt 
oder  eine  Raumcurve  3^*' Ord.  oder  4^' Ord.  ist.  Setzt  man  näm- 
lich n=s4&  —  rjj  woij=s4,  2,  3  oder  4  ist,  und  sind  die  Rest- 
curven  niedrigster  Ordnung  zu  R^  von  der  (ik'  +  rjf^^  Ord.,  so 
ist  deren  Geschlecht  p'  ^  4  A*'  +  ij  —  3  .  Sind  dagegen  die 
niedrigsten  Restcurven  einer  Curve  R^  von  der  tj^^  Ord.,  so  be- 
sitzt sie  auch  Restcurven  von  der  Ordnung  (4A*'+  i}),  deren  Ge- 
schlecht P'  >  4Ä:'  +  i;  —  3  ist.  Nun  ist:  p—p  —  P—  P'  = 
(U  —  2l^  —  T]){k  +  e),  und  da  P'>p'  ist,  folgt  auch  P>p. 
Demnach  ist  das  Maxiinalgeschlecht  einer  auf  einer  F^  liegenden 
Curve  n'*»*  Ord,  gleich  (ik  —  rj) k ,  wenn  n  =  ik  —  ij  und  tj  =^i 
oder  2  istj  und  um  eine  Einheit  grössei*  für  ij  =  3  oder  4 ;  die 
niedrigste  Restcurve  hat  dann  die  Ordnung  rj .  Für  jedes  Geschlecht 
p  ^  A*(2ft —  ri)  existirt  eine  Familie  von  Curven  R^  dieser  Kate- 
gorie. Die  Zahl  ihrer  Constanten  w/  p  -f-  33  oder  p  -J-  33  —  ^, 
wenn  oo^  Flächen  4^*^  Ord.  durch  sie  hindurchgelegt  werden 
können.  Sind  die  niedrigsten  Restcurven  von  der  Ordnung  4  k'-\-  ij , 
so  gehen  durch  /?J  noch  p-fach  unendlich  viele  Flächen  [k  -h  k'f^ 
Ordnung  (p'z=zp  —  [k  +  A')(2  k  —  2  A'  —  rj)) .  Die  Rächen  von 
dieser  und  jeder  höheren  Ordnung  schneiden  die  R  in  VoUschaareti. 

Ist  R  gegeben,  so  findet  man  die  Ordnung  n  der  niedrigsten 

Restcurve  R'  in  folgender  Weise.   Die  obige  Relation  fttr  p  — p' 

lässt  sich  in  der  Form  schreiben:  p  — p'z=^{n*  —  n'*),  und  sie 

führt  vermöge  der  Ungleichung  0^p'<^n' — 2  zu  der  neuen 

Ungleichung : 

|(n«-n'«)^p<i(n*-(n'-4)«). 

Man  hat  also  fttr  n'  den  kleinsten  Werth  zu  wählen,  fttr  den 
(n* — n'')  ^  8p  ist  und  n'\'n'  eine  durch  4  theilbare  Zahl  wird. 
Auch  hier  sieht  man  wieder,  dass  das  Maximalgeschlecht  bei 
gegebenem  Werthe  von  n  den  Zahlen  n'=  4 , 2, 3  oder  4  entspricht. 
Betrachtet  man  die  zu  R  corresidualen  Gurven,  die  also  die 
gleiche  Restcurve  wie  R  aufweisen,  so  gilt  für  eine  derartige 
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Corve  Ä"  von  der  Ordnung  n"  die  Relation:  p"—  p'=  l(n"*—  n'*) 
oder  p  —  p"s=  |(n* —  n"*) ,  wobei  n  —  n"  eine  durch  4  theilbare 
Zahl  sein  muss.  Die  kleinste  Zahl  n",  die  der  Ungleichung 
(n* —  w"*)  ^  8p  genügt  und  für  die  n  —  n"  eine  durch  4  theil- 
bare Zahl  ist,  giebt  die  niedrigste  Ordnung  der  zu  R  corresidualen 
Gurven. 

Bilden  die  Curven  R  und  R'  den  vollen  Schnitt  zweier 
Flächen  F^  und  Fx^  so  gehen  durch  R'  noch  ebenso  viele  Flachen 
(A  —  i)^^  Ord.  modulo  F^  hindurch,  als  es  zu  R  corresiduale 
Curven  von  der  Ordnung  (n  —  4 1 )  giebt,  nämlich  (p  —  t  n  +  S  i*)- 
fach  unendlich  viele.  Nun  schneiden  die  Flächen  >t^'  Ord.  durch 
R'  auf  der  R^  die  Specialgruppen  aus.  In  einer  solchen  Gruppe 
sind  nur  p  —  Q  Punkte  durch  die  übrigen  mitbestimmt,  wenn 
durch  dieselbe  noch  q  linear  unabhängige  Flächen  A^^'Ord.  gehen, 
welche  die  R',  nicht  aber  die  R  enthalten.  Da  aber  jede  Fläche 
,ter  Ord.  mit  jeder  von  jenen  Flächen  (k  —  i)^^  Ord.  zusammen 
eine  Fläche  A^'  Ord.  durch  R'  darstellt,  so  erkennt  man,  dass 
die  Flächen  j**"  Ord.  auf  der  f?g  Specialgruppen  ausschneiden, 
durch  welche  p,-  =  (p  +  4  —  in  +  2i*)  adjungirte  Flächen  A*«' 
Ord.  gehen.  Die  Flächen  t^®'  Ord.  schneiden  also  die  R^  in 
Specialschaaren  von  der  Mannigfaltigkeit  in-*— p-f-p^  =  2i*-f-1. 

Die  Flächen  i*""  Ord,  schneiden  die  fij  in  Specialschaaren  und 
zwar  in  Vollschaaren,  wenn:  p  —  tn  +  2e*  ^  0  ist.  Ist  dagegen 
p  —  «n  +  2t*<;  0  und  i <  A,  so  liefern  die  Flüchen  i*^  Ord.  auf 
RP  eine  Theilschaar,  die  keine  Specialschaar  mehr  ist. 

Man  erkennt  aus  diesen  Betrachtungen  auch,  dass  die  Curven, 
welche  den  vollen  Schnitt  zweier  Flächen  F^  und  F^  bilden,  von 
den  Flächen  jeder  beliebigen  Ordnung  inVoUschaaren  geschnitten 
werden.  Ist  diese  Ordnung  ^  A ,  so  wird  die  Schaar  eine  Special- 
schaar. 

3.  Curven^  deren  niedrigste  Restcurve  aus  e  äquivalenten 
Curven  vom  Geschlechte  1  und  der  Ordnung  n,  besteht.  Die  Restp- 
curve  R'  hat  also  bei  Curven  dieser  Kategorie  die  Ordnung 
n's=:en^  und  das  Geschlecht  p'==4,  und  es  gilt  die  Relation: 
p  —  4  =  1^ (n  —  n')l  =  \(n^  —  n'*) .  Demnach  existiren  Curven 
i}£  von  dieser  Kategorie  bei  gegebener  Ordnung  nur  für  einzelne 
Werthe  von  p  ,  die  dieser  Relation  genügen,  wobei  n-^n'  ^0 
(mod  4)  sein  muss.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  n'  mindestens 
den  Werth  6  haben  muss;  die  R  zerfällt  dann  in  zwei  ebene 
Curven  3*«'  Ord. 
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Bei  der  Untersuchung  der  zu  R  corresidualen  Gurven  /r 
haben  wir  drei  verschiedene  Falle  su  unterscheiden.  Erstens  n^ 
ist  gerade,  dann  besitzt  die  niedrigste  Bestcurve  voü  R^  die 
gleiche  Ordnung  und  das  gleiche  Geschlecht  wie  R^.  Demgemäss 
%erfaüt  die  zu  ßj  corresiduale  Curve  niedrigster  Ordnung  in 
€  Cyurven  vom  Geschlechte  4  und  der  Ordnung  n^ .  Zweitens  n^ 
ist  ungerade  und  e  gerade,  dann  »er fällt  die  zu  /^  corresiduale 

Curve  niedrigster  Ordnung  in  |  Curven  vom  Geschlechte  4  und 

der  Ordnung  Sn^ .  Drittens  n,  und  e  sind  ungerade,  dann  ist  die 
zu  /?P  corresiduale  Curve  niedrigster  Ordnung  irreducibel,  ihre 
Ordnung  ist  {en^  +  2)  und  ihr  Geschlecht  {(€n^  +  3). 

Um  diese  Dinge  zu  beweisen,  zeigen  wir,  dass  es  zu  zwei 
äquivalenten  Curven  R^  von  ungerader  Ordnung  n^  eine  irredu- 
cible  Bestcurve  vom  Geschlechte  1  und  der  Ordnung  Sn^  giebt. 
In  der  That  können  wir  die  Ordnung  der  Bestcurve  gleich  2n^ 
wählen,  da  so  die  Summe  der  Ordnungen  beider  Curven  durch  4 
theilbar  wird  und  die  frühere  Formel  fttr  das  Geschlecht  der  Best- 
curve den  Werth  \  liefert.  Es  bleibt  nur  noch  nachzuweisen, 
dass  diese  Bestcurve  irreducibel  ist.  Nun  giebt  es  zu  R^  eine 
Bestcurve  fi,  von  der  Ordnung  {n^  +  2)  und  dem  Geschlechte 
{ [n^  +  3) .  Die  zu  zwei  äquivalenten  Curven  R^  gehörigen  Rest- 
curven  (2;j,  +  4)^«'  Ord.  schneiden  die  Bestcurve  2n,**'  Ord.  in 
2 «4  Punkten.  Da  zu  den  Bestcurven  (in^  +  l^)^^  Ord.  auch 
solche  gehören,  die  in  zwei  Äquivalente  Curven  R^  zerfallen,  so 
schneidet  die  R^  die  Bestcurve  2 /?,**'  Ord.  in  «,  Punkten.  Zer- 
fiele die  letztere  in  zwei  äquivalente  Theile,  so  würde  jeder 

derselben  mit  ß,  noch  -~  Punkte  gemein  haben;  das  widerspricht 

aber  der  Voraussetzung,  dass  n^  ungerade  sei.  Ist  €  eine  gerade 
Zahl,  so  fasse  man  die  äquivalenten  Curven  R^  paarweise  zusam- 
men und  bestimme  zu  jedem  Paare  die  Bestcurve  in^^^  Ord.; 

diese  -  äquivalenten  Curven  bilden  die  gesuchte  Curve  RT.   Ist 

£  eine  ungerade  Zahl,  so  fasse  man  (e  —  4 )  äquivalente  Gurven 
f?f  paarweise  zusammen  und  suche  zu  jedem  Paare  die  Bestcurve 
2n^^'  Ord.;  ausserdem  suche  man  zu  der  noch  Übrigen  Curve 
R^  eine  Bestcurve  /?,  von  der  Ordnung  (n,  +  2)  und  dera  Ge- 
schlechte { [n^  -f-  3) .  Unter  den  gesuchten  Gurven  iT  sind  dem- 
nach solche,  die  in  ^""    Curven  2n/®'  Ord.  vom  Geschlechte  4 
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und  eine  Curve  (n^  +  2)*«'  Ord.  vom  Geschleohte  ^{n^  +  3)  «er- 
fallen.  Da  nach  dem  vorher  Gesagten  der  leiste  Gnrventheil 
jeden  der  übrigen  in  n^  Punkten  trifft,  so  besitzt  die  allgemeinste 
unter  den  äquivalenten  Curven  R"  das  Geschlecht  ^(n'+  3)  und 
ist  irreduoibel. 

Besitzt  eine  Raumcurve  /2^-fi  äquivalente  Ourven  vom  Ge- 
schleckte f  und  der  Ord.  n^  als  Rest^  die  mit  ihr  auf  einer  Fläche 
X^fr  Qyfi^  liegen^  so  gehen  noch  e-fach  unendlich  viele  Flächen  A'**" 
Ord.  durch  R.  Die  Flächen  A'**"  Ord.  schneiden  demnach  aus  R 
nur  eine  Theilschaar  aus,  alle  Flächen  von  höherer  Ordnung  da- 
gegen Vollschaaren.  Auch  hier  treffen  die  Flächen  t'<*'  Ord.,  wenn 
p  —  in +  2 1*^0  ist,  die  Rg  in  Specialschaaren,  die  im  all- 
gemeinen  Vollscha^aren  sind.  Nur  wenn  n,  gerade  oder  wenn  n^ 
ungerade  und  e  gerade  ist,  haben  die  Flächen  von  der  Ordnung 

ix  —  -^l  mit  der  R  Specialgruppen  gemein,  die  bloss  eine  Theil- 
schaar bilden,  deren  Mannigfaltigkeit  um  {e — 4)  resp.  l| — 4| 

untei*  derjenigen  der  Vollschaar  liegt. 

Der  letzte  Theil  dieser  Resultate  wird  ganz  wie  bei  den 
Curven  der  vorausgehenden  Kategorie  abgeleitet  und  im  allgemei- 
nen giebt  es  hier  wie  dort  zu  R  noch  p"=  (p  —  in  +  2  t*)  -fach 
unendlich  viele  corresiduale  Curven  (n  —  4t)**'0rd.  iT,  da  diese 
Curven  irreduoibel  sind.   Nur  in  den  besonderen  Fälleui  wo  R" 

in  B  resp.  |  äquivalente  Curven  vom  Geschlechte  i  zerfällt,  wird 

p^ss  4,  aber  die  Zahl  der  corresidualen  Curven  e-fach  resp. 

--fach  unendlich. 

4.  Curven  mit  einer  mehrfach  zählenden  rationalen  Restcurve 
niedrigster  Ordnung.  Besteht  die  Restcurve  Ä'  aus  einer  a- fachen 
Curve  /?, ,  so  genttgt  p  der  Gleichung:  p=s=|.(n* —  a*wj)  +  4  —  a\ 
die  bei  gegebenem  Werthe  von  n  einzelne  Werthe  von  p  liefert 
unter  Berücksichtigung  der  Beziehung  n  +  an^^O  (mod  4)< 

In  wieviel  Punkten  wird  die  Curve  R^  von  der  Raumcurve 
R^  geschnitten?  Sei  x  die  Zahl  dieser  Schnittpunkte,  so  besitzen 
die  zu  (A  +  A|)  äquivalenten  Curven  die  Ordnung  (n  +  n^),  das 
Geschlecht  (p  —  4  -f-  a:)  und  sie  schneiden  die  Ä,  in  je  (x  —  2) 
Punkten  (vergl.  Nr.  4).  Allgemein  haben  die  zu  (R  +  aR^) 
äquivalenten  Curven  die  Ordnung  (n  +  an^),  das  Geschlecht 
(p  -{-ax  —  a*)  und  sie  schneiden  die  R^  in  [x  —  2a)  Punkten. 
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Diese  Gurven  bilden  aber  den  vollen  SehBÜt  der  F^  mit  einer 
Flache  von  der  Ordnung  \(n  +  an^)\  leUiere  hat  mit  der  R^ 

noch  y  (n  4-  anj  =  (x  —  ia)  Punkte  gemein.    Das  Geschlecht 

dieser  vollen  Schnittcurven  ist:  |(w  +  anJ*  +  ^=P  +  «^  —  er*- 

Aus  beiden  Relationen  folgt :  x  =s  ~  (n  +  an^)  +  ia .  Eine  i^ , 

die  von  einer  a- fachen,  rationalen  Curve  n^^^'Ord,  zu  einem  vollen 

Schnitt  ergänzt  wird^  trifft  letztei*e  in  y  (n  +  ««J  +  2cr  Punkten. 

Ist  Tif  eine  gerade  Zahl,  so  existirt  zu  der  rationalen  Curve 
f},  stets  eine  rationale  Restcurve  von  gleicher  Ordnung,  wie  aus 
der  Relation  zwischen  ihren  Geschlechtszahlen  folgt.  Besitzt 
also  die  Äj  eine  anfache  rationale Restcu}^e  von  gerader  Ordming^ 
so  giebt  es  zu  ihr  auch  eine  cor  residuale  anfache  Curve  von  gleicher 
Ordnung. 

Ist  ftf  eine  ungerade  Zahl,  dann  ist  die  niedrigste  zu  R  cor- 
residuale  Curve  im  allgemeinen  irreducibel  und  von  der  Ord- 
nung (n —  4i),  wo  t  die  grOsste  Zahl  ist,  die  der  Ungleichung 
p  —  t n  +  2 1*  ^  0  genügt.  Für  besondere  Werthe  von  n,  und  a 
kann  sie  jedoch  auch  entweder  aus  y  äquivalenten  Curven  vom 
Geschlechte  4  oder  aus  einer  /-fachen  rationalen  Curve  bestehen. 
Dazu  ist  nöthig,  dass  y  ein  Theiler  von  a  ist,  und  dass  es  zu  der 

'-fachen  Curve  R.  eine  Restcurve  vom  Gesohlechte  4  oder  0 

r  * 

giebt.    Das  tritt  ein,  wenn  ein  Werth  n,  existirt,  der  den  Aus^ 

druck:  -J^fnJ 1^1)  +  ^ 1  *o  *  oder  0  maoht;  dann  ist  eben 

n,  die  Ordnung  der  /-fachen  Curve  oder  der  y  äquivalenten 
Curven. 

Speciell  gehört  zu  einer  B^ ,  deren  Rest  eine  a- fache  Gerade 
ist,  eine  corresiduale  Curve,  die  in  a  äquivalente  ebene  Curven 
3^  Ord.  zerfällt,  und  umgekehrt  zu  einer  A^,  deren  Rest  aus 
e  äquivalenten  ebenen  Curven  3^'  Ord.  besteht,  eine  €- fache 
Gerade  als  corresiduale  Curve. 

Um  die  von  den  Flächen  t^'  Ord.  auf  der  üg  aosgesohnitte- 
nen  Schaaren  zu  studiren,  müssen  wir  die  gleichen  Retrachtungen 
wie  bei  den  Curven  der  zweiten  Kategorie  anstellen.  Ist  n^  un- 
gerade, dann  sind  die  zu  R  corresidualen  Curven  (n —  4  if*^  Ord. 
irreducibel,  und  deshalb  ist  ihre  Mannigfaltigkeit  gleich  [p  —  in 
•4-  Si*) .  Wir  schliessen  deshalb  genau  wie  a.  a.  0. : 
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Besitzt  die  äJ  eine  a-- fache  Restcurve  von  ungerader  Ord- 
nung^ die  mit  ihr  auf  einer  Fläche  X*^  Ord.  liegt,  so  wird  sie  von 
den  Flächen  i**^  Ord.,  wenn :  p  —  t n  +  8 1*  ^  0  ist,  in  Special- 
schaaren,  und  zwar  im  allgemeinen  in  Vollschaaren  geschnitten. 
Flächen  i'«-  Ord.,  für  welche  p  —  tn  +  2j»  <  0  und  t <  il  ist, 
schneidefi  aus  der  Äj  Theilschaaren,  die  keine  Specialschaaren 
mehr  sind. 

Für  ein  gerades  n^  wird  die  zu  R  corresiduale  Curve  niedrig- 
ster Ordnung,  wie  wir  oben  sahen,  selbst  eine  a- fache  Curve 
n^^'  Ord.    Durch  die  er- fache  Curve  R^  geht  also  eine  einzige 

Fläche  von  der  Ord.  ^ .  Ferner  gehen  nach  Nr.  4  Seite  649 

durch  die  a- fache  Curve  R^  Flächen  von  der  Ord.  (^  +  v\  in 

der  Mannigfaltigkeit  (vßn^  —  /^  +  2^*  +  * ) ,  wo  fttr  /?  <  a  der 

Werth  ß=^,  sonst  aber  /?  =  er  lu  setzen  ist.  Nun  sehneiden 

die  Flächen  t^^'  Ord.  aus  der  R^  Specialgruppen  aus,  wenn  es 
durch  die  a- fache  Curve  R^  Flachen  (A  — i)*«'Ord.  giebt.    Da 

aber  l  =  **    /^"*  ist,  schneiden  die  Flächen  von  der  Ordnung 

I  =  »— «»i  —  ^  g^f  jg^  j^p  gjjjg  Specialschaar  aus,  in  deren 

Gruppen  nur  (p  —  vßn^  +  ß* — 2r*  — 2)  Punkte  durch  die 
Obrigen  mitbestimmt  sind.  Diese  Specialschaaren  weisen  also 
die  Mannigfaltigkeit  {[n—an^^kv)*+^—(a  —  ß)(vn^—a—ß) 
auf,  die  sich  tUr  ß  =  a  auf  (2  t*  +  i )  reducirt. 

Besitzt  die  M^  eine  anfache  Restcurve  von  gerader  Ordnung 
n^ ,  die  mit  ihr  auf  einer  Fläche  A^***  Ord.  liegty  so  wird  sie  von  den 
Flächen  i'«' Ord.,  wo  i  =  \(n  —  an^)  —  v  ist^  in  Specialschaaren 

geschnitten.  Diese  Specialschaaren  sind  Vollschauren  für  ^  ^  ff , 

für  kleinere  Werthe  von  v  sind  sie  jedoch  Theilschaaren,  deren 

Mannigfaltigkeit  um  la  —  ^j    geringer  als  diejenige  der  Vollr 

schaar  ist.  Endlich  schneiden  die  Flächen  i^^  Ord.  für  i<ZX, 
ober  i^\[n — anj  die  Äj  in  Theilschaaren,  die  keine  Vollschaaren 
mehr  sind. 
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6.  AnfsKUniig  der  einzelnen  Currenfamilien  auf  den 
Fliehen  4^'  Ordnnng. 

Wir  haben  bereits  in  voriger  Nummer  gesehen,  dass  stets 
Raumcurven  R  von  gegebener  Ordnung  n  und  gegebenem 
Geschlechte  p  existiren,  deren  niedrigste  Restcurven  irredu- 
cibel  sind,  so  lange  p  unter  einer  gewissen  Grenze  bleibt. 
Und  zwar  muss  p  ^  k{ik  —  i^)  sein,  für  n  =  ik  —  tj  und 
1^  =  1  oder  2 ,  für  ?;  =  3  oder  4  dagegen  kann  p  einen  um  I 
grösseren  Werth  annehmen.  Diese  Curven  bilden  eine  Fa- 
milie mit  p  +  33  —  ^  CoDstanten,  wenn  sie  auf  od^  Fluchen 
4^«'  Ord.  liegen.  Ihre  niedrigsten  Restcurven  R'  besitzen  die 
Ordnung  n\  wo  n'  der  kleinste  Werth  ist,  welcher  den  Relatio- 
nen: n'  ^  Vn'  —  8p  und  n  -|-  n'  ^  0  (med  4)  genügt.  Die 
niedrigsten  corresidualen  Curven  fT  balien  die  OrdQung  n"y 
wobei  n  —  n"  ^0  (mod  4)  und  n"  die  kleinste  Zahl  ist,  welche 
die  Ungleichung  n"'^Yn* — Sp  erfüllt.  Ausserdem  existiren 
für  einzelne  Werthe  von  n  und  p  noch  andere  Familien  von 
Raumcurven,  deren  niedrigste  Restcurven  entweder  aus  mehre- 
ren Äquivalenten  Curven  vom  Geschlechte  4  oder  aus  einer 
mehrfach  zählenden  rationalen  Curve  bestehen.  Sie  bilden 
offenbar  Familien,  die  nicht  als  specielle  Fälle  der  vorher  er- 
wähnten Familien  angesehen  werden  können,  da  sie  die  gleiche 
Anzahl  von  Constanten  wie  jene  besitzen. 

In  den  folgenden  vier  Tabellen  sind  für  die  Ordnungen  40,44, 
42  und  43  die  Familien  aufgezählt.  Dabei  enthalten  die  Colonnen 
fttr  R'  und  p'  Ordnung  und  Geschlecht  der  niedrigsten  Restcurve, 
die  Colonnen  für  K'  und  p"  Ordnung  und  Geschlecht  der  niedrigsten 
corresidualen  Curve.  Die  Colonne  für  F  enthält  je  zwei  Ziffern, 
wovon  die  zweite  die  Ordnung  der  niedrigsten  Flächen  durch 
die  RlH  und  die  erste  die  Anzahl  dieser  Flächen,  soweit  sie  linear 
unabhängig  sind,  angiebt.  Ebenso  bedeuten  die  beiden  Ziffern 
in  der  Colonne  fttr  Ä'  die  Anzahl  und  die  Ordnung  der  niedrig- 
sten Kegel  durch  die  Doppelsecanten  der  Raumcurve.  Die  Zühl 
dieser  Kegel  ist  gleich  der  Zahl  der  Curven  fTund  ihre  Ordnung 
ist:  n  —  3  —  \(n  —  n") .  Die  Colonne  fttr  u  enthält  die  Con- 
stantenzahl  der  betreffenden  Curven.  In  den  Tabellen  sind  nur 
die  Curven  angegeben,  deren  Constantenzahl  fi  ^  4  n  ist,  da 
Curven  mit  weniger  Constanten  immer  specielle  Curven  sind. 
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Aber  auch  die  Curven,  für  welche  u  ^  4  n  ist,  sind  theilweise 
specielle  Fülle  allgemeinerer  Gurvenfamilien,  die  jedoch  nicht 
mehr  auf  Flachen  4^^'  Ord.  gelegen  sind.  Wann  dieser  Fall  ein- 
tritt, konnte  jedoch  hier  nicht  erörtert  werden.  Zunächst  sind 
die  Gurven  mit  irreduciblen  Restcurven  aufgeführt.  Bestehen 
die  Gurven  R'  und  R*'  aus  mehreren  äquivalentefi  Theiien  oder 
aus  einem  mehrfach  zählenden  Theil,  dann  sind  die  Zahlen  n 
und  n"  in  zwei  Factoren  gespalten,  von  denen  der  zweite  die 
Ordnung  des  einzelneu  Theiles,  der  erste  die  Zahl  der  Theile 
resp.  die  Yielfachheit  des  einzigen  Theiles  angiebt.  In  diesem 
Falle  sind  in  die  Colonnen  fttr  p'  und  p"  die  Geschlechtszahlen  4 
oder  0  der  Theilcurve  eingetragen. 

Auf  diese  vier  Tabellen  folgt  noch  eine  fünfte,  welche  alle 
Gurven  auf  den  Flächen  4*«  Ord.  bis  zur  24«*«*^  Ord.  enthält, 
deren  Gonstantenzahl  ^4nist.  Die  Bedeutung  der  einzelnen 
Colonnen  ist  die  gleiche  wie  in  den  vorausgehenden  Tabellen. 
Man  erkennt,  dass  es  bis  zur  24  ^^^^  Ord.  überhaupt  keine  Gurven 
mit  reducibler  Bestcurve  niedrigster  Ordnung  giebt,  die  nicht 
specielle  Fälle  anderer,  auf  Flächen  höherer  Ordnung  liegender 
Gurven  wären,  da  ihre  Gonstantenzahl  <[4n  ist.  Erst  bei 
höherer  Ordnung  treten  solche  reducible  Restcurven  auf,  und 
um  so  mehr,  je  höher  die  Ordnung  ist,  wie  das  die  Gurven 
40»*«'  bis  43>*"  Ord.  zeigen. 
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Die  Raumcurve,  für  welche  R'  aus  8  äquivalenten  ebenen 
Curven  3^'  Ord.  und  /T  aus  einer  achtfachen  Geraden  besteht, 
ist  reduoibel  und  zerfällt  in  eine  vierfache  Gerade  und  eine  sie 
nicht  schneidende  Curve  36*'^'  Ord. 
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Die  Raumcurve,  fQr  nvelche  R*  aas  5  Mqnivalenten  ebenen 
Corven  3^'  Ord.  und  R"  aus  einer  fünffachen  Geraden  besteht, 
ist  reducibel  und  serftlllt  in  eine  Gerade  und  eine  sie  einmal 
schneidende  Curve  40^*«'  Ord. 
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Die  Raomcurve,  für  weiche  R'  aus  6  äquivalenien  ebenen 
Gurven  3^'  Ord.  mid  R"  aus  einer  sechsfachen  Geraden  besieht, 
zerfilUt  in  eine  Doppelgerade  und  eine  sie  einmal  sdineidende 
Curve  iO^^'  Ord. 
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Die  RauiDCurve,  fttr  welche  R'  aus  7  äquivalenten  ebenen 
Curven  3^'  Ord.  und  R"  aus  einer  siebenfachen  Geraden  besteht, 
zerfällt  in  eine  dreifache  Gerade  und  eine  sie  einmal  schneidende 
Curve  40"*«'  Ord. 

Aus  den  vorstehenden  Tabellen  lassen  sich  auch  die  Raum- 
curven  von  geringerer  als  der  40"*®*»  Ord.  ableiten,  indem  die 
gleichen  Curven  R'  und  R"  auftreten  müssen  fttr  alle  Curven, 
deren  Ordnungen  modulo  i  congruent  sind,  nur  fahrt  nicht 
jedes  R'  zu  einer  irreduciblen  Curve  der  gewünschten  Ordnung. 

]Ut]i.-pli7i.  OlMse.  1897.  44 
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J.  E&rtmaniL  in  Potsdam,  lieber  den  Gang  einer  mit  Riefler- 
Sehern  Pendel  versehenen  Uhr  von  Utzschneider  und  Fraunhofer. 
Vorgelegt  von  H.  Bruns. 

Im  Juli  4893  berichtete  Herr  Anding  in  den  A.  N.  3488  über 
den  Gang  der  ersten  nach  dem  neuen  System  des  Herrn  Rieflbr 
construirten  Pendeluhr,  und  diese  Untersuchung  ist  meines 
Wissens  bisher  die  einsige  geblieben.  Bei  der  hervorragenden 
Bedeutung,  welche  die  Riefler'sche  Form  derPendelcompensation 
ohne  Zweifel  hat,  dürften  daher  die  folgenden  Mittheilungen  ttber 
ein  zweites  derartiges  Pendel  von  Interesse  sein. 

Herr  Prof.  Bruics  Hess  im  Jahre  4893  eine  ältere  auf  der 
Leipziger  Sternwarte  aufgestellte  Uhr,  die  auf  dem  Zifferblatt 
die  Firma  »Utzschneider  und  Fraunhofer«  trägt,  mit  einem 
Riefler'schen  Pendel  an  Stelle  des  bisherigen  Quecksilberpendels 
versehen.  Die  Federauf bängung  des  Pendels,  sowie  die  Hemmung 
(Graham'scher  Anker)  blieben  hierbei  unverändert.  Es  zeigte 
sich  jedoch  bald,  dass  sich  das  Werk  in  keinem  guten  Zustande 
befand.  Der  Eingriff  des  Ankers  in  das  Steigrad  war  nicht  richtig 
regulirt,  sodass  sich  der  Secundenzeiger  bei  jeder  grössten  Clon- 
gation  des  Pendels  ein  Stttck  rückwärts  bewegte.  Femer  wurde 
der  Gang  der  Uhr  immer  unregelmässiger:  während  er  sich 
anfangs  ziemlich  constant  auf  —  0!4  gehalten  hatte,  wuchs  er 
bis  zum  Juli  4894  bis  zu  +  0?9,  nahm  dann  im  August  bis  auf 
+  0?3  ab,  um  im  October  wieder  auf  +  0!7  zu  steigen.  Im 
November  wurde  deshalb  das  Werk  einer  gründlichen  Beparatur 
unterworfen,  wobei  die  Fehler  der  Hemmung  beseitigt  wurden. 
Im  Januar  4  895  blieb  die  Uhr  noch  einmal  ohne  ersichtlichen 
Grund  stehen ,  wurde  aber  ohne  weitere  Veränderung  wieder 
in  Bewegung  gesetzt,  worauf  etwa  vom  März  an  der  Gang  eine  so 
hervorragende  Constanz  annahm,  dass  er  einer  genaueren  rech- 
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nerischen  Bearbeitung  werth  zu  sein  schien.  Im  Ansohluss  an 
meine  regelmassigen  Zeitbestimmungen  begann  ich  daher  eine 
Untersuchung  dieser  Uhr,  musste  jedoch  die  Beobachtungsreihe 
bei  meinem  im  October  4896  erfolgten  Fortgange  von  der  Leip- 
ziger Sternwarte  abbrechen.  Immerhin  hatte  der  anderthalb- 
jährige Zeitraum  hingereicht,  um  sowohl  eine  interessante  Periode 
des  Schwingungsbogens  nachzuweisen,  als  auch  den  Temperatur- 
und  Barometercoefficienten  des  Ganges  mit  genügender  Sicher- 
heit zu  bestimmen. 

Die  Zeitbestimmungen,  an  welche  die  nach  mittlerer  Zeit 
gehende  Uhr  direct  chronographisch  angeschlossen  ist,  wur- 
den in  etwa  achttägigen  Intervallen  mittelst  eines  gebrochenen 
Passageninstrumentes  im  Vertical  des  Polarsternes  ausgeführt. 
Die  angewandte  Beobachtungsmethode  erlaubt  bei  jedem  ein- 
zelnen Zeitsterne  eine  vollständige  Elimination  aller  Instrumental- 
fehler,  sodass  jeder  Stern  eine  ganz  unabhängige  Zeitbestimmung 
ergiebt.  Die  Beobachtung  beginnt  mit  zwei  Einstellungen  des 
Polaris  mittelst  der  Mikrometerschraube  des  Fadennetzes;  sodann 
wird  der  Durchgang  des  Zeitsternes  durch  zehn  Fäden  vor  der 
Culmination  registrirt;  hierauf  wird  das  Instrument  umgelegt 
und  der  nochmalige  Durchgang  durch  dieselben  Fäden  be- 
obachtet; endlich  folgen  noch  zwei  Einstellungen  des  Polaris  in 
der  zweiten  Kreislage.  Die  Genauigkeit  dieser  Zeitbestimmungen 
unterlag  ziemlich  starken  Schwankungen.  Fdr  den  mittleren 
Fehler  m  einer  Zeitbestimmung  aus  einem  Sterne  findet  sich: 

1 893  März  23  —  Juli      7     Beob.  Hatn        m  =  ±Ot\ 06 


Aug.     5  —           Sept.  26 

HARTMANtf 

0.040 

Sept.  26  — 4  894  Febr.  <  6 

Hayn 

0.085 

4894  Febr.  16—           April  23 

Hartmakn 

0.085 

Mai      6—.          Sept.  H 

Hatn 

0.080 

Sept.  17—           Oct.    27 

Hatn 

0.191 

Oct.    27  — 1895  Mai       6 

HiRTHANN 

0.086 

1895  Mai     16—          Juli    17 

Hartmann 

0.234 

Juli    26  — 1896  Febr.  26 

Hartüann 

0.050 

1896  März    5—           Oct.    12 

Hartmann 

0.056 

Die  im  Juni  4  895  plötzlich  auftretende  grosse  Unsicherheit 
der  Messungen  Hess  einen  Defect  am  Instrumente  vermuthen. 
Nachdem  eine  genaue  Prüfung  des  Mikrometers  sowie  der  Be- 
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festiguDg  des  Prismas  nichts  von  Bedeutung  ergeben  hatte,  zeigte 
es  sich,  dass  das  Objectiv  in  seiner  Fassung  locker  war,  und 
dass  eines  der  zwischengelegten  Stanniolbldttchen  seinen  Platz 
verlassen  hatte.  Nachdem  dieser  Fehler  beseitigt  war,  erlangten 
die  Zeitbestimmungen  einen  vorher  nie  dagewesenen  Grad  von 
Sicherheit,  sodass  es  wohl  kaum  einem  Zweifel  unierliegt,  dass 
der  genannte  Fehler  schon  seit  geraumer  Zeit  die  Zuverlässigkeit 
der  Beobachtungen  beeinträchtigt  hatte. 

Für  den  Zeitraum  nach  der  Reparatur  ergiebt  »ch 
m  =  ±:  0?053 ;  da  nun  an  jedem  Abend  stets  zwei  oder  drei 
Zeitsteme  beobachtet  wurden,  so  ist  der  m.  F.  eines  Uhrstandes 
zu  ±:  0!035  und  bei  einem  siebentägigen  Intervall  der  m.  F. 
eines  täglichen  Ganges  zu  ±  0!007  anzunehmen.  Da  diese 
Grösse  gegen  die  thatsächlichen  unregelmässigen  Schwankungen 
des  Ubrganges  verschwindet,  so  ist  es  erlaubt,  die  Zeitbestim- 
mungen als  fehlerfrei  anzunehmen  und  den  berechneten  täg- 
lichen Gängen  bei  der  folgenden  Ausgleichung  gleiches  Gewicht 
beizulegen.  Eine  Ausnahme  wäre  nur  mit  den  viel  unsichereren 
Beobachtungen  vor  der  Entdeckung  des  Fehlers  zu  machen,  und 
es  war  anfangs  beabsichtigt,  dieselben  ganz  bei  Seite  zu  lassen. 
Da  jedoch  hierdurch  der  Beobachtungsseitraum  zu  sehr  abgekürzt 
worden  wäre,  so  wurde  eine  vorläu6ge  Ausgleichung  vorge- 
nommen, um  zu  sehen,  ob  irgend  eine  der  fraglichen  Zeitbe- 
stimmungen besonders  fehlerhaft  sei.  Es  ergab  sich  nun  hierbei, 
dass  sich  die  früheren  Gänge  mit  der  gleichen  Genauigkeit  durch 
die  gefundene  Formel  darstellen  Hessen,  wie  die  späteren,  und 
aus  diesem  Grunde  wurde  von  einer  Gewichtsbestimmung  über- 
haupt abgesehen. 

Besondere  Sorgfalt  wurde  auf  die  Gewinnung  möglichst 
richtiger  Mittel werthe  des  Barometer-  und  Thermometerstandes 
verwendet.  Das  Barometer  wird  auf  der  Leipziger  Sternwarte, 
die  zugleich  eine  meteorologische  Station  zweiter  Ordnung  ist, 
dreimal  täglich  —  morgens  8^,  nachmittags  2**,  abends  8*  —  ab- 
gelesen; ausserdem  standen  noch  die  Aufzeichnungen  eines  An- 
eroidbarographen  zur  Verfügung.  Um  ein  aber  den  ganzen  Tag 
gleichmässig  vertheiltes  System  von  Beobachtungen  des  Druckes 
zu  erlangen,  wurden  die  Angaben  des  Barographen,  dessen  Gang 
zuvor  einer  eingehenden  Untersuchung  unterworfen  worden 
war,  zur  Interpolation  des  Barometerstandes  for  nachts  2^  be- 
nutzt.  Ausserdem  dienten  die  Barogramme  auch  noch  zur  Gon- 
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trole  der  Ablesungeii  am  SiatioBsbarometer.  In  de«  wenigen 
Fällen,  in  welchen  ein  Veraoben  bei  der  BarometerabieBiong 
darch  das  Barogramm  angedeutet  war,  wurde  es  jedesmal  durch 
Heranaiehung  der  gleiohseitigen  Beebachtungen  in  Chemnitz  und 
Magdeburg,  auf  deren  VerbinduBfah'nie  Leipsig  liegt,  beattftigt. 
Aus  den  so  gewonnenen  sehr  suverlttssigen  sechsstündigen 
Barometerständen  wurden  dann  für  die  einzelnen  Zeitabschnitte 
zwischen  den  Zeitbestimmungen  die  Mittelwerthe  des  Druckes 
berechnet. 

Die  Temperatur  im  Uhrgehäuse  wird  zweimal  täglich,  mor- 
gens und  abends  8^,  abgelesen.  Da  die  Uhr  ohne  weiteren  Schutz 
im  Bibliotheksraume  der  Sternwarte  von  allen  heizbaren  Räumen 
vollkommen  getrennt  aufgestellt  ist,  so  muss  sie  sowohl  die  jähr- 
liche, als  auch  die  tägliche  Periode  der  Temperatur  durch- 
machen. Eine  vor  meiner  Abreise  noch  angestellte  kurze 
Beobachtungsreihe  ergab,  dass,  während  allerdings  auch  im 
Freien  die  Temperaturschwankungen  nicht  erheblich  waren, 
die  grOsste  tägliche  Schwankung  im  Uhrgehäuse  0?7  betrug. 
Bedenkt  man  ausserdem,  dass  diese  kleine  Schwankung  mit 
sehr  grosser  Annäherung  in  der  Form  einer  einfachen  Sinuslinie 
verlaufen  wird,  so  ist  es  ersichtlich,  dass  sich  das  Mittel  aus  den 
zwei  äquidistanten  Beobachtungen  nur  äusserst  wenig  vom 
wahren  täglichen  Mittelwerthe  der  Temperatur  entfernen  kann. 
Bei  einer  schärferen  Discussion  des  Beobachtungsmateriales 
würde  es  jedoch  zu  empfehlen  sein,  durch  einige  Beobaohtungs- 
reihen  im  Sommer  und  Winter  festsustellen,  inwieweit  man 
auch  bei  den  Temperaturextremen  berechtigt  ist,  die  so  gebil* 
deten  Mittelwerthe  als  Repräsentanten  der  mittleren  Tagestem^ 
peratur  der  Uhr  anzusehen. 

Auch  der  Schwingungsbogen  ist  zweimal  täglich  zu  den* 
selben  Terminen  von  dem  meteorologischen  Beobachter  Herrn 
Lbppig  regelmässig  abgelesen  worden.  Eine  unter  dem  Ende 
der  Pendelstange  angebrachte  Scale  ist  direct  in  Zehntelgrade 
getheilt,  und  durch  Schätzung  kann  0?04  der  Elongation  noch 
mit  einiger  Sicherheit  beobachtet  werden. 

Die  Uhr  ist  ein  Yierzehntagewerk,  jedoch  wird  sie,  um  das 
27  cm  lange,  dicht  vor  dem  Pendel  herabhängende  Gewicht  nicht 
zu  nahe  an  die  Linse  kommen  zu  lassen,  stets  nach  7  Tagen, 
Mittwochs  früh  40^,  aufgezogen.  Um  zunächst  zu  ermitteln,  ob 
nicht  trotzdem  die  Stellung  des  Gewichtes  einen  Einfluss  auf 
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den  Schwingungsbogen  ausübte,  bildete  ich  sehnwöchige  Mittel- 
werthe  aus  den  Ablesungen  jedes  einzelnen  Termines.  Da 
der  ganze  Beobachtangszeitraum  80  Wochen  umfasst,  so  er- 
gaben sich  die  folgenden  acht  Zahlenreihen ,  die  ein  buchst 
Überraschendes  Verhalten  zeigen. 


Tafel  I. 
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In  der  ersten  Golumne  dieser  Tafel  sind  die  Wochentage 
durch  die  bekannten  Planetenzeichen  kenntlich  gemacht,  in  den 
folgenden  sind  die  Abweichungen  derMittelwerthe  der  einzelnen 
Termine  vom  zehnwtfchigen  Mittel  des  ganzen  Schwingungs- 
bogens  gegeben,  ausgedrückt  in  0?004.  Eine  im  Laufe  einer 
Woche  der  Zeit  proportionale  Aenderung  der  Amplitude  ist  nicht 
vorhanden,  aber  in  allen  Reihen  zeigt  sich  vollkommen  überein- 
stimmend eine  regelmässige  Schwankung  von  etwa  zweitägiger 
Periode.  Noch  deutlicher  tritt  letztere  hervor,  wenn  man  nur 
die  Aenderungen  des  Schwingungsbogens  zwischen  den  Be- 
obaohtungsterminen  ins  Auge  fasst;  ich  habe  daher  auch  diese, 
ebenfalls  in  0?004  ausgedrückten  Zahlen  in  der  folgenden 
Tabelle  zusammengestellt. 
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Tafel  n. 
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Man  sieht,  dass  der  SchwiDgungsbogen  nach  dem  Aufziehen 
regelmässig  in  den  ersten  24  Stunden  abnimmt,  im  Mittel  um 
0?036;  dann  folgen  zwei  Tage  lang  unregelmässige  Schwan- 
kungen, die  wohl  noch  als  eine  Nachwirkung  des  Aufziehens 
aufzufassen  sind.  Von  Sonnabend  früh  an  haben  aber  in  der 
letzten  Tabelle  die  Zahlen  jeder  Horizontalreihe  das  gleiche  Vor- 
zeichen, sodass  also  von  diesem  Zeitpunkte  an  die  Aenderungen 
des  Schwingungsbogens  in  sämmtlichen  80  Wochen  ganz  über- 
einstimmend erfolgten  und  zwar,  wie  man  sofort  erkennt,  mit 
einer  Periode  von  zwei  Tagen.  Es  lag  nun  nahe,  die  Ursache 
dieser  Störungen  in  einem  Rade  des  Werkes  zu  suchen,  und  in 
der  That  konnte,  da  vorläufig  die  Uhr  nicht  geöfifnet  werden 
sollte,  durch  Zählung  der  beim  Aufziehen  auszuführenden  Um- 
drehungen des  Schlüssels  festgestellt  werden,  dass  die  Aufzugs- 
welle in  zwei  Tagen  einmal  umläuft.  Es  ist  daher  mit  ziemlicher 
Sicherheit  anzunehmen,  dass  die  regelmässigen  Aenderungen 
des  Schwingungsbogens  ihren  Grund  in  einer  Excentricität  eines 
Theiles  dieser  Welle  haben,  wodurch  eine  veränderliche  Stärke 
des  Antriebes  entstehen  muss. 

Es  erwuchs  nunmehr  die  Aufgabe,  zu  ermitteln,  welche 
Wirkung  die  festgestellten  Schwankungen  des  Schwingungs- 
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bogens  auf  den  Gang  der  Uhr  austf>en.  Bezeichnet  man  den 
ganzen  Sehwingungsbogen  mit  S,  den  taglichen  Gang  mit  G,  so 
ist  fttr  das  einfache  Pendel 

dG  =  30;r8in  ^  dS , 

wobei  dS  in  Graden  auszudrocken  ist.  Da  bei  »Fraunhofer- 
Biedere  S  sich  immer  sehr  nahe  auf  3°  gehalten  hat,  so  wäre 
nach  obiger  Formel  für  je  0?004  Zunahme  des  ganzen  Schwin- 
gungsbogens  eine  Gangänderung  von  ^  0Ü002467  zu  erwarten. 
Die  mit  einem  Uhrwerk  verbundenen  physischen  Pendel  folgen 
jedoch  nicht  dieser  einfachen  Formel,  sodass  sich  z.  B.  far  die 
Uhren  »Biefler  Nr.  1«  in  München^)  und  »Tiede  Nr.  400«  in 
Berlin  ^)  der  Einfluss  der  Schwingungsweite  auf  den  Gang  etwa 
doppelt  so  gross  ergab. 

Auf  der  Leipziger  Sternwarte  werden  die  Hauptuhren  täglich 
i^  mit  einander  chronographisch  verglichen,  und  das  reiche,  auf 
diese  Weise  gesammelte  Beobachtungsmaterial  ist  zur  Unter- 
suchung kurzperiodischer  Schwankungen  des  Ganges  sehr  ge- 
eignet. Die  Beduction  der  täglichen  Vergleichungen  erfolgt  in 
der  Weise,  dass  zwischen  je  zwei  Zeitbestimmungen  der  Gang 
der  Normaluhr  »Dencker  XITc  als  constant  angenommen  wird, 
woraus  sich  dann  die  täglichen  Gänge  der  übrigen  Uhren  un- 
mittelbar ergeben.  Es  ist  klar,  dass  sich  durch  diese  Berechnungs- 
weise alle  Unregelmässigkeiten  des  Ganges  von  »Dencker  XII« 
auf  die  anderen  Uhren  übertragen  müssen,  doch  ist  hierbei  Folgen- 
des zu  beachten.  Da  der  Barometercoefficient  für  »Dencker  XII« 
und  für  »Fraunhofer-Biefler«  sehr  nahe  denselben  Werth  hat, 
so  sind  Luftdruckschwankungen  ohne  Einfluss  auf  den  relativen 
Gang  beider  Uhren.  Die  Temperatur  würde,  da  die  Thermometer- 
coefficienten  erheblich  verschieden  sind,  störend  einwirken 
können;  jedoch  sind  zwischen  zwei  Zeitbestimmungen  die  Tem- 
peraturänderungen nur  gering,  sodass  auch  hieraus  kein  erheb- 
licher Fehler  entspringen  kann.  Ueberdies  ist  anzunehmen,  dass 
die  letztgenannten  kleinen  Unterschiede  ebenso  wie  alle  unregel- 
mässigen Schwankungen  des  Ganges  von  »Dencker  XIIc  als 
zufällige  Fehler  wirken  und  sich  im  Mittel  aus  den  zahlreichen 
Vergleichungen  aufheben  werden.    Nur  die  einzige  Annahme 
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niuss  gemacht  werden,  dass  nicht  der  Gang  von  »Dencker  XII« 
eine  gleiche  zweitägige  Periode  besitzt,  wie  die  zu  untersuchende 
Uhr;  wenn  im  letzteren  Falle  dann  auch  noch  die  Phasen 
bei  beiden  Uhren  Obereinstimmten,  so  könnte  im  relativen 
Gange  die  Periodicität  verschwinden.  Dieses  Zusammentreffen 
ist  jedoch  so  unwahrscheinlich,  dass  man  kaum  damit  zu 
rechnen  hat. 

Die  aus  den  täglichen  Vergleichungen  folgenden  Gänge  von 
»Fraunhofer-Riefler«  habe  ich  den  früheren  Gruppen  ent- 
sprechend in  zehnwöchige  Mittelwerthe  zusammengezogen  und 
gebe  in  Tafel  III  wieder  die  Abweichungen  der  Terminmittel 
vom  Gesammtmittel  der  zehn  Wochen.  Im  Sommer  4896  wurde 
»Dencker  XII«  einer  Reinigung  unterworfen,  sodass  von  den 
letzten  20  Wochen,  während  welcher  »Fraunhofer-Biefler«  als 
Normaluhr  diente,  die  Vergleichungen  fehlen. 


Tafel  III. 
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Nimmt  man  an,  dass  jede  der  beobachteten  Schwingungs- 
weiten zwölf  Stunden,  sechs  vor  und  sechs  nach  der  AblesuDg 
bestanden  hat,  so  ergeben  sich  für  die  Zeiträume  zwischen  den 
täglichen  Uhrvergleichungen  aus  den  Zahlen  der  Tafel  I  die  in 
der  folgenden  Tabelle  mit  dS  überschriebenen  Abweichungen 
des  ganzen  Schwingungsbogens  von  seinem  Mittelwerthe,  und 
hieraus  würden  für  ein  mathematisches  Pendel  die  mit  Ä  be- 
zeichneten Gänge  folgen,  während  B  die  der  Tafel  III  entnom- 
menen beobachteten  Wertbe  sind. 
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Von  den  B  haben  drei  das  gleiche,  vier  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  wiei?,  sodass  also  in  den  täglichen  Gängen  keine 
Spur  einer  Einwirkung  der  Schwankungen  der  Amplitude  m 
erkennen  ist.  Am  deutlichsten  müsste  sich  der  Einfluss  jener 
Schwankungen  am  Montag  und  Dienstag  zeigen,  wo  rechnungs- 
massig  eine  Gangänderung  von  —  0?097  resp.  +0H46  statt- 
finden müsste,  während  die  Beobachtungen  nur  +0?005  resp. 
—  0!0S3  ergeben.  Dieses  für  den  gleichmässigen  Gang  der  Uhr 
ausserordentlich  wichtige  Resultat,  die  Unabhängigkeit  vom 
Schwingungsbogen,  werden  wir  später  noch  auf  anderem  Wege 
bestätigt  finden. 

Zu  einer  Beurtheilung  der  Gleichmässigkeit  des  Ganges  beider 
Uhren  während  kürzerer  Intervalle  scheint  mir  das  Material  der 
täglichen  Yergleichungen  nicht  geeignet  zu  sein,  da  dasselbe  bei 
der  nur  einmal  ausgeführten  Reduction  gegen  Rechenfehler  nicht 
genügend  gesichert  ist.  Das  Einzige,  was  man  aus  den  Werthen 
von  B  noch  folgern  könnte,  ist  eine  geringe  Zunahme  des  relativen 
Ganges  beim  Sinken  des  Uhrgewichtes,  jedoch  lässt  sich  nicht 
entscheiden,  von  welcher  Uhr  diese  Erscheinung  veranlasst  wird. 

Um  für  die  Untersuchung  der  Abhängigkeit  des  Schwin- 
gungsbogens  von  Temperatur  und  Luftdruck  ein  von  den  be- 
sprochenen periodischen  Schwankungen  freies  Material  zu  haben, 
wurden  der  weiteren  Ausgleichung  die  von  Mittwoch  zu  Mitt- 
woch gebildeten  wöchentlichen  Mittelwerthe  zu  Grunde  gelegt 
Diese  Zahlen  nebst  den  zugehörigen  Werthen  des  Barometer- 
und  Thermometerstandes  B  und  T  sind  in  der  folgenden  Tabelle 
zusammengestellt.  Unter  S  sind  die  Abweichungen  des  ganzen 
Schwingungsbogens  von  3^  gegeben.  Das  beigesetzte  Datum  ist 
der  mittelste  Tag  (Sonnabend]  der  betreffenden  Woche.  Die 
Golumne  F  findet  später  ihre  Erklärung. 
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26 

752.71 

+  14.90 

0 

Jnni    1 

+ 

26 

752.51 

+  16.99 

— 

2 

8 

+ 

32 

750.73 

+  18.26 

+ 

2 

15 

+ 

28 

751.76 

+  16.01 

+ 

3 

22 

+ 

47 

755.51 

+  17.86 

+ 

22 

29 

+ 

54 

749.93 

+  18.66 

+ 

27 

Juli     6 

+ 

66 

754.49 

+  18.84 

+ 

42 

13 

+ 

81 

746.88 

+  18.05 

+ 

56 

20 

+ 

69 

748.51 

+  19.19 

+ 

44 

27 

+ 

74 

750.11 

+  21.29 

+ 

48 

Aug.   3 

+ 

67 

745.38 

+  19.72 

+ 

42 

10 

+ 

72 

748.74 

+  19.39 

+ 

51 

17 

+ 

46 

754.81 

+  18.14 

+ 

31 

24 

+ 

65 

753.53 

+  20.64 

+ 

47 

31 

+ 

69 

755.34 

+  19.90 

+ 

54 

Sept.  7 

+ 

100 

754.44 

+  21.22 

+ 

84 

14 

+ 

76 

752.78 

+  17.71 

+ 

66 

21 

+ 

25 

759.12 

+  16.17 

+ 

22 

28 

+ 
+ 

25 
19 

757.24 
743.84 

+  16.19 
+  15.17 

+ 

22 

Oct.    5 

+ 

12 

12 

— 

1 

748.97 

+  13.94 

2 

19 

— 

6 

754.13 

+    9.71 

+ 

4 

26 

— 

5 

744.16 

+    7.38 

+ 

4 

Nov.    2 

— 

10 

755.90 

+    6.79 

+ 

8 

9 

— 

15 

747,09 

+  10.56 

7 

16 

— 

31 

757.16 

+  10.22 

— 

15 

23 

— 

23 

759.00 

+    5.19 

+ 

3 

30 

— 

25 

753.14 

+    2.64 

+ 

3 

Dec.   7 

— 

20 

740.50 

+    4.31 

0 
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t 

s 

B 

T 

F 

mm 

1895  DecU 

-  0?024 

743.40 

+   3?72C 

0?000 

H 

—       39 

748.64 

+    2.76 



10 

S8 

-       34 

754.13 

-    0.46 

+ 

4 

1896  Jan.     4 

-       28 

762.03 

+    0.46 

+ 

14 

11 

-       25 

766.20 

—    0.18 

+ 

17 

18 

-       21 

756.01 

-1-    1.95 

+ 

18 

85 

-       58 

760.54 

+    1.94 

16 

Febr.  1 

—       59 

767.21 

+    1.59 

— 

11 

8 

—       49 

761.86 

+    3.05 



4 

15 

-       74 

761.22 

+    8.53 

- 

28 

32 

-       39 

769.08 

+    0.67 

+ 

10 

89 

-       33 

744.82 

+    1.28 

+ 

9 

Man  7 

-       46 

746.62 

+    4.32 

7 

14 

-       54 

750.09 

+    4.26 

— 

H 

21 

—       86 

752.02 

+    9.16 

— 

48 

28 

-       61 

744.60 

+    8.86 

— 

26 

April  4 

—       31 

752.16 

+    6.46 

+ 

15 

11 

-       38 

750.18 

+    7.76 

+ 

5 

18 

-       39 

758.61 

+    7.60 

+ 

9 

25 

-       29 

761.64 

+    8.84 

+ 

18 

Mai     2 

-       46 

751.79 

+    9.97 



1 

9 

-       46 

786.61 

+  11.36 

— 

1 

16 

—       24 

751.31 

+  12.30 

+ 

48 

23 

-       28 

752.49 

+ 12.64 

+ 

46 

30 

-       40 

761.89 

+  14.60 

+ 

2 

Juni    6 

-       45 

746.29 

+  17.81 

— 

10 

13 

-       49 

760.10 

+  18.82 

— 

12 

20 

-       44 

753.44 

+  19.57 

— 

6 

27 

—       44 

750.24 

+  17.56 

— 

3 

JuU     4 

-       33 

760.55 

+  16.09 

+ 

12 

11 

-       26 

754.01 

+  19.22 

+ 

17 

18 

-       39 

751.72 

+  20.26 

+ 

2 

25 

—       29 

751.70 

+  19.45 

+ 

16 

Aug.   1 

-       37 

748.43 

+  18.70 

+ 

8 

8 

-       54 

751.84 

+  18.15 

— 

5 

15 

-       46 

750.78 

+  17.40 

+ 

6 

22 

—       40 

748.78 

+  16.90 

+ 

12 

29 

—       66 

751.98 

+  16.19 

10 

Sept.  5 

-       63 

750.82 

+  16.13 

— 

6 

12 

-       76 

748.54 

+  16.75 

— 

80 
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Es  ist  suDachst  hervonuheben^  dass  sich  der  Sohwingungs- 
bogen  immer  sehr  nahe  auf  3^  gebritan  hat;  die  auch  nur  ganz 
vorübergehend  erreichten  Extreme  sind  S'^e/O  und  2^  54/8.  Fast 
vollkommen  constant  wttrde  die  Amplitude  sein,  wenn  man  von 
der  grösseren  Schwankung  absieht,  die  sich  während  des 
Sommers  4  895  im  Verlaufe  der  ersten  drei  Decaden  abgespielt 
hat.  Ueber  die  Ursache  dieser  Störung  tisst  steh  nichts  Näheres 
angeben;  mit  der  Temperatur  dürfte  sie  in  keinem  Zusammen- 
hange stehen,  da  sich  im  Sommer  4896  durchaus  nichts  Aehn- 
liebes  zeigte.  Da  es  vollkommen  ausgeschlossen  war,  auch  diese 
Störung  in  einer  einfachen  Formel  fär  den  Sohwingungsbogen 
mit  zum  Ausdruck  zu  bringen,  so  schlug  ich  bei  der  Ausgleichung 
den  folgenden  Weg  ein. 

Jei«r  Werih  van  S  habe  die  Form 

S=^S^  +  Sb(&—  760mm)  +  Sr(r—  40°)  . 

Die  so  entstehenden  80  Gleichungen  wurden  nun  unter  der  Be- 
dingung aufgelöst,  dass  zwar  dem  ganzen  Beobachtungsmaterial 
derselbe  Werth  von  Sb  und  St,  aber  immer  nur  40  aufein- 
anderfolgenden Wochen  ein  gemesnsamer  Wertii  von  S^  entr 
sprechen  sollte.  Die  Auflösung  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  ergab  folgendes  System  der  Unbekannten: 


Sb  —  -  09000468 

s„==— o?eeo4 

Sjr  =  +  0.00834 

S„  =*  -f  0.0893 

S„  =  +  0.0483 

S„  «=  -  0.0088 

S„  =  - 0.0486 

S„  =  -  0.0354 

S„  =  - 0.0540 

S„  =  -  0.0658 

Die  Sg  zeigen  jetzt  ganz  deutliefa  die  vorttbergehende  starke 
Zunahme  der  Schwingungsweite  in  der  zweiten  und  dritten 
Decade,  während  von  S^^  an  eine  der  Zeit  fast  genau  propor- 
tionale Abnahme  von  S  um  wöchentlich  0900444  oder  täglich 
0?000207  eintrat.  Dieses  Resultat  Hess  erwarten,  dass  man  eine 
sehr  gute  Darstellung  des  Sohwingungsbogen  s  wahrend  der 
letzten  50  Wochen  durch  Einführung  eines  der  Zeit  proportio- 
nalen Gliedes  erhalten  wttrde,  und  ich  setzte  daher  nun  nur  für 
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diesen  immerhin  noch  ein  Jahr  umfassenden  Zeitraum  die  Be- 
dingungsgleiehungen  in  der  Form  an : 

S=S^+S^(f— 4896Mäns25)+S5(B— 750mm)  +  Sr(r— 40^). 

Unter  Einführung  der  HüIfsgrOssen 

5fS=4750Sf  8t=^00St 

ergaben  sich  die  Normalgleichungen 

0  =  +i8.5800  +  50.00Ä^+  0.00005^+10.4600«^—  O.OlOO^r 
0  =  +  3.2372+  0.005o+<6.6600«<—  4.2742Ä^+4Ä.8730Är 
0=+  5.42iO  +  40.465o—  4.27425^+46.5882«^—  6.94545r 
0  =  +  0.4406-  0.94  50+42.87305^— .  5.9454 5,+24.3764  5r, 
deren  Auflösung  su  folgenden  Werthen  der  Unbekannten  ftlhrte: 

5.  =  —  0?3684  ±  0?024  2  (m.  F.) 
5^  =  —  0.3208  ±  0.0476 
5ä=  — 0.0509  ±0.0396 
5r=+ 0.4587  ±:  0.0443 
Die  Formel  fttr  den  Sohwingungsbogen  lautet  daher: 

S  =      2?964  ±:  090024  2  (m.  F.) 

—  0.0004  833  (( —  4896  März 25)  ±:  0.0000272 

—  0.000509  {B  —  760  mm)  ±  0.000396 
+  0.004587  (J—  40°C)                        ft  0.000443 

Diese  Formel  befindet  sich  in  sehr  guter  Uebereinstimmung 
mit  den  oben  aus  allen  80  Beobachtungswochen  auf  ganz  an- 
derem Wege  abgeleiteten  Zahlen.  Der  seinen  m.  F.  nur  wenig 
ttbersteigende  Barometercoefficient  ist  sehr  klein,  für  4  mm 
Druckzunahme  verringert  sich  der  ganze  Sohwingungsbogen 
um  4!'83.  Für  die  mit  Quecksilbercompensation  versehene  Uhr 
»Tiede  Nr.  3«  der  Berliner  Sternwarte  konnte  Herr  Foerstbr^] 
die  Abhängigkeit  der  Amplitude  vom  Barometerstande  in  der 
Form  darstellen 

woraus  sich  für  5  =  3°  und  B  =  750  mm  S^  =  —  2'.'6  ergeben 
würde.    Für  die  von  Herrn  ScHiniANN  ^)  eingehend  untersuchte 


4)  A.  N.  2483. 

2)  SitzuDgsber.  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  4888. 


Gahg  einer  mit  Ribflbr'sgbkk  Pendel  ybrsebenen  Uhr  etc.    6T7 

Uhr  »Dencker  XII«  hatte  sich  Sjs  =  —  4'M  ergeben.  Auch  der 
Temperatorcoefficient  +  5171  für  +  1°C  ist  äusserst  klein  und 
betragt  nur  den  neunten  Theil  der  für  >DenckerXII«  gefundenen 
Grösse  +  49:'7. 

In  Tafel  Y  sind  unter  F  die  nach  obiger  Formel  Übrig  blei- 
benden Fehler  aufgeführt.  Abgesehen  von  der  stark  hervor- 
tretenden systematischen  Schwankung  der  ersten  drei  Decaden, 
deren  Mittelwerth  jedoch  ebenfalls  gut  dargestellt  wird,  haben 
die  Abweichungen  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  den 
Charakter  zufälliger  Fehler,  die  in  kurzen  unregelmässigen 
Perioden  das  Vorzeichen  wechseln.  Für  die  letzten  50  Wochen 
ergiebt  sich  die  Summe  der  Fehlerquadrate  0.008897,  woraus 
der  m.  F.  in  der  Darstellung  eines  wöchentlichen  Hittelwerthes 
±:  0?0139  =  0.'83  folgt,  während  für  >DenckerXII<  die  gleiche 
Grösse  S.'l  betrug. 

Das  für  die  Untersuchung  des  Uhrganges  benutzbare  Beob- 
achtungsmaterial erstreckt  sich  über  die  Zeit  vom  3.  März  \  895 
bis  3.  October  1896  und  enthält  65  Zeitbestimmungen,  aus  denen 
die  in  der  folgenden  Tabelle  mit  G  bezeichneten  täglichen  Gänge 
berechnet  sind. 


Tafel  VI. 

( 

G 

B 

T 

s 

F 

t895  März  6.30 

— Of180 

748.99»° 

—  1?88C 

—09017 

—  0!004 

<3.88 

-    144 

758.16 

+  1.14 

— 

88 

—      68 

88.3i 

-    878 

743.53 

+  3.34 

— 

84 

-      63 

Apr.  1.88 

-    311 

743.48 

+  5.44 

— 

19 

—      88 

43.30 

—    143 

753.46 

-f  7.81 

— 

16 

-      64 

83.85 

-    804 

748.49 

+18.04 

+ 

13 

—      35 

Mai    8.81 

—      58 

759.18 

+18.61 

+ 

9 

—      50 

41.38 

-      95 

753.48 

+14.67 

+ 

86 

+        7 

81.30 

-    863 

744.89 

+18.99 

+ 

86 

-      87 

88.27 

-    180 

757.58 

+15.58 

+ 

31 

-      76 

Juni  6.38 

-    153 

761.34 

+17.80 

+ 

89 

—        8 

17.87 

-    160 

758.78 

+16.63 

+ 

39 

-      40 

87.34 

—    136 

758.88 

+18.18 

+ 

58 

-        4 

Jali   5.88 

—    130 

754.66 

+19.05 

+ 

63 

—      38 

13.89 

-    150 

747.39 

+18.19 

+ 

88 

+      57 

81.87 

-    813 

749.55 

+19.40 

+ 

64 

-      34 

lUth-pliy..  Clam 

18«. 

45 
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*      i; 

0 

B 

r 

S        ■         F 

4895  Juli  34.40 

— 0?488 

747.24"™ 

+20?92C 

+0?074 

+0!034 

Aug.44.36 

— 

485 

749.37 

+48.94 

+ 

69 

—        7 

22.38 

— 

39 

754.62 

+49.76 

+ 

50 

+       63 

29.38 

— 

75 

754.68 

+49.78 

+ 

78 

+       26 

Sept.  4.86 

— 

45 

755.07 

+20.98 

+ 

94 

+      53 

44.82 

— 

407 

753.28 

+47.92 

+ 

73 

+         9 

23.80 

+ 

70 

760.90 

+45.99 

+ 

49 

+      63 

Oct.  2.29 

443 

749.69 

+45.72 

+ 

25 

+       50 

44.27 



453 

747.79 

+44.24 

— 

4 

+      33 

20.86 



446 

749.39 

+  9.45 

— 

3 

0 

30.95 



36 

753.72 

+  6.57 

— 

8 

+      36 

Nov.  8.83 



444 

747.44 

+40.05 

— 

44 

+      38 

47.20 

+ 

49 

758.46 

+  9.73 

— 

27 

+      28 

24.48 

+ 

65 

758.30 

+  4.67 

— 

22 

+      60 

Deo.  3.68 

403 

746.76 

+  3.46 

— 

23 

+       63 

24.33 

— 

64 

748.92 

+  2.06 

— 

34 

+      68 

4  896  Jan.  5.94 

+ 

83 

762.77 

+  0.36 



32 

—         5 

45.90 

34 

753.76 

+  0.93 

— 

49 

+       49 

24.37 

+ 

30 

759.22 

+  2.22 

— 

56 

+         3 

Peb.  2.44 

+ 

404 

766.07 

+  4.76 

— . 

83 

—       33 

40.64 

+ 

44 

769.44 

+  3.85 

— 

69 

—         9 

46.30 

+ 

95 

762.28 

+  2.40 

— 

70 

+       20 

22.79 

+ 

96 

758.54 

+  0.62 

— 

36 

+       74 

März  4.36 

447 

743.02 

+  4.79 

— 

40 

+       70 

8.84 



425 

747.94 

+  4.25 



54 

+      27 

45.75 

— 

402 

749.99 

+  5.00 

— 

55 

+      20 

22.34 

— 

93 

752.47 

+  9.63 

— 

94 

+        1 

Apr.  3.40 

— 

459 

749.24 

+  7.34 

— 

42 

—      47 

46.55 

— 

85 

764.74 

+  7.68 

— 

44 

—      25 

25.32 

— 

429 

752.08 

+  8.79 

— 

29 

—       26 

Mai    3.37 

— 

477 

752.76 

+  9.98 

— 

42 

—       84 

44.88 

— 

438 

753.39 

+44.99 

— 

33 

-       44 

48.87 

_ 

238 

780.36 

+42.25 



34 

—       98 

25.37 

— 

465 

753.54 

+4  3.25 

— 

35 

—       68 

Juni  2.85 

— 

480 

749,63 

+45.93 

— 

38 

—       45 

44.35 

— 

249 

748.45 

+48.40 

— 

50 

—       29 

20.37 

— 

499 

752.04 

+19.40 

— 

47 

—      58 

30.91 1  - 

250 

750.48 

+46.86 

— 

36 

—      91 

Juli  40.38 

— 

443 

753.96 

+48.48 

— 

35 

—        6 

49.85 

— 

444 

754.94 

+20.02 

— 

30 

+        3 
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( 

G 

B 

r 

s             >     ■ 

4896JaIi89.92 

-0?243 

749.41"" 

+18?91C 

-09031 

-0!0.35 

Ang.  7.36 

-    139 

761.36 

+18.17 

-      62 

+        7 

16.82 

—      88 

780.58 

+17,32 

—      42 

+      68 

S&.39 

—      63 

750.13 

+16.51 

—      58 

+     '9« 

Sept.  2.90 

—      96 

751.16 

+16.31 

-      58 

+      47 

10.87 

-    118 

748.90 

+16.56 

-      71 

+       60 

48.81 

—    161 

747.98 

+16.13 

—      81 

+      29 

28.30 

-    121 

750.89 

+13.29 

-    104 

+      18 

Schon  ein  Blick  auf  diese  Tafel  zeigt,  dass  der  Gang  wflb- 
rend  der  ganzen  Zeit  sehr  constant  geblieben  ist.  Eine  fort- 
schreitende Aenderung  ist  gar  nicht  angedeutet,  und  auch  von  T 
und  S  scheint  G  unabhängig  zu  sein,  dagegen  fällt  sofort  ein 
starker  Einfluss  des  Barometerstandes  in  die  Augen. 

Zu  einer  vorläufigen  Sichtung  des  Materials  setzte  ich  dahor 
zunächst  G  in  der  Form  an 

G  =  Go  +  GÄ{Ä--750mm) 

und  löste  die  64  so  erhaltenen  Gleichungen  in  8  Gruppen,  die 
auch  in  Tafel  VI  durch  Zwischenräume  getrennt  sind,  unter  der 
Bedingung  auf,  dass  jede  Gruppe  ihr  besonderes  G^^ ,  aber  alle 
ein  gemeinsames  Gß  ergeben  sollten.  Das  Resultat  der  Auflösung 
war  folgendes  System  der  Unbekannten ,  neben  die  ich  die  zu- 
gehörigen Temperaturen  stelle : 

Gi^  =  +  0?0134 


G„  = 

-OH  74 

r=+   6997 

G.«  = 

—  0.182 

+  17.22 

G.,= 

—  0.127 

+  18.75 

c,.= 

—  0.088 

+    7.56 

G,.= 

—  0.079 

+   4.76 

e.«  = 

—  0.147 

+    8.08 

G.,= 

-  0.205 

+  16.79 

Go.= 

—  0.128 

+  16.65 

In  den  Werthen  der  G^^  verräth  sich  nunmehr  sofort  eine 
Abhängigkeit  von  der  Temperatur.  Eine  Ausgleichung  der  acht 
Zahlen  in  der  Form : 


öoa  =  Go  +  Gr(r„-40^) 


45* 
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ergab  nach  der  CUucHT^schen  Methode 
Go=  — 0H36 
Gt=  —  0.00336 

und  Hess  in  den  G^^  die  folgenden  Fehler  F  übrig,  neben  die 
ich  nunmehr  die  xugehOrigen  Schwingungsbogen  Betse : 

f?=— 0!049         S=— 09006 


-  0.028 

+  0.048 

+  0.038 

+  0.060 

+  0.039 

—  0.0<6 

+  0.029 

—  0.047 

—  0.018 

—  0.049 

—  0.047 

-  0.038 

+  0.033 

—  0.063 

Es  zeigt  sich  in  diesen  Zahlen  keine  Spur  einer  Abhängigkeit 
von  einander:  viermal  haben  F  und  S  Übereinstimmendes,  vier- 
mal entgegengesetztes  Vorzeichen.  Da  auch  ein  der  Zeit  pro- 
portionaler Gang  in  den  F  nicht  zu  erkennen  ist,  so  nahm  ich 
nun  für  die  definitive  Ausgleichung  den  Gang  in  der  einfachen 
Form  an: 

G  =  Go  +  Gb(B  —  750  mm)  +  Gr(r—  40«) . 

Um  homogene  Gleichungen  zu  erhalten,  wurde 

40G,  =  </ß       iOOGi?  =  jÄ      400Gr  =  ^T 

gesetzt,  wodurch  sich  die  Normalgleichungen  ergaben 

0  =  +  74 .8900  -h  6*00  j,  +  \  3.6000  gs  +  « 0.9200  gr 
0  =  —  7.3944 +<  3.60  j^  + 4  7.04UjÄ—  4.4577(/r 
0  =  4-  27.0381  +  \  0.92  g^—    4 .4  577  ffi,  +  29.9630  gt . 

Hieraus  resultirten  folgende  Werthe  der  Unbekannten  mit  ihren 
mittleren  Fehlem 

g^  =  — 4'3885±0!0694 

jj  =  + 4.5490  db  0.4304 

pr=  — 0.3377  ±0.0925. 

Die  definitive  Gangformel  fttr  »Fraunhofer-Riefler«  lautet 
somit 

G  =  — 0H39  ±0!00694 

+  0.04  54  9  (Ä  —  750  mm)     ±  0.004  30 
—  0.00338  (r  —  4  0**C)         ±  0.00092  . 
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Ein  Vergleich  mit  den  vorher  durch  gruppenweise  Auf- 
lösung erhaltenen  Coefficienten  zeigt,  dass  auch  hier  das  Nahe- 
rungsverfahren  schon  sehr  nahe  die  wahrscheinlichsten  Werthe 
ergeben  hatte. 

Die  Kleinheit  des  Temperaturcoefficienten  beweist,  dass 
auch  bei  dem  Leipziger  Pendel,  gleichwie  bei  der  Mttnchener 
Uhr,  die  Warmecompensation  fast  vollkommen  gelungen  ist, 
wobei  noch  besonders  hervorgehoben  werden  muss,  dass  nach 
der  Aufhangung  des  Pendels  keinerlei  Gebrauch  von  der  zur 
Verbesserung  der  Gompensation  angebrachten  Vorrichtung  ge^ 
macht  wurde. 

Dagegen  hat  der  BarometercoefBcient  einen  Betrag,  der 
selbst  die  fttr  viele  Quecksilberpendel  alterer  Construction  ge- 
fundenen Werthe  übersteigt.  *Um  die  Vergleichung  mit  anderen 
Uhren  zu  erleichtern ,  gebe  ich  hier  eine  ttbersichtliche  Zusam- 
menstellung der  bisher  bekannt  gewordenen  Gangformeln. 

Tafel  VII. 


Nr. 

Uhr 

Compen- 
■irang 

Gt 

Gfi 

Os 

Gt 

Gs 

i 

Kesseis  4278,  Königs- 
berg 

R 

+0!0444 

S 

Earoshaw,  Armagh 

Q 

+0?0098 

—0.424« 

3,         --                             1 

Q 

•H-0.04  65 

4 

Ke88e]84  864,Pullcowa 

Q 

4-0.04  26 

5 

Kessels  4  364,  Pulkowa 

Q 

-i-0.0434 

6 

Schmidt,  Soerabaya 

Q 

+0.04  34 

7 

Hohwü4  5,  Leiden 

0 

-|-0?289S 

— O!0844 

+0.0446 

—0.0528 

8  'Hohwttl?,  Leiden     | 

0 

0 

0 

+0.0487 

—0.0454 

0 

9 

Hohwtt47,  Leiden 

Q 

+0.04  40 

10 

— 

— 

+0.0184 

M 

Q 

+0.0436 

42 

KD0blich4S47,  Kiel 

QB 

+0.0747 

0 

—0.04  4  3 

—0.0025 

43    Tiede  8,  Berlin 

Q 

+0.0149 

0 

4  4    HohwU  S5,  Strassburg 

Q 

0 

0 

+0.04  25 

—0.04  4  0 

45    Knoblich4963,Slrass- 

bürg 

QB 

0 

0 

0 

+0.0240 

46 

Knoblich4958,  Pots- 

dam 

OB 

—  0.44 

+0.004  4 

—0.0860 

47 

Hohwü,  Utrecht 

Q 

+0.0438 
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Nr. 

Uhr 

Compen- 
■irang 

Ot 

G^ 

Gb 

Gt 

Gs 

48 

deCasserer,  Utrecht 

Q 

+0?0177 

19 

HohwU  87,  Upsala 

Q 

0 

0 

+0.0149 

— 0?0265 

20 

Dencker  XU,  Leipzig 

R 

+0?0107 

0 

+0.0110 

—0.0164 

0 

21 

Tiede  400,  Berlin 

RL 

—0.0887 

H-0?0015 

+0.02M 

+  «?148 

22 

Dent,  Hongkong 

R 

—0.6650 

+0.0490 

—0.1184 

23 

Hipp,  NeuchAtel 

OL 

«-0.26 

+ 

—0.0047 

24 

Knoblich  4770,  Boih- 

kamp 

Q 

—0.020» 

0 

+0.0168 

—0.0442 

25 

RieOer  1,  München 

Ri 

0 

0 

+0.0108 

— 0.00O8 

+  0.086 

26 

Winnerl,  Paris 

— 

—0.0161 

+0.0140 

27 

Fraunhofer-Riefler,    ! 

Leipzig                 • 

Ri 

0 

0 

+0.0152 

—0.0084 

0 

In  der  Golumne  »Gompensirung«  bezeichnet  R  ein  Bostpendel, 
Q  ein  Quecksilberpendel,  B  ein  solches  mit  Luftdruckcompen- 
sation,  Ri  ein  Riefler'sches  Pendel.  Die  mit  L  bezeichneten 
Uhren  sind  unter  luftdichtem  Verschluss  aufgestellt ;  die  Uhr  26 
befindet  sich  in  oonstanter  Temperatur,  wahrend  der  luftdichte 
Verschluss  ganzlich  misslongen  ist. 

Die  Originale  der  hier  zeitlich  geordneten  Untersuchungen 
finden  sich  an  folgenden  Stellen: 

1)  Bbssbl,  A.  N.  4  69. 

2)  Robinson,  Hern,  of  the  R.  Astr.  Soc.  Vol.  V,  pag.  429. 

3)  Bailt,  Mem.  of  the  R.  Astr.  Soc.  Vol.  V,  pag.  133;  diese 
Zahl  wurde  durch  Beobachtung  eines  im  luftverdttnnten  Räume 
frei  schwingenden  Quecksilberpendels  erhalten. 

4)  W.  Strdvb,  Description  de  TObservatoire. 

5)  Wagnbr,  Bull,  de  i'Acad.  de  St.  P^tersbourg,  Tome  VIL 

6)  Kaisbr,  A.  N.  1502. 

7)  Kaiser,  A.  N.  1502;  dieser  Barometercoefficient  ist  bisher 
stets  falsch  citirt  worden;  man  findet  in  den  gleich  noch  zu  er- 
wähnenden Untersuchungen  von  Fobrstbr,  Oudbmans  und  Tbtbns 
den  Coefficienten  0.0153  fCLr  eine  Uhr  Hohwtt  Nr.  18  angegeben, 
wahrend  in  der  Originalabhandlung  von  Kaiser  die  betreffende 
Uhr  wiederholt  als  Nr.  15  bezeichnet  und  fttr  dieselbe  die  in 
Tafel  VII  aufgenommene  vollständige  Gangformel  gegeben  wird; 
die  dort  allerdings  ebenfalls  erwähnte  Zahl  0.0153  war  nur  das 
Resultat  einer  vorlaufigen  Untersuchung  und  eine  Uhr  Hohwtl 


GüHG  BinER  MIT  RiBF  lbr'schbm  Psrdbl  ybrbbhbnen  Uhr  btg.  683 

Nr.  48  ist,  wie  mir  Herr  tan  m  Sandb  Bakhuierii  freundlichst 
miliheiltoy  nie  in  Leiden  untersneht  worden. 

8)  Kaisbr,  A.  N.  4508. 

9)  Briefliche  Mittheilung  Ton  Herrn  tan  db  SANDBBAKBinrEBN; 
der  hier  für  die  berttbmte  Uhr  HobwU  Nr.  47  aufgeführte  Baro- 
metercoef6cieat  hat  sich  aus  den  Zeitbestimmungen  bis  sum 
Jahre  4882  mit  einem  hohen  Grade  von  Sicherheit  ergeben. 

40)  Carrington»  Menth.  Not.  33,  pag.  52. 
44)  Wbbstbe,  Menth.  Not  33,  pag.  S96. 

42)  SCHUMAQBBR,  A.N.  2466. 

43)  FoBRSTBR,A.N.2482,2483;  die  AbhflngigiLeit  des  Ganges 
vom  Schwingungsbogen  hat  nach  Herrn  Bbgixr's  Untersuchung 

die  Form  +0?0646  (-|  —  95')  +  0?00405  \j  —  95')\ 

44)  WiNNBGKB,  A.  N.  2282. 

45)  WiNNBGKB,  A.  N.  2286. 

46)  Bbgkbr,  A.  N.  2290. 

47)  und  48)  Oudbmans,  A.  N.  2380. 
49)  Schultz,  A.  N.  2452. 

20)  ScBUKANN,  Sitzungsber.  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss. 
4888  Mai  4  4. 

24)  ZwiNKy  Inaug.-Diss.,  Kiel  4888;  ausser  den  vier  in  der 
Tabelle  aufgeführten  Goefficienten  ergab  sich  noch  das  sehr  er- 
hebliche, von  der  Temperaturschicbtung  im  Gehäuse  abhängige 
Glied  +  4!088  (ob.  —  unt.  Therm.). 

22)  Dobbrck,  A.  N.  2868;  der  von  Herrn  ANniNO  für  diese 
Uhr  citirte  ThermometercoefGcient  für  Gelsiusgrade  ist  aus  der 
im  Original  für  4"  Fahrenheit  gegebenen  Zahl  0!063  fehlerhaft 
berechnet  worden. 

23)  Hirsch,  La  Pendule  J&lectrique  de  Pr^cision,  NeuchAtel 
4894 ;  diese  Uhr  hat  elektrischen  Antrieb. 

24)  Tbtbns,  Inaug.-Diss.,  Kiel  4892. 

25)  Anding,  A.  N.  3482. 

26)  TissBRAND,  Gomptes  Bendus,  4  896  März  4  6. 

Man  ersieht  aus  Tafel  VII,  dass  nur  bei  wenigen  Uhren  der 
Barometercoefficient  den  für  »Fraunhofer-Riefler«  gefundenen 
Betrag  0!0452  überschreitet  Nach  Maassgabe  des  für  diese  Zahl 
gefundenen  m.  F.  ii=  0?0043  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  dass 
derselbe  bei  Discussion  eines  umfangreicheren  Beobachtungs- 
materiales  vielleicht  bis  auf  0!044  herabgedrückt  wird;  auf 
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keinen  Fall  aber  kann  fttr  die  Leipziger  Uhr  der  für  das  Hon- 
chener  Pendel  gefundene  Werth  0!01 0  gelten,  sodass  also  letztere 
Zahl  keineswegs,  wie  Herr  Anding  meint,  auf  alle  Riefler' sehen 
Pendel  ohne  Weiteres  anwendbar  ist.  Abgesehen  von  der  Form 
des  Uhrgehäuses,  die  auf  die  Menge  der  mitschwingenden  Lnft^ 
masse  und  hierdurch  auf  den  Barometercoefficieoten  Einflnss 
hat,  ist  namentlich  die  durch  Veränderung  der  Schwingungsweite 
eintretende  Compensation  der  Luftdmckschwankungen  su  be- 
achten. Bei  der  MUnchener  Uhr  nahm  der  Gang  um  0;086  su, 
wenn  der  halbe  Schwingungsbogen  um  T  wuchs;  da  nun  im 
Allgemeinen  bei  steigendem  Luftdruck  der  Schwingungsbogen 
kleiner  wird,  so  tritt  hierdurch  indireot  auch  eine  Verkleinerung 
des  Ganges,  d.  h.  ein  negativer  Barometercoefficient  ein.  Durch 
dieses  indirecte  Glied  wird  daher  auch  bei  der  MUnchener  Uhr 
der  Barometercoefficient  verkleinert  worden  sein,  während  bei 
»Fraunhofer-Riefler«  sich  der  Luftdruckeinfluss  in  seiner  vollen 
Grösse  zeigen  musste,  da  der  Gang  unabhängig  von  der  Schwin- 
gungsweite des  Pendels  ist. 

In  der  letzten  Columne  der  Tafel  VI  sind  die  Fehler  ange- 
geben, welche  die  definitive  Gangformel  in  den  beobachteten 
Gängen  übrig  lässt.  Die  Darstellung  der  Beobachtungen  ist  sehr 
gut,  da  während  des  ganzen  Zeitraumes  von  4  9  Monaten  niemals 
ein  Fehler  von  OM  erreicht  wird.  Auch  im  Frühjahr  1895, 
als  die  Zeitbestimmungen,  wie  oben  erwähnt  wurde,  eine  ge- 
ringere Sicherheit  besassen,  zeigen  die  F  kein  aussergewOhn- 
liches  Verhalten,  sodass  die  Annahme  des  gleichen  Gewichtes  für 
alle  Beobachtungen  vollkommen  berechtigt  erscheinen  muss. 

Eigenthümlich  ist  das  regelmässige  Hin-  und  Herschwanken 
der  Werthe  von  F.  Im  März  beider  Jahre  geht  P  aus  dem  Posi- 
tiven in  das  Negative  über,  während  im  Juli  jedesmal  die  Rück- 
kehr zu  positiven  Werthen  erfolgt.  Es  wäre  nicht  uninteressant, 
zu  erfahren,  ob  auch  in  der  Folge  sich  diese  Erscheinung  wieder- 
holt hat.  Vergleicht  man  die  F  mit  den  unmittelbar  davor 
stehenden  Schwingungsweiten  8,  so  tritt  die  Unabhängigkeit 
des  Ganges  von  der  Amplitude  nochmals  sehr  deutlich  vor 
Augen.  Ich  will  hier  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  nach  Herrn 
Begkbr*s  Untersuchungen  (A.  N.  8183]  auch  bei  »Tiede  Nr.  3  c 
dieser  Isochronismus  der  Pendelschwingungen  eintrat,  sobald 
der  Schwingungsbogen  8^55'  betrug. 

Die  Summe  der  Fehlerquadrate  ist  0.1488,  während  die 
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Elimination  genau  ttbereinatimmend  0M4SI3  ergab.  Hieraus  be- 
rechnet sich  der  m.  F.  in  der  Darstellung  eines  beobachteten 
Ganges  sn  =b  0!048.  Obwohl  diese  Grösse  nur  ein  Maassstab 
für  die  nach  Anbringung  der  empirischen  Gorrectionen  noch 
ttbrig  bleibenden  Unregelmdssigkeiten  des  Uhrganges  ist,  also 
kein  Urtheil  über  die  Güte  der  Pendelcompensation  erlaubt,  so 
stelle  ich  doch  zum  Vergleich  die  für  andere  Uhren  gefundenen 
analogen  Grüssen  hier  zusammen. 


Tafel  VIIL 


Zahl 

Zahl 

m.  F. 
eines  Ganges 

Nr. 

Uhr 

der 

Zeitraum 

der 

CoDstanten 

GttDge 

8 

Hohwtt  47 

3 

949* 

445 

ib0!070 

M 

Knoblioh4847 

4 

279 

28  1 

0.077 

44 

Hohwtt  25 

3 

464 

406  1 

0.045 

45 

Knoblich  4963 

2 

230 

35 

0.066 

46 

Kooblicb  4958 

4 

380 

58 

0.058 

49 

Hohwtt  37 

3 

825 

40  1 

0.043 

SO 

Dencker  XII 

4 

4444 

883  1 

0.059 

84 

Tiede  400 

6 

4588 

498  1 

0.049 

S5 

Riefler  4 

4 

366 

444 

0.404 

27 

Fraunhofer-Riefler 

3 

580 

64  1 

0.048 

87a 

Fraunhofer-Riefler 

2 

580 

64  1 

0.053 

In  der  dritten  Columne  ist  die  Anzahl  der  in  der  Gangformel 
enthaltenen  Constanten  und  in  den  beiden  folgenden  der  Zeit- 
raum angegeben,  welcher  durch  die  Formel  dargestellt  wird. 
Die  letztgenannten  Angaben  wurden  beigefügt,  weil  der  m.  F. 
eines  Ganges  im  Allgemeinen  um  so  grösser  ausfallen  wird,  je 
kürzer  das  Intervall  zwischen  zwei  Zeitbestimmungen  ist.  Na- 
mentlich für  »Riefler  Nr.  4  <  dürfte  aus  diesem  Grunde  der  Fehler 
zu  gross  ausgefallen  sein. 

Ueber  die  Wirkung  der  Pendelcompensation  erhält  man 
ein  Urtheil,  wenn  man  neben  obigen  Grössen  noch  denjenigen 
m.  F.  eines  Ganges  berechnet,  welcher  verbleibt,  wenn  in  der 
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Gangformel  fttr  das  mechanisch  compensirte  Argament  kein  em- 
pirisches Glied  eingeftthrt  wird.  Vemaohittssigt  man  dement- 
sprechend in  der  oben  für  > Fraunhofer- Biefler«  gegebenen 
Formel  das  Temperatarglied,  so  bleibt  der  in  der  leUten  Zeile 
von  Tafel  VIII  aufgefOhrte  m.  F.  ±  0!053  ttbrig.  Der  Gang 
dieser  Uhr  Ifisst  sich  somit  schon  durch  eine  iweigliedrige  Formel, 
die  nur  ein  constantes  und  ein  vom  Luftdruck  abhttngiges  Glied 
enthält,  so  genau  darsteilen,  dass  er  mit  den  Gingen  der  besten 
bisher  bekannten  Uhren  auf  eine  Stufe  su  stellen  ist. 

Potsdam,  Astrophys.  Observatorium.   November  4  897. 


SopliuB  Lid,  Liniengeomeirie  und  Berührungstransforma" 
tionen. 

Es  waren  liniengeometrische  Untersuchungen,  die  mich  in 
den  Jahren  4869—1872  zur  Begründung  der  allgemeinen  Theorie 
der  BerahrungstraDsformationen  und  der  Transformationsgrup- 
pen veranlassten.  Die  hervorragende  Wichtigkeit  und  der  grosse 
Umfang  dieser  neuen  Disciplinen  zogen  mich  bald  von  der  Geo- 
metrie weg,  wenngleich  viele  von  mir  gestellten  und  nur  un- 
vollständig behandelten  geometrischen  Probleme  mich  fort- 
wahrend lebhaft  interessirten.  Einige  unter  diesen  geometri- 
schen Fragen  habe  ich  im  Laufe  der  Jahre  wieder  aufgenommen 
und  theil weise  jedenfalls  vollständig  erledigt;  in  dieser  Weise 
entstanden  u.  a.  meine  zahlreichen  Fublicationen  über  Minimal- 
fldchen,  Translalionsflächen  und  Flächen  constanter  Krümmung, 
sowie  meine  Arbeiten  über  das  ÄBBL'sche  Theorem,  die  noch 
nicht  vollständig  in  extenso  vorliegen. 

In  dieser  Abhandlung  gedenke  ich  einige  andere  analy- 
tisch-geometrische Fragestellungen,  die  in  meinen  alten  linien- 
geometrischen Arbeiten  gestreift  wurden,  in  Angriff  zu  nehmen 
und  hoffentlich  in  definitiver  Weise  zu  erledigen.  Dabei  finde 
ich  es  zweckmässig,  gewisse  Theorien,  die  ich  früher  in  zu 
knapper  Form  entwickelt  habe,  ausführlicher  darzustellen  und 
zu  begründen.  In  dieser  Weise  gewinne  ich  nicht  allein  eine 
feste  Grundlage  für  die  Entwickelungen  dieser  Abhandlung, 
sondern  gleichzeitig  auch  einen  zweckmässigen  Ausgangspunkt 
für  künftige  Fublicationen,  die  sich  auf  semilineare  partielle 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 'Systeme  PpAFF'scher 
Gleichungen  und  Involutionssysteme  höherer  Ordnung  beziehen 
werden. 
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Bestinmang  aller  (algebraischen)  irredaeibelB  Linieneomplexe,  deren 
Complexkegel  zerfallen. 

Es  ist  wohlbekannt,  dass  es  algebraische  Flachen  gtebt,  die 
jede  Tangentialebene  nach  einer  zerfallenden  Curve  schneiden, 
obgleich  die  Cartesische  Gleichung :  i^(x,  y,z)=sO  der  betreffen- 
den Flache  irreducibel  ist;  diese  Eigenschaft  geniessen  ja  nicht 
allein  alle  Regelflflchen  von  dritter  oder  höherer  Ordnung ,  son- 
dern zugleich  die  STsiNBR'sche  Fläche  vierter  Ordnung  und 
dritter  Classe.  Diese  langst  bekannten  Tbatsachen  führen  natur- 
gemäss  zu  der  Frage  nach  allen  irreductbeln  algebraischen 
Flachen,  die  jede  Tangentialebene  nach  einer  zerfallenden  Curve 
schneiden.  Soweit  mir  bekannt,  ist  diese  interessante  Frage 
noch  nicht  erledigt  worden;  es  liegt  allerdings  nahezuvermuthen, 
dass  die  obengenannten  Flachen  die  einzigen  sind,  welche  die 
betreffende  Eigenschaft  besitzen. 

In  der  Liniengeometrie  kann  man  sich  mehrere  analoge 
Fragen  vorlegen,  und  in  der  That  ist  es  ein  derartiges  Problem, 
das  ich  in  diesem  ersten  Paragraphen  behandeln  und  erledigen 
werde.  Um  mich  klar  und  scharf  ausdrücken  zu  können,  schicke 
ich  einige  einleitende  Bemerkungen  voraus. 

Eine  Gleichung  von  der  Form: 

0(x,y,  JK,  drr,  dy,  dz)  =0, 

die  in  den  Differentialen  dx,  dy,  dz  homogen  ist,  bestimmt  für 
meine  Auffassung  oo*  Linien elemente  des  Raumes,  und  zwar 
ordnet  sie  jedem  Raumpunkte  Xj  y,  %  einfach  unendlich  viele 
Linienelemente  zu,  die  einen  * Elementarkegeh  bilden.  Ist  (Z> 
linear  in  dx,  dy,  dz: 

O  =  Adx  -f-  Bdy  +  Cdz, 

so  nennt  man  (Z>  =  0  eine  PFiPP^sche  Gleichung,  und  dann  bil- 
den alle  dem  Punkte  x,  y,  z  zugeordneten  Linienelemente  ein 
ebenes  Strahlenbüschel  (oder  mehrere  ebene  Strahlenbüschel} ; 
in  diesem  Falle  sind  also  die  Elementarkegel  lauter  Ebenen. 

Ist  (Z>  dagegen  vom  zweiten  Grade ,  und  besitzt  somit  die 
MoNGE^sche  Gleichung  (Z>  =  0  die  Form: 

0  =  ildflp*-f  Ädy«+Cd3«-f  2Z>dydji  +  2BdÄda;+2Fdapd5^, 

so  sind  die  Elementarkegel  im  Allgemeinen  Kegel  zweiten  Grades. 
Verschwindet  aber  für  einen  Punkt  x,  y,  z  die  Determinante: 


LlNlBNGBOMETRIB  UND  BBRÜBRtlNGSTRANSFORMATIONBN. 
A       F      E 

P    B    D 
E    D     C 

so  zerfällt  der  diesem  Punkte  xugeordnete  Elementar kegel  swei- 
ten  Grades  in  Ebenen.  Verschwindet  die  obenstebende  Deter- 
minante identisch,  d.  h.  für  jedes  Werthsystem  x^y,  z,  so  zer- 
fallen alte  Blemenlarkegel  in  Ebenen.  In  diesem  letzen  Falle 
reducirt  sich  die  vorgelegte  MoNGz'sche  Gleichung  auf  eine  Ptapf- 
sehe  Gleichung: 

Ldx  +  Mdy+Näz  =  0, 

deren  Coeffioienlen  L,  M,  N  allerdings  im  Allgemeinen  keine 
eindeutigen  Functionen  von  a?,  y,  x  sein  werden. 

Im  Folgenden  setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  0  eine  a/- 
gebraische  Function  der  Grossen  cc,  y,  jz,  dx,  dy,  dz  darstellt 
und  können  dementsprechend  annehmen,  dass  die  linke  Seite 
der  MoifGB^schen  Gleichung:  <Z>sasO  die  Form  einer  ganzen 
Function  ihrer  Argumente  besitzt.  In  Uebereinstimmung  mit 
dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauche  sagen  wir  dann,  dass  die 
algebraische  MoNOE'sche  Gleichung:  <Z>ssO  irreducibd  ist,  wenn 
die  ganze  und  in  den  Differentialen  homogene  Function  0  sich 
nicht  in  Factoreo:  <l», ,  <Z>, . . .  zerlegen  Ulsst,  die  selbst  ganze 
und  homogene  Functionen  von  .x,  y,  z  dx^  dy^  dz  darstellen. 

Liegt  eine  reducible  algebraische  Gleichung:  CD  =s  0  vor, 
und  zerlegt  sich  dementsprechend  O  in  Faotoren:  <Z>,,  <!>,..., 
die  selbst  als  ganze  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen 
auftreten,  so  zerfällt  die  Schaar  aller  oo^  Linienelemente,  die 
0  es  0  befriedigen,  in  mehrere  getrennte  Sohaaren,  unter  denen 
eine  durch  die  Gleichung:  (D^  =0  definirt  wird,  eine  andere 
durch  fl>,  =  0^  u.  s.  w. 

Liegt  eine  solche  reducible,  algebraische  Gleichung: 

0{x,y,  jj,  dXy  dy,  di3)  =  0 

vor,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  diese  Gleichung  auch  dann 
reducibel  bleibt,  wenn  die  Grössen  o;,  y,  js  als  constante,  die 
Differentiale  dx^  dy^  dz  dagegen  als  veränderliche  Grössen  be- 
trachtet werden.  Die  durch  einen  Punkt  o?,  y,  js  allgemeiner 
Lage  gehenden  Linienelemente  einer  reduciblen  algebraischen 
Mongb' sehen  Gleichung:  (D  =  0  bilden  daher  immer  einen  zer- 
fallenden algebraischen  Kegel. 
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Es  ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  man  aus  dem  Umstände, 
dass  die  Elementarkegel  allgemeiner  Lage  einer  algebraischen 
Monge' sehen  Gleichung  zerfallen,  keineswegs  schliessen  darf, 
dass  diese  Gleichung  selbst  reducibei  ist.  Es  ist  eben  sehr  gut 
möglich,  dass  eine  irredncible  Gleiohnng : 

0(x,  y,  J8,  dx^  dy^  dz)  =  0 

redncibel  wird ,  wenn  die  Grössen  x,  y,  z  beliebige  constante 
Werthe  x^,  y^,  z^  erhalten,  und  dementsprechend  in  der  Glei- 
chung: 

^{oo.jy.,z,,dx,dy,dz)  =  0 

nur  die  Differentiale  dx,  dy,  dz  als  veränderlich  betrachtet 
werden.  In  dieser  Lage  befindet  sich  s.  B.  die  irreducible 
MoNGB^sche  Gleichung: 

(y  da  —  zdy)*+  {z  dx  --  x  dz)*  +  (xc/y  —  ydx)*  =  0, 

deren  Elementarkegel  jedesmal  in  zwei  Ebenen  zerfallen,  die  den 
imaginären  Kegel  x*  +  y*  +  ii*  =  0  bertlhren. 

Wenn  die  Blementarkegel  allgemeiner  Lage  einer  irredu- 
oiblen  MoHOB'schen  Gleichung:  <Z>3=:0  in  mehrere  Kegel  zu- 
fallen, so  haben  die  entstehenden  Theükegel  immer  dieselbe  Ordr 
nung.  Um  dies  allgemein  zu  beweisen,  genügt  es,  ein  einzelnes 
Beispiel  zu  erledigen.  Das  hierbei  angewandte  Beweisverfahren 
führt  immer  zum  Ziele. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  eine  algebraische  MoNGB'sche 
Gleichung:  <l>  £=0  vorliegt,  die  in  den  Differentialen  dx,  dy^  dz 
vom  Grade  sieben  ist,  und  dass  wir  von  vornherein  wissen, 
dass  ihre  Elementarkegel  allgemeiner  Lage  in  zwei  Kegel  zweiten 
Grades  und  drei  Kegel  ersten  Grades  zerfallen.  Wir  behaupten, 
dass  sich  dann  beweisen  lässt,  dass  die  Gleichung:  (Z>  s=  0  re- 
ducibei ist. 

Die  Theilkegel  zweiten  Grades  unserer  MoifOB'schen  Glei- 
chung werden  durch  eine  Gleichung: 

Q  =  Adx*+Bdy*  +  Cdz*+iDdydz  +  2Edzdx  +  iFdxdy 

dargestellt,  deren  Goefficienten  allerdings  keine  eindeutigen  Func- 
tionen von  Xy  y,  z  sind.  Setzen  wir  einen  unter  diesen  Goef- 
ficienten, zum  Beispiel  F  gleich  1 ,  was  immer  gestattet  ist,  so 
werden  die  übrigen  Goefficienten  zweideutige  algebraische  Func- 
tionen von  Xf  y^  z.    Sind  dabei  ^4^  und  A^  die  beiden  irratio- 
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nalen  Funotionenwerthe  von  Ä,  ferner  B^  und  B^  die  beiden 
irrationalen  Funotionenwerthe  von  ^,  u.  s.  w.,  so  drückt  sich  B^ , 
wenn  A^  undil,  nicht  zu  zuOlliigerweise  dieselbe  Form  haben, 
rational  durch  A^  y  Xj  y,  z  aus.  Hieraus  folgt  aber  in  bekannter 
Weise,  dass  das  Product: 

{A,  dx^  +  B^  dy^  +  •  •  •)   (^1^^'  +  ^,  rfy*  H H  8  dxdy] 

sich  als  eine  rationcde  Function  von  Xj  yy  Zj  dXy  dy,  d%  dar- 
stellen lllsst,  die  in  den  Differentialen  homogen  und  vom  vierten 
Grade  ist.  Im  vorliegenden  Falle  lerlegt  sich  somit  die  ganze 
Function  <Z>(cc,  y,  js,  dXy  dy,  dz)  in  zwei  ganze  rationale  Faotoren 
<l>,  und  0^y  unter  denen  0^  vom  Grade  vier,  <Z>,  vom  Grade 
drei  in  den  Differentialen  sein  müssen.  Diese  Belraohtungen, 
die  sich  ohne  weiteres  verallgemeineren  lassen ,  liefern  uns  den 

Satz  1.  Zerfallen  die  Elementarkegel  allgemeiner  La^e  einer 
irreducibeln  algebraischen  Monge'schen  Gleichung  in  mehrere 
Kegely  so  haben  diese  Theilkegel  dieselbe  Ordnung. 

Dieser  Satz  bleibt  offenbar  auch  dann  gültig,  wenn  die  be- 
treffende MopiGE^sche  Gleichung  die  Form: 

0{x^  x^  .  ,  .  ,  x^  dx^  .  .  .  dx^  =s  0 
besitzt. 


Setzen  wir  insbesondere  voraus,  dass  unsere  algebraische 
Function  O  der  Grössen  Xy  y,  z,  dXy  dyy  dz  sich  überdies  als 
eine  Function  und  zwar  als  eine  ganze  und  homogene  Function 
der  Veränderlichen:  dx,  dyy  dzy  zdy  —  ydzy  xdz  —  zdx, 
ydx  —  xdy: 

0^  H(dXy  dy,  dZy  zdy  —  ydZy  xdz  —  zdXyydx  —  xdy) , 

darstellen  ISsst,  so  besitzt  die  MoNGE'sche  Gleichung:  (Z>  =  0  drei- 
fach unendlich  viele  geradlinige  Integralcurven,  die  einen  Plügkbr- 
sehen  Liniencomplex  bestimmen.  Und  es  ist  bekannt,  dass  die 
Gleichung:  ^  ==  0  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  als  die 
allgemeine  analytische  Darstellung  eines  algebraischen  Linien- 
complexes  aufgefasst  werden  kann. 

Wir  wollen  zunächst  beweisen,  dass,  wenn  die  MoNGE^sche 
Gleichung!  (7>  =  0  eines  algebraischen  Liniencomplexes  C  redu- 
cibel  ist,  und  dementsprechend  die  ganze  Function  0[Xyyy  Zy 
dXy  dyy  dz)  in  die  irreduciblen  Factoren:  O^,  <D,  .  .  .  zerfällt, 
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dass  dann  eine  jede  unter  den  Gleichungen :  <l>|  ss  0 ,  <l>,  =r  0 , . . . 
einen  algebraischen  Liniencomplex  definiri,  der  in  dem  Gönn 
plexe  C  enthalten  ist. 

Jede  Integralcurve  der  Gleichung:  O^  =  0  befriedigt  selbst- 
verständlich auch  0  =  0,  und  also  gehören  alle  Tangenten 
dieser  Curve  dem  Gomplexe  C  an.  Es  müssen  andererseits  alle 
Linienelemente  einer  solchen  Tangente  die  Gleichung:  O^  =  0 
befriedigen,  die  doch  nicht  weniger  als  oo^  Linienelemente  be- 
stimmen darf.  Also  ist  (D^  ss  0  die  M ONOs'sche  Gleichung  eines 
algebraischen  Liniencomplexes,  der  eo  ipso  in  dem  vorgelegten 
Gomplexe  C  enthalten  ist. 

Hiermit  ist  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  erwiesen, 
und  es  gilt  daher  der 

Bats  2.   Ist  die  Monge^sche  Gleichung: 

0(x,  y,  ü5,  dx,  dt/y  dz)  =  0 
eines  algebraischen  Liniencomplexes  reducibelj  so  zerfälU  der 
Complex  selbst  in  mehrere  algebraische  Liniencomplexe^). 

Beachten  wir  andererseits,  dass  ein  algebraischer  Liniencom- 
plex, dessen  Gleichung  in  den  PLöCKSR^schen  Liniencoordinateo 
r,  s,  Qf  0  die  Form 

ß(r,  5,9,  a)  =  0 

besitzt,  dann  und  nur  dann  in  mehrere  Gomplexe  serfällt^  wenn 
die  Gleichung:  ii  =  Q  reducibel  ist,  so  erhalten  wir  den 
Satz  S.   Die  Pliicker^sche  Gleichung 
ß(r,  5,  ß,  (7)  =0 

eines  algebraischen  Liniencomplexes  ist  dann  und  nur  dann  redu- 
cibely  wenn  die  Monge'sche  Gleichung  Ö)(rr,  y,  s,  rfx,  dy,  dz)  =  0 
des  Complexes  reducibel  ist^). 

4)  Die  EntWickelungen  des  Textes  können  nach  vielen  Richtaogen 
verallgemeinert  werden.     So   bleibt  zum  Beispiel  der  Satz  S  des  Textes 
noch  gültig,  wenn  wir  MoMCE'sche  Gleichungen  In  n  Verttnderlichen 
4^{x^ . . .  «„  dx^ . . .  dXf^  I»  • 

betrachten,  die  co'*""*  algebraische  Inlegralcurven  besitzen,  die  keine 
andere  MoircB'sche  Gleichung  als  ^  «s  o  befriedigen. 

2)  Der  Satz  3  des  Textes  darf  nicht  mit  dem  linieogeometrischen 
Satze  verwechselt  werden,  den  Klsin  im  Jahre  4871  in  den  GöUlnger 
Nachrichten  veröffentlichte.  Der  schöne  Satz  von  Klein  sagt,  dass  jeder 
algebraische  Liniencomplex  durch  eine  einzige  homogene  Gleichung  in 
den  sechs  GRAssiiAifii-CATLRT'schen  Liniencoordinaten  dargestellt  werden 
kann. 
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Eine  dualistische  Transformation  des  Raumes  verwandelt 
Punkt  in  Ebene,  Ebene  in  Punkt,  Gerade  in  Gerade  und  Linien- 
complex  in  Liniencomplex.  Diejenigen  Geraden  eines  Com- 
plexes,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  werden  dabei  in  solche 
Geraden  des  transformirten  Liniencomplexes  ttbergeftthrt,  die 
in  einer  Ebene  liegen.  Wir  drücken  diese  Thatsacfae  kürzer 
aus,  indem  wir  sagen,  dass  eine  dualistische  Transformation  des 
Raumes  die  Gomplexkegel  eines  Liniencomplexes  in  die  ebenen 
Geradensysteme^)  des  transformirten  Complexes  überfuhrt. 

Indem  wir  diese  Betrachtungen  mit  den  vorhergehenden 
Entwickelungen  und  insbesondere  mit  dem  Satze  4  verbinden, 
erhalten  wir  den 

Sats  4.  Zerfallen  die  ebenen  Geradensysteme  eines  irredtt- 
eitlen  algebraischen  Liniencomplexes:  ßfr,  s,  p,  a)  =  0  in 
mehrere  irreducible  Geradensysteme  G,,  G,,  .  .  .,  5o  haben  die 
Systeme  G^,  G^  .  .  .  dieselbe  Classe, 

Es  ist  nicht  schwer,  irreducible  algebraische Liniencomplexe 
anzugeben,  deren  Complexkegel  oder  ebene  Geradensysteme  in 
mehrere  Theile  zerfallen.  Die  Tangenten  einer  irreduciblen 
developpablen  Fläche  bilden  ja  einen  irreduciblen  algebraischen 
Linieücomplex,  dessen  Kegel  in  m  Ebenen  zerfallen,  dabei  vor- 
ausgesetzt, dass  m  die  Classe  der  betreffenden  developpablen 
Flache  bezeichnet.  Es  bilden  andererseits  die  Treffgeraden  einer 
irreduciblen  algebraischen  Raumcurve  einen  irreduciblen  Linien- 
complex, dessen  ebene  Geradensysteme  in  Strahlenbüschel  zer- 
fallen, deren  Anzahl  gleich  ist  der  Ordnung  der  betreffenden 
algebraischen  Curve. 

Jetzt  stellen  wir  das  Problem: 

Alle  irreduciblen  algebraischen  Liniencomplexe :  ß  (r,  s,  p,  a) 
=  0  J5W  finden^  deren  Complexkegel  allgemeiner  Lage  in  mehrere 
Kegel  zerfallen. 

Nach  den  vorhergehenden  Entwickelungen  kann  dieses 
Problem  auch  die  folgende  Gestalt  erhalten: 

Es  sollen  alle  algebraischen  und  homogenen  Gleichungen  von 
der  Form: 


4)  Wenn  wir  im  Texte  nicht  über  die  ^ebenen  Con^lexcurven*  son- 
dern über  die  >ebenen  QeradensystefM*  eines  Liniencomplexes  reden,  so 
liegt  das  selbstverständlich  daran,  dass  die  in  einer  Ebene  gelegenen  Ge- 
raden eines  Liniencomplexes  unter  Umständen  keine  Curve  umhüllen, 
sondern  ein  oder  mehrere  Strahlenbüschel  bilden. 
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H{dx,  dyy  dzj  ydz  —  zdy^  zdx  —  xdz^  xdy  —  ydx)  =  0 

gefunden  werden^  die  zwar  in  den  Veränderlichen:  x,  y,  z,  dx^ 
dy,  dz  irredudbel  sind,  doch  aber  rediunbel  werden,  sobald  die 
Grössen  x,  y,  z  allgemeine  constante  Werthe  erhalten. 

Berücksichtigen  wir  die  früheren  Bemerkungen  über  dua- 
listische Transformationen  eines  algebraischen  Liniencomplexes, 
so  sehen  wir,  dass  unser  Problem  mit  dem  folgenden  Problem, 
wenn  auch  nicht  identisch,  doch  jedenfalls  äquivalent  ist : 

Alle  irreducibkn  algebraischen  Liniencomplexe : 

ß(r,  5,^,(7)  =0 

zu  finden,  deren  ebene  Geradensysteme  allgemeiner  Lage  in  mehrere 
Systeme  zerfallen. 

Durch  Betrachtungen,  die  ich  jetzt  auseinandersetsen  werde, 
bin  ich  su  dem  wichtigen,  wenn  auch  nicht  grade  unerwarteten 
Resultate  gekommen,  dass  jeder  irreducible  algebraische  Linien- 
complex,  dessen  Complexkegel  allgemeiner  Lage  zerfallen,  aus 
den  Tangenten  einer  developpablen  Fläche  besteht,  dass  femer 
jeder  irreducible  algebraische  Liniencomplex,  dessen  ebene 
Geradensysteme  allgemeiner  Lage  zerfallen,  nur  die  Treffgeraden 
einer  Raumcurve  umfasst. 

Wir  versuchen  zunächst  alle  irreduciblen  algebraischen 
Liniencomplexe  zu  bestimmen,  deren  Complexkegel  allgemeiner 
Lage  in  lauter  Ebenen  zerfallen.  Besitzt  ein  Liniencomplex  m^" 
Grades  diese  Eigenschaft,  so  zerfällt  jeder  Complexkegel  in  m 
£benen,  die  durch  die  Gleichung: 

uX  +  vY+wZ+\  =0 

mit  den  laufenden  Coordinaten  X,  Y,  Z  dargestellt  sein  mögen. 
Sind  X,  y,  z  die  Scheitelcoordinaten  des  betreffenden  Complex* 
kegeis,  so  drücken  sich  die  Bestimmungsstttcke  u,v,w  der 
dem  Punkte  x,  y,  z  zugeordneten  £benen  als  algebraische  und 
m-deutige  Functionen  von  x,  y,  z  aus: 

(1)     u  =  U(x,y,z),    v=V{x,y,z),    w=  W{x,y,z), 

Hier  sind  nun  von  vornherein  drei  Fälle  denkbar,  jenach- 
dem  die  Grössen  u,  v,  w  durch  keine  Gleichung,  oder  durch  eine 
Gleichung,  oder  sogar  durch  zwei  Gleichungen  verbunden  sind, 
die  X,  y,  z  nicht  enthalten.    Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass 
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die  Annahme y  dass  u,  Vj  w  eine  und  nur  eine  Gleichung  er- 
füllen, die  von  a;,  y,  z  frei  ist,  zu  Widerspruch  führt  und  also 
unmöglich  ist.  Wäre  nämlich  u,  v^  w  durch  eine  einzige  Glei- 
chung: w  =  d'luj  v)  gebunden,  so  enthielte  eine  jede  unter  den 
cx>^  £benen : 

(2)  uX  +  vY'\-^[u,v)Z  +  4  =0 

einfach  unendlich  viele  Strahlenbüschel  des  Complexes,  und  es 
wäre  dementsprechend  jede  Gerade  einer  solchen  Ebene  eine 
Gomplexlinie.  Und  da  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  einfach 
unendlich  viele  Ebenen  gehen,  die  der  Schaar  (%)  angehören,  so 
müsste  jede  Gerade  des  Raumes  eine  Gomplexlinie  sein.  Die 
Annahme,  dass  u,  v,  w  durch  eine  einzige  Gleichung  verbunden 
sind,  führt  also  wirklich  zu  Widerspruch. 

Dagegen  ist  es  sehr  wohl  denkbar,  dass  die  Ebenencoor- 
dinaten  m,  t?,  tu  zwei  und  nur  zwei  Relationen  erfüllen,  die  von 
x^y^z  frei  sind.  Alsdann  vertheilen  sich  alle  oo^  Complexlinien 
in  oo^  Schaaren,  deren  jede  alle  Geraden  einer  Ebene  umfasst, 
und  der  Complex  besteht  dementsprechend  aus  allen  Tangenten 
einer  algebraischen  developpablen  Fläche.  Wie  wir  wiederholt 
bemerkt  haben,  zerfallen  die  Gomplexkegel  in  diesem  Falle 
wirklich  in  ebene  Strahlenbüschel.  Und  der  betreffende  Linien- 
complex  ist  offenbar  irreducibel,  wenn  die  besprochene  deve- 
loppable  Fläche  selbst  irreducibel  ist. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  die  Annahme  übrig,  dass  sich  aus 
den  Gleichungen  (4)  keine  von  (E,  y,  z  freie  Relation  zwischen 
t£,  v,  w  herleiten  lässt.  Alsdann  enthält  jede  Ebene  des  Raumes 
(mindestens)  ein  Strahlenbüschel,  dessen  Geraden  dem  vor- 
liegenden Liniencomplexe  angehören.  Und  da  unser  Complex 
irreducibel  sein  soll,  so  müssen  (Satz  4)  alle  ebenen  Geraden- 
systeme des  Gomplexes  in  lauter  Strahlenbüschel  zerfallen. 
Durch  relativ  einfache  Betrachtungen  ist  es  uns  hiermit  ge- 
lungen, den  folgenden  Satz  zu  beweisen: 

Satz  ö.  Zerfallen  die  Complexkegel  allgemeiner  Lage  eines 
iiTcdticiblen  algebraischen  Liniencomplexes  in  lauter  Ebenen,  so 
zerfallen  auch  die  ebenen  Geradensysteme  des  Complexes  in  lauter 
Strahlenbüschel,  oder  aber  der  Complex  besteht  aus  allen  Tan- 
genten  einer  developpablen  Fläche, 

Zerfällt  der  einem  Punkte  x,  y,  z  allgemeiner  Lage  zuge- 
ordnete Complexkegel  in  m  Ebenen,  so  schneiden  sich  diese 

46* 
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Ebenen  (höchstens)  nach  *^^"^^~'  Geraden.  Unter  den  Linien- 
elementen, welche  die  MoNCs^sche  Gleichung:  0  =  0  unseres 
Gomplexes  befriedigen,  giebt  es  daher  in  jedem  Punkte  allge- 
meiner Lage  nicht  mehr  als  —7^  -  ,  welche  gleichzeitig  zwei 

verschiedenen  Strahlenbttscheln  des  Gomplexes  gehören.  Diese 
Linienelemente,  die  gewissermaassen  als  Doppelelemente  der 
MoNGs'schen  Gleichung  unseres  Gomplexes  auftreten,  befriedigen 
eine  zu  (Z>  =  0  hinzutretende  Differentialgleichung: 

.lf(flc,  y,  jj,  dxj  dy,  dz)  =  0, 

die  immer  aufgestellt  werden  kann.  Und  da  das  simultane 
System: 

0  =  0,     M=0 

nur  zweifach  unendlich  viele  Integralcurven  besitzt,  so  enthalt 
unser  Liniencomplex  jedenfalls  nicht  mehr  als  oo*  Gerade,  welche 
die  Differentialgleichung:  M  =  0  erftlllen. 

Nehmen  wir  andererseits  eine  Ebene  E^  allgemeiner  Lage, 
so  bilden  die  Complexlinien  dieser  Ebene  m  Strahlenbttschel, 

deren  Scheitel  (höchstens)  "*  ""  '  verschiedene  Verbindungs- 
linien besitzen.  Unter  den  Complexlinien  dieser  Ebene  können 
wir  somit  immer  eine  herausgreifen,  welche  nur  einem  Strahlen- 
bttschel der  Ebene  gehört,  und  welche  überdies  die  Differential- 
gleichung :  M  =  0  nicht  befriedigt.  Ist  ^o  ^^^^  Gomplexlinie, 
welche  diese  beiden  Forderungen  erfüllt,  so  wollen  wir  alle 
Strahlenbüschel  des  Gomplexes  construiren,  die  g^  enthalten. 
Wir  behaupten,  dass  diese  oo*  Strahlenbüschel  ein  Strablen- 
system  erster  Ordnung  erzeugen ;  dies  folgt  unmittelbar  daraus, 
dass  in  E^  und  also  auch  in  jeder  anderen  durch  g^  gehenden 
Ebene  allgemeiner  Lage  nur  ein  Strahlenbüschel  des  Gomplexes 
gelegen  ist,  dus  ^^  enthalt.  (Wir  können  hinzufügen,  obgleich 
dies  für  unsere  Entwickelungen  unwesentlich  ist,  dass  unsere 
Betrachtungen  und  Gonstructionen  einen  dualistischen  Charakter 
haben,  und  dass  daher  unser  Strahlensystem  nicht  allein  von 
erster  Ordnung,  sondern  zugleich  von  erster  Glasse  ist.) 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  nicht  alle  Geraden  des  con- 
struirten  Strahlensystems  die  Differentialgleichung:  J/  =  0  be- 
friedigen können;  aus  dem  Umstände,  dass  g^  nicht  diese  Glei- 
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chung  erfdllt,  folgt  ja  unmittelbar,  dass  die  zu  ^^  benachbarten 
Geraden  des  Strahlensystems  nicht  Jf  =  0  befriedigen. 

Durch  jeden  Punkt  p  allgemeiner  Lage  geht  eine  einzige 
Gerade  unseres  Strahlensystems,  und  diese  Gerade  gehört  nur 
einem  Strahlenbttschel  des  Complexes  an ,  dessen  Scheitel  in  p 
gelegen  ist.  Also  ist  es  uns  gelungen,  jedem  Punkte  des  Raumes 
ein  einziges  Büschel  von  Linienelementen  der  Gleichung  0  =  0 
zuzuordnen,  und  der  Inbegriff  dieser  Linienelemente  wird  durch 
eine  PpAPP^sche  Gleichung: 

Ldx  +  Mdy  +  Ndz  =  0 

mit  rationalen  Goefficienten  definirt.  Es  ist  daher  die  Monge- 
sehe  Gleichung:  0  =  0  des  vorliegenden  Liniencomplexes  re- 
ducibel,  und  daraus  geht  hervor  (Satz  2) ,  dass  der  Complex 
ebenfalls  reducibel  ist. 

Hiermit  ist  es  uns,  durch  allerdings  recht  umstSindliche  Be- 
trachtungen, gelungen,  den  folgenden  Satz  zu  beweisen: 

Sats  6.  Zerfallen  die  Complexkegel  allgemeiner  Lage  eine& 
irreduciblen  algebraischen  Liniencomplexes  in  mehrere  Strahlen-- 
büschely  so  besteht  der  Complex  aus  allen  Tangenten  einer  irredu- 
ciblen cUgebraischen  Developpablen, 

und  das  Princip  der  Dualität  giebt  sogleich  den  Squivalenten 

Satz  7.  Zerfallen  die  ebenen  Geradensysteme  eines  irreduci- 
blen cUgebraischen  Liniencomplexes  in  lauter  Strahlenbüschel,  so 
besteht  der  Complex  aus  allen  Treffgeraden  einer  irreduciblen  al- 
gebraischen Curve, 

Die  hiermit  erhaltenen  Resultate  wollen  wir  jetzt  Schritt 
far  Schritt  verallgemeinern.  Zunächst  richten  wir  unsere  Auf- 
merksamkeit auf  irredueible  algebraische  Liniencomplexe,  deren 
Complexkegel  allgemeiner  Lage  in  m  irredueible  Kegel  zweiten 
Grades  Ä^,  AT,,  .  .  .  Ä,^  zerfallen.  Wählen  wir  eine  Ebene  all- 
gemeiner Lage  und  in  ihr  einen  beliebigen  Punkt,  so  giebt  es 
2  m  Complexlinien ,  die  in  dieser  Ebene  liegen  und  durch  den 
betreffenden  Punkt  hindurchgehen.  Diese  2m  Geraden  ordnen 
sich  in  m  Paaren:  §,,  y,;  3,,  y,;  ...  g^,  y^,  so  zwar  dass  g^ 
und  /j  jedesmal  demselben  Kegel  K^  gehören.  Greifen  wir  nun 
unter  den  Complexlinien  unserer  Ebene  eine  bestimmte  heraus, 
etwa  die  Gerade  9?,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  dieser  Geraden 
2m  —  4  weitere  Complexlinien,  die  ebenfalls  in  der  gewählten 
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Ebene  liegen.  Diese  2  m  -*  4  Complexlinien  nennen  wir  natur- 
gemäss  y^\  9%^  Yf  -  9my  Ym^  "^^  seUen  dabei  voraus,  dass 
/,  und  g\  jedesmal  auf  einem  Kegel  K^  gelegen  sind.  In  dieser 
Weise  erbalten  wir  einfach  unendlich  viele  Complexlinien  y^ , 
die  ein  Geradensystem  F^  bilden;  es  erzeugen  andererseits  die 
2m  —  S  Geraden  ff«»  /,;  .  .  9m}  Ym  ^^^  Geradensystem ,  das  G 
heissen  möge.  Das  System  aller  Complexlinien,  die  in  unserer 
Ebene  liegen,  zerfallt  also  in  zwei  getrennte  Geradensysteme: 
Ff  und  G,  deren  Classenzahlen  wir  jetzt  bestimmen  wollen.  Die 
Summe  dieser  beiden  Zahlen  ist  gleich  2m,  und  die  Glasse  des 
Systems  G  ist  mindestens  gleich  2m  —  2;  also  ist  die  Classe  des 
Geradensystems  F,  entweder  gleich  2  oder  4 .  Ware  die  Glasse 
des  Systems  ^^  gleich  4 ,  so  bestände  unser  irreducibler  Linien- 
complex  nach  den  Sätzen  4  und  7  aus  allen  Treffgeraden  einer 
Raurocurve.  Dies  steht  aber  in  directem  Widerspruche  mit 
unserer  Annahme,  dass  alle  Complexkegel  in  irreducible  Kegel 
zweiten  Grades  zerfallen.  Also  ist« die  Classe  des  Systems  G 
gleich  2m  —  2.  Und  da  ^^  offenbar  dem  Systeme  ^^  gehören 
muss,  und  diese  Gerade  eine  beliebige  ComplexUnie  unserer 
Ebene  darstellt,  so  erkennen  wir,  dass  alle  Complexlinien  dieser 
Ebene  m  getrennte  Schaaren  bilden,  deren  jede  aus  den  Tan- 
genten eines  irreduoiblen  Kegelschnittes  besteht. 

Es  gilt  also  der 

Sats  8.  Zerfallen  die  Complexkegel  allgemeiner  Lage  eines 
irreduoiblen  algebraischen  Linieticomplexes  in  m  irreducible  Kegel 
zweiten  Grades ,  so  zerfallen  auch  die  ebenen  Complecccurven^ 
und  zwar  in  m  irreducible  Kegelschnitte. 

In  einer  Ebene  allgemeiner  Lage  greifen  wir  nun  eine  Com- 
plexUnie /  heraus,  die  nicht  zwei  verschiedene  in  dieser  Ebene 
gelegene  Complexkegelschnitte  berührt  Alsdann  enthält  jede 
durch  /  gehende  [Ebene  allgemeiner  Lage  nur  einen  Gomplex- 
kegelschnitt,  der  /  berührt.  Hiermit  ist,  das  werden  wir  jetzt 
zeigen,  jedem  Punkte  p  des  Raumes  ein  ganz  bestimmter  Com- 
plexkegel zweiten  Grades  zugeordnet.  Legen  wir  in  der  Tbat 
durch  die  Gerade  /  diejenige  Ebene,  die  den  Punkt  p  enthält, 
und  construiren  wir  sodann  den  in  dieser  Ebene  gelegenen  Com- 
plexkegelschnitt,  der /berührt,  sowie  die  beiden  Tangenten 
dieses  Kegelschnittes,  die  durch  p  gehen,  so  giebt  es  einen  und 
im  Allgemeinen  nur  einen  Complexkegel  zweiten  Grades,  der 
diese  beiden  Tangenten  enthält. 
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Die  biermit  construirten  Kegel  zweiten  Grades  sind  die 
Elementarkegel  einer  MoNGE^schen  Gleichung  zweiten  Grades 
mit  ganzen  rationalen  Coefficienten : 

Adx*  +  Bdy^  +  Cdz*  -\ \'iFdxdy  =  0  . 

Also  ist  die  MoNGB'sche  Gleichung:  (2»  =  0  des  ursprünglich  vor- 
gelegten Liniencomplexes  reducibel^  und  das  steht  in  directem 
Widerspruche  mit  unserer  Annahme,  dass  der  betreffende 
Complex:  irreducibel  ist. 

Wir  können  daher  die  beiden  folgenden  Satze  aufstellen: 

Satz  9.  Es  giebt  keinen  irreduciblen  algebraischen  Liniencomn 
pleXj  dessen  Complexkegel  allgemeiner  Lage  in  mehrere  irredxAcible 
Kegel  zweiten  Grades  zerfallen. 

Satz  10.  Es  giebt  keinen  irreduciblen  algebraischen  lAniencom'' 
plexy  dessen  ebene  Complexcurven  allgemeiner  Lage  in  mehrere 
irreducible  Kegelschnitte  zerfallen. 

Es  ist  nun  leicht  weiter  zu  gehen,  und  zwar  werden  wir 
zunächst  beweisen,  dass  die  Complexkegel  eines  irreduciblen 
algebraischen  Liniencomplexes  nie  in  irreducible  Kegel  dritten 
Grades  zerfallen  können. 

Zerfällt  in  der  That  ein  Complexkegel  allgemeiner  Lage  in 
m  irreducible  Kegel  dritten  Grades  />^,  Z>,,  . . .  D^,  so  ordnen 
sich  die  3m  Complexlinien,  die  in  einer  beliebig  gewählten 
Ebene  liegen  und  durch  einen  bestimmten  Punkt  dieser  Ebene 
hindurchgehen,  in  m  Schaaren:  ^4,  g,,  y,;  y«,  9„  y»;  . . .  »m. 
9m)  ymf  deren  jede  drei  Complexlinien  umfasst.  Greifen  wir  so- 
dann eine  bestimmte  Complexlinie  dieser  Ebene  heraus,  etwa 
die  Gerade  g^ ,  so  können  wir  jedem  Punkte  dieser  Gerade  zwei 
ganz  bestimmte  Complexlinien  zuordnen,  nämlich  die  Geraden 
9,  und  y,,  die  alle  beide  in  der  gewählten  Ebene  liegen.  Die 
hiermit  construirten  einfach  unendlich  vielen  Complexlinien 
g, ,  y^  umhüllen  ein  Geradensystem  ©^ .  Ziehen  wir  andererseits 
durch  jeden  Punkt  der  Geraden  gl  die  zugeordneten  Geraden 
9^1  9«)  y«;  ""9m^  9fn)  Ym,  »<>  erzeugen  diese  3(m  -  4)  Geraden 
ein  Geradensystem  G.  Es  ist  dabei  nicht  schwierig,  die  Classen- 
zahlen  dieser  beiden  Geradensysteme  zu  bestimmen.  Denn 
die  Summe  dieser  Zahlen  ist  gleich  3  m,  und  die  Ciasse  des 
Systems  G  ist  offenbar  mindestens  gleich  3m  —  3 ,  während  die 
Classe  des  Systems  ®^  mindestens  gleich  2  und  höchstens  gleich 
3  sein  muss. 
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Wäre  nun  die  Classe  des  Systems  F^  kleiner  als  drei,  so 
zerfielen  die  ebenen  Geradensysteme  unseres  irreduciblen 
Liniencomplexes  nach  den  vorhergehenden  Entwickelungen  ent- 
weder in  3  m  Strahlenbüschel  oder  aber  in  —  irreducible  Ge- 
radensysteme zweiter  Classe.  Die  letzte  Möglichkeit  wird  aber 
nach  dem  Satze  40  dadurch  ausgeschlossen,  dass  unser  Com- 
plex  irreducibel  ist.  Und  die  erste  Hypothese,  die  nach  dem 
Satze  7  nach  sich  ziehen  würde,  dass  alle  Compexlinien  Treff- 
geraden  einer  Raumcurve  wären,  scheitert  daran,  dass  es  keine 
irreducible  Gurve  giebt,  deren  Secanten  einen  Liniencomplex 
bilden,  dessen  Complexkegel  in  mehrere  irreducible  Kegel  dritten 
Grades  zerfallen. 

Die  Classe  des  Geradensystems  @|  muss  daher  gleich  3  sein, 
und  in  Folge  dessen  zerfallen  die  ebenen  Geradensysteme  unseres 
irreduciblen  Liniencomplexes  in  lauter  Systeme  dritter  Classe. 

Satz  11.  Zerfallen  die  Complexkegel  allgemeiner  Lage  eines 
irrediwiblen  algebraischen  Liniencomplexes  %n  irreducible  Kegel 
dritten  Grades^  so  zerfallen  auch  die  ebenen  Complecccuvren  und 
zwar  in  irreducible  Curven  dritter  Classe. 

Nehmen  wir  nun  eine  Complexlinie  /  allgemeiner  Lage,  so 
enthalt  jede  durch  /  gehende  Ebene  allgemeiner  Lage  nur  eine 
Complexcurve  dritter  Classe,  die  l  berührt.  Wir  können  daher 
jedem  Punkte  des  Raumes  einen  ganz  bestimmten  Kegel  dritten 
Grades  zuordnen,  dessen  Gerade  Complexlinien  sind.  Wir  l^en 
zu  diesem  Zwecke  eine  Ebene  durch  l  undjden  betreffenden  Punkt 
p,  construiren  sodann  die  in  dieser  Ebene  gelegene  Complex- 
curve dritter  Classe ,  die  l  berührt  und  ziehen  endlich  die  drei 
durch  p  gehenden  Geraden,  welche  die  Curve  dritter  Classe  be- 
rühren. Diese  drei  durch  p  gehenden  Complexlinien  gehören 
einem  ganz  bestimmten  Kegel  dritter  Ordnung  an,  der  von  Com- 
plexlinien erzeugt  ist. 

Die  hiermit  construirten  Kegel  dritter  Ordnung  sind  die 
Elementarkegel  einer  MoNCE'schen  Gleichung  mit  rationalen 
Coefficienten,  die  in  den  Differentialen  dx^  dy,  dz  von  dritter 
Ordnung  ist.  Es  ist  also  die  MoxGE'sche  Gleichung  des  Linien- 
complexes 3  m^^  Grades  reducibel  und  dementsprechend  muss 
auch  der  Complex  in  mehrere  Liniencomplexe  zerfallen. 

Indem  wir  auf  das  hiermit  gefundene  Resultat  das  Prin- 
eip  der  Dualität  anwenden,  können  wir  unsere  Ergebnisse  in 
dem  folgenden  Satze  zusammenfassen : 
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Satz  12.  Es  gibt  keinen  irreduciblen  algebraischen  Liniencom'^ 
pleXj  dessen  Complexkegel  allgemeiner  Lage  in  irreducible  Kegel 
dritten  Grades  zerfallen. 

Es  ist  andererseits  auch  nicht  möglich  y  dass  die  ebenen  Com- 
plexcurven  eines  irreduciblen  algebraischen  Linieficomplexes  in 
mehrere  ij^educible  Curven  dritter  Classe  zerfallen. 

In  genau  derselben  Weise  erkennen  wii*,  dass  die  Complex- 
kegel eines  irreduciblen  Liniencomplexes  nicht  in  irreducible 
Kegel  vierter  Ordnung  zerfallen  können,  sowie  dass  die  ebenen 
Complexcurven  eines  derartigen  Gomplexes  nicht  in  irreducible 
Curven  vierter  Classe  zerfallen  können,  u.  s.  w. 

Kurz,  wir  erhalten  das  allgemeine  Theorem: 

Theorem  I.  Zerfallen  die  Complexkegel  allgemeiner 
Lage  eines  irreduciblen  algebraischen  Liniencomplexes 
in  mehrere  Kegelj  so  besteht  der  Complex  aus  allen  Ton- 
genten  einer  irreduciblen  algebraischen  Developpablen. 

Zerfallen  die  ebenen  Geradensysteme  allgemeiner 
Lage  eines  irreduciblen  algebraischen  Liniencomplexes 
in  mehrere  Systeme^  so  besteht  der  Complex  aus  allen 
Treffgeraden  einer  irreduciblen  algebraischen  liaum^ 
curve. 

Die  vorhergehenden  Entwickelungen  können  in  einer  Weise 
verallgemeinert  werden,  die  jedenfalls  im  ersten  Augenblicke 
überraschend  erscheint. 

Wir  können  nämlich  beweisen,  dass  die  Complexkegel  eines 
transcendentenj  durch  eine  analytische  Gleichung  definirten 
Liniencomplexes  nie  algebraisch  sind  und  auch  nicht  in  unend- 
lich viele  algebraische  Kegel  zerfallen. 

Zerfielen  die  Complexkegel  eines  transcendenten  Liniencom- 
plexes in  algebraische  Kegel,  die  nicht  sämmtlich  dieselbe  Ordnung 
hätten,  so  könnte  man  immer  unter  diesen  Kegeln  dreifach  unend- 
lich viele  herausgreifen,  deren  Ordnung  gleich  einer  bestimmten 
Zahl  n  wäre  und  könnte  sodann  die  HoNGs'sche  Gleichung:  (2>=sO 
dieser  Kegel  bilden.  Sodann  liesse  sich  durch  solche  Betrachtungen, 
die  wir  auf  Seite  692  Zeile  3  von  oben  angestellt  haben,  beweisen, 
dass  die  Gleichung:  <Z>  =  0  dreifach  unendlich  viele  geradlinige 
Integraicurven  besitzt,  die  somit  einen  Liniencomplex  bilden. 

Wir  brauchen  also  nur  noch  nachzuweisen,  dass  jeder  durch 
eine  analytische  Gleichung  definirter   Liniencomplex,   dessen 
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Gomplexkegel  in  lauter  algebraische  Kegel  vod  derselben  Ord- 
nung n  zerfallen,  nothwendigerweise  algebraisch  ist. 

Es  sei  ein  derartiger  Liniencomplex  vorgelegt.  Wir  greifen 
eine  Gerade  g  allgemeiner  Lage  des  Complexes  heraus  und  con- 
struiren  alle  Gomplexkegel,  die  g  enthalten.  Die  Complexlinien 
dieser  c»*  Kegel  n^'  Ordnung  bilden  ein  Strahlensystem  S,  und 
wir  behaupten,  dass  dieses  Strahlensystem  immer  algebraisch  ist. 

Wir  entwickeln  die  PLücxisR'sche  Gleichung  unseres  Linien- 
complexes  nach  dem  TATioR^schen  Theorem  und  wählen  dabei 
die  Gerode  g  als  Ausgangsstelle.  Nehmen  wir  sodann  die  t' 
ersten  Glieder  dieser  Reihenentwickelung  und  setzen  ihre  Summe 
gleich  Null,  so  definirt  die  hervorgehende  Gleichung,  wie  gross 
oder  klein  auch  die  ganze  Zahl  v  sein  mag,  immer  einen  alge- 
braischen Liniencomplex  I,..  Und  zwar  können  wir  die  Zahl  r 
so  gross  wählen,  dass  diecx>*  Kegel  von  der  Ordnung  n,  die  g  ent- 
halten ,  sSimmtiich  mit  dem  entsprechenden  Kegel  des  algebrai- 
schen Complexes  Ly  längs  g  eine  Bertthrung  beliebig  hoher  Ord- 
nung haben.  Und  da  ein  Kegel  n^  Ordnung  durch  eine  be- 
grenzte Anzahl  gerader  Erzeugender  bestimmt  ist,  kann  die  Zahl 
V  immer  so  gross  gewählt  werden,  dass  die  betreffenden  oo* 
Kegel  des  transcendenten  Complexes  durch  L,,  vollständig  be- 
stimmt sind.  Der  erste  Complex  L^,  der  diese  Bedingungen 
erfüllt ,  hängt  nur  von  Constanten  ab ,  deren  Anzahl  von  vorn- 
herein als  Function  von  n  festgestellt  werden  kann.  In  Folge 
dessen  erzeugen  die  besprochenen  oo'  Kegel  n*^'  Ordnung  des 
transcendenten  Liniencomplexes  wirklich,  wie  früher  behauptet, 
ein  algebraisches  Strahlensystem  S. 

Es  gilt  also  der 

Sats  18.  Zerfallen  die  Compexkegel  aligemeinei'  Lage  eines 
transcendenten  Liniencomplexes  in  algebraische  Kegel,  so  zerfälü 
auch  das  Strahlensystem  aller  Complexlinien,  die  eine  feste  Com- 
plexlinie  schneiden,  in  mehrere  Strahlensysteme,  unter  denen  sich 
jedenfalls  ein  algebraisches  Strahlensystem  findet. 

Wir  können  nun  in  ganz  analoger  Weise  weiter  gehen.  Ist 
g  fortwährend  eine  Gerade  allgemeiner  Lage  des  vorgelegten 
transcendenten  Liniencomplexes,  und  bezeichnet  g'  eine  be- 
nachbarte Genide  des  Complexes,  so  können  wir  die  Zahl  v 
immer  so  gross  wählen,  dnss  der  algebraische  Liniencomplex 
Ly  nicht  allein  das  algebraische  Strahlensystem  S  der  Complex- 
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linie  g,  sondern  zugleich  das  benachbarte  algebraische  Strahlen- 
system S'  der  benachbarten  Complexlinie  g'  umfasst. 

Nehmen  wir  nun  einen  Punkt  P  allgemeiner  Lage  und  con- 
slruiren  den  zugehörigen  Gomplexkegel  des  vorgelegten  trans- 
cendenten  Liniencomplexes  und  ebenfalls  den  Gomplexkegel  A^ 
des  algebraischen  Complexes  £,,,  so  dürfen  wir  behaupten  i], 
dass  diese  beiden  Kegel  zwei  unendlich  benachbarte  Complex- 
linien  gemein  haben,  und  dass  sie  sich  in  Folge  dessen  längs 
einer  Complexlinie  berühren.  Bezeichnen  wir  die  Ordnung  des 
Strahlensystems  S  mit  o,  so  giebt  es  höchstens  o  verschiedene 
Theilkegel  des  trancendenten  Liniencomplexes,  die  den  Kegel 
k\,  nach  Geraden  des  Strahlensystems  S  berühren. 

Lassen  wir  nun  die  ganze  Zahl  v  nach  und  nach  immer 
grösser  werden,  so  können  wir  offenbar  erreichen,  dass  die 
Kegel  A'j,  die  Theilkegel  n*^'  Ordnung  des  transcendenten  Linien- 
complexes osculiren  oder  gar  mit  ihnen  eine  Berührung  von  be- 
liebig hoher  Ordnung  haben,  und  dabei  findet  diese  Berührung 
immer  längs  Geraden  des  Strahlensystems  S  statt. 

Nun  aber  ist  n  eine  bestimmte  endliche  Zahl,  und  es  gehen 
andererseits  durch  jeden  Punkt  P  des  Raumes  o  gaoE  bestimmte 
Gerade  des  Strahlensystems  S.  Also  ist  es  immer  möglich,  die 
Zahl  V  so  gross  zu  wählen ,  dass  die  in  Betracht  kommenden  al- 
gebraischen Theilkegel  des  transcendenten  Liniencomplexes 
durch  die  algebraische  Gleichung  des  Complexes  L^  vollständig 
bestimmt  sind.  Und  da  diese  Gleichung  nur  eine  begrenzte  An- 
zahl Constante  enthält,  so  erkennen  wir,  dass  die  HoiiGB'sohe 
Gleichung,  die  alle  in  Betracht  kommenden  Theilkegel  des  trans- 
cendenten Complexes  definirt,  algebraisch  ist.  Diese  algebraische 
MoNGE'sche  Gleichung  hat  (vgl.  die  Ausführungen  auf  Seite  692) 
dreifach  unendlich  viele  geradlinige  Integralcurven,  die  einen 
algebraischen  Liniencomplex  bestimmen.  Und  dieser  algebraische 
Complex  ist  in  dem  ursprünglich  vorgelegten  Complex  enthalten, 
der  somit  in  algebraische  Complexe  zerfällt. 

Es  gilt  also  das  folgende  Theorem ,  das  die  vorhergehenden 
Untersuchungen  vervollständigt: 

Theorem  2,  Liegt  eine  transcendente  analytische 
Gleichung 

1)  Die  EntWickelungen  des  Textes  bleiben  nicht  mehr  gültig,  wenn 
die  Ordnung  des  Strahlensystcnnes  S  gleich  Null  ist.  Von  diesem  trivialen 
Ausnahmefalle  sehen  wir  vorläufig  ab. 
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ß(r,  5,  e,  a)  =  0 

in  den  Plücker^ sehen  Liniencoordinaten  vor,  so  sind  die 
Kegel  des  entsprechenden  Liniencomplexes  nie  alge- 
braisch; sie  zerfallen  auch  niemals  in  unendlich  viele 
algebraische  Kegel,  es  sei  denn,  dass  der  betreffende 
Complex  aus  allen  Tangenten  einer  transcendenten 
developpablen  Fläche  besteht. 

Es  liegt  an  der  Hand,  dass  diese  UotersuchuDgen  ohne 
Schwierigkeit  weiter  geführt  werden  können.  Immerhin  stellen 
sich  hier  auch  Fragen,  deren  Behandlung  neue  Hülfsmittel  ver- 
langt. So  z.  B.  ist  es  mir  nicht  gelungen  zu  entscheiden,  ob  die 
Complexkegel  allgemeiner  Lage  eines  transcendenten  analyti- 
schen Liniencomplexes  in  transcendente  Kegel  zerfallen  können, 
zwischen  denen  im  zweidimensionalen  Gebiete  aller  Geraden 
durch  den  gemeinsamen  Scheitel  kein  analytischer  Zusammen- 
hang besteht. 

§«• 

Polare  Beziehmigeii  zwiscben  Monge^scben  bez.  Pfaff'seben 
Gleiebmgei. 

Eine  Punkttransformation  des  Raumes 

(1)  x,  =  A(x,  y,  s),     y,  =  B(x,  y,  z),     z^:==C(x,  y,  z) 

führt  Linienelement  in  Linienelement  über;  gleichzeitig  geht 
jede  Schaar  von  oo^  Linienelementen  in  eine  ebensolche  Scbaar 
über.   Da  nun  eine  MoNCE'sche  Gleichung : 

(2)  f[x,y,z,dx:dy:dz)  =  0 

als  analytische  Definition  von  oo'  Linienelementen  aufgefasst 
werden  kann,  so  ist  es  von  vornherein  klar,  dass  eine  Punkt- 
transformation  (4 )  jede  MoNGB'sche  Gleichung  (2)  in  eine  Monge- 
sehe  Gleichung 

/i(^n  2/u  «t!  dx,  :  dy^  :  dz^)  =  0 

überführt.  Mit  derartigen  Transformationen  haben  sich  schon 
lttngst,nach  dem  Vorgange  von  Gauss  und  Ribmann,  viele  Mathema- 
tiker eingehend  beschäftigt. 

Die  Theorie  dieser  Transformationen  beruht  in  erster  Linie 
auf  der  wohlbekannten  und  evidenten  Thatsache,  dass  jede 
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Pimkttransformation  im  InfiDitesimalen  projeotiv  ist.  Hieraus 
folgt  ja  unmittelbar,  dass  die  GATLEY'sche  Invariantentheorie  für 
diese  höhere  Invariantentheorie  verwerthet  werden  kann. 

Hier  begnügen  wir  uns  mit  der  naheliegenden  Bemerkung, 
dass  eine  MoNGB'sche  Gleichung,  deren  Elementarkegel  algebra- 
ische Regel  n^'  Ordnung  sind,  von  jeder  Punkttransformation  in 
eine  MoNGs'sche  Gleichung  übergeführt  wird,  deren  Elementar- 
kegel ebenfalls  algebraisch  und  von  der  Ordnung  n  sind. 

Insbesondere  ist  klar,  dass  eine  Punkttransformation  (4) 
jede  PFAFP'sche  Gleichung 

adx  +  ßdy  +  ydz  =  0 

in  eine  PpAPF^sche  Gleichung  umwandelt. 

In  meinen  geometrischen  Arbeiten  aus  den  Jahren  4  870  und 
4871  lenkte  ich  die  Aufmerksamkeit  auf  eine  mehr  umfassende 
Kategorie  von  Transformationen,  die  ebenfalls  alle  Linienelemente 
einer  MoNCB^schen  Gleichung  in  die  Linienelemente  einer  Monge- 
sehen  Gleichung  und  gleichzeitig  alle  Integralcurven  der  ersten 
MoNGE'schen  Gleichung  in  Integralcurven  der  neuen  Gleichung 
überführen.  Diese  Transformationen  wurden  in  jedem  einzelnen 
Falle  durch  zwei  Gleichungen : 

r/)(x,y,^,  X,  y,Z)  =  0,     xp{x,  y,  z,  X,  Y,  Z)  =  0 

vermittelt,  die  zwei  Systeme  von  Punktcoordinaten  enthielten. 
Es  ergab  sich,  dass  eine  Monge^sche  Gleichung  gegenüber  derartigen 
Transformationen  eine  und  nur  eine  individuelle  Eigenschaft  her- 
sitzt. 

Durch  derartige  Transformationen  gelang  es  mir,  jede  nicht- 
lineare  MoNGB'sche  Gleichung  in  eine  nicht-integrable  PpAFP'sche 
Gleichung  überzuführen;  und  ich  gab  sogar  eine  allgemeine 
Methode  zur  Auffindung  aller  Transformationen,  die  eine  vor- 
gelegte MoNGE^sche  Gleichung  in  eine  PpAPp'sche  Gleichung  um- 
wandeln. Ich  stellte  femer  die  Frage  nach  allen  derartigen 
Transformationen ,  die  eine  PpAPp'sche  Gleichung  in  eine  Pfapf- 
sohe  Gleichung  überführen.  Ich  gab  die  Antwort  auf  diese  unter 
vielen  Gesichtspunkten  wichtige  Frage,  behielt  mir  aber  vor,  den 
ausführlichen  Beweis  bei  einer  späteren  Gelegenheit  zu  veröffent- 
lichen.   In  diesem  Kapitel  werde  ich  u.  a.  diesen  längst  angekün- 
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digten  Beweis  liefern.  Und  zwar  werde  ich  die  Ueberlegungen 
in  solcherweise  ftthreo,  dass  sich  die  Ausdehnung  dieser  Trans* 
formationstheorie  auf  Systeme  Pfaß^ scher  Gleichungen  von  selbst 
darbietet. 

Es  ist  überbaupi  meine  Absicht,  in  späteren  Arbeiten  diese  meine 
allen  Untersuchungen  wieder  aufzunehmen  und  neue  Theorien  zu  schaffeOj 
die  sich  auf  Berührungstransformationen,  auf  Systeme  Pfaff^scher  Glei- 
chungen, auf  semilineare  partielle  Differentialgleichungen  4.0.  und  auf 
involutionssysteme  höherer  Ordnung  bezieben.  Flüchtige  Andeutungen 
in  diesen  Richtungen  finden  sich  schon  an  verschiedenen  Stellen  in  meinen 
früheren  Arbeiten.  Ganz  besonders  möchte  ich  auf  eine  Note  in  den 
Math.  Annalen,  Bd.  XI,  p.  547  hinweisen,  die  von  meinen  Nachfolgern 
nicht  hinlänglich  berücksichtigt  worden  ist.  In  dieser  Note  gab  ich 
einen  fundamentalen  Satz,  der  sich  auf  ganz  beliebige  Gleichungssysteme 
von  der  Form: 

Qu[x,...x^X,,..  XJ  =  0      (fc  =  4  ...  9) 

bezieht.  Es  wurde  dabei  keineswegs  vorausgesetzt,  dass  dieses  Glei- 
chungssystem wirklich  alle  n  Grössen  X,-  enthält.  In  meiner  nächsten 
Arbeit  werde  ich  auf  die  hiermit  definirte  Beziehung  zwischen  Räumen, 
die  verschiedene  Dimensionenzahlen  haben,  ausführlicher  eingehen.  In 
dieser  Weise  ergeben  sich  merkwürdige  Zusammenhänge  zwischen 
ganz  verschiedenen  Gebieten,  deren  Theorie  hierdurch  gefördert  werden 
soll. 

Wir  denken  uns,  dass  zwei  Gleichungen  von  der  Form 
(4)       9)(x,y,5,  X,  r,Z)  =  0,     i//(.T,y,  Ä,X,  F,Z)=0 

vorgelegt  sind  und  sehen  dabei  zunächst  von  trivialen  Aus- 
nahmefällen ab.  Wir  deuten  x^  y,  %  als  Cartesische  Punktcoordi- 
naten  in  einem  dreifachen  Räume,  femer  X^  Y^  Z  als  ebensolche 
Goordinaten  in  einem  anderen  Räume.  Erlheilen  wir  nun  den 
Goordinaten  .r,  y,  z  bestimmte  Werthe  a,  ^,  y,  so  definiren  die 
entspreohenden  Gleichungen: 

fr{a,ß,y,X,  r,z)  =  o,    V'(-.-)=o 

eine  Curve  K  des  Raumes  X,  Y,  Z,  und  zwar  wollen  wir  den 
Punkt:  rE  =  a,y  =  /I?,5  =  yals  Bildpunkt  dieser  Curve  A'  be- 
trachten. Im  Räume  X,  Y\  Z  erhalten  wir  in  dieser  Weise  oo' 
Curven  K^  die  nach  unserer  Terminologie  einen  Cun^encomplex 
erzeugen y  und  die  Gurven  dieses  Complexes  werden  durch  die 
obenstehenden  Gleichungen  auf  den  Punktraum  x,  y,  z  abge- 
bildet. 

Rrtheilen  wir  andererseits  den  Punktooordinaten  X,  )*,  Z 
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die  Werthe  A^  B,  F,  so  ordnen  wir  dem  Punkte:  X=Aj  Y=Bj 
Z=  rdie  Curve: 

cp[x,y,z,u4,B,  q  =  0 

zu,  die  k  heissen  möge.  Im  Räume  x,  y,  z  tritt  also  ebenfalls  ein 
Curvencomplex  auf,  dessen  Curven  k  auf  den  Punklraum  X,  K,  Z 
abgebildet  werden. 

Wir  sehen,  dass  unsere  Gleichungen 

qp(a?,y,5,  X,  K,  Z)  =  0,     !/;(...)  =  0 

einen  Curvencomplex  K  im  Räume  X,  F,  Z  und  einen  Curven- 
complex k  im  Räume  Xj  y,  z  definiren,  und  dass  sie  gleichzeitig 
die  Gomplexcurven  jedes  Raumes  auf  die  Punkte  des  zweiten 
Raumes  beziehen. 

Die  hiermit  definirte  Beziehung  zwischen  den  beiden  Curven- 
complexen  k  und  K  und  den  beiden  Punkträumen  X,  7,  Z  und 
CT,  y,  2  geniesst  charakteristische  Eigenschaften,  die  wir  in  knapper 
Form  resumiren  werden. 

Bezeichnen  wir  zwei  Punkte  x,  y,  z  und  X,  F,  Z  als  con- 
jugirt,  wenn  ihre  Coordinaten  die  beiden  Gleichungen:  (p  =  0, 
xjj  z=  0  erfüllen,  so  können  wir  sagen,  dass  alle  zu  einem  ge- 
gebenen Punkte  Xj  y,  z  conjugirten  Punkte  X,  F,  Z  eine  Com- 
plexcurve  K  erzeugen ,  nämlich  diejenige ,  deren  Bildpunkt  der 
betreffende  Punkt  x,y,  z  ist.  Dementsprechend  erzeugen  alle 
zu  einem  gegebenen  Punkte  X,  Y\  Z  conjugirten  Punkte  ^r,  y,  z 
eine  Complexourve  ky  deren  Bildpunkt  der  gegebene  Punkt 
X,  F,  Z  ist. 

Durchläuft  ein  Punkt  x,  y,  z  eine  Complexourve  k,  so  gehen 
die  den  oo*  Punkten  der  Curve  k  zugeordneten  Gomplexcurven 
Ä' durch  einen  gemeinsamen  Punkt  X,  F,  Z,  nämlich  durch  den 
Bildpunkt  der  durchlaufenen  Complexourve  A'. 

Durchläuft  andererseits  ein  Punkt  X,  Y,  Z  eine  Complex- 
ourve K,  so  gehen  alle  zugeordneten  Gomplexcurven  k  durch 
einen  gemeinsamen  Punkt  x,  y,  z,  nämlich  durch  den  Bildpunkt 
der  durchlaufenen  Complexourve  K, 

Unser  Gleichungssystem :  y  =  0 ,  i//  =  0  definirt  zwei  Mongb- 
sche  Gleichungen,  die  wir  in  der  folgenden  Weise  finden.  Wir 
bilden  die  Gleichungen : 
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(fj,, dx  -f-  fpy dy+(p2dz  =  Oj 
i/;j,rf.T+  ipydy  +  tpgdz  ==  0, 

eliminiren  zwischen  ihnen  die  Grössen  X,  >',  Z  und  erhalten  so 
die  Gleichung: 

f{Xjy,  z\  dx:dy:dz)  =  0^ 

die  offenbar  von  allen  Complexcurven  k  befriedigt  wird  und 
daher  als  Mong^sche  Gleichung  der  oo'  Curven  k  bezeichnet  wer- 
den kann. 

Eliminiren  wir  andererseits  die  Grossen  tr,  y,  js  zwischen 
den  Gleichungen: 

(2)  lg>xdX+g>TdY+(pxdZ=Oj 

^  tpxdX  +  xpYdY+  ipzdZ  =  0  , 

so  erhalten  wir  eine  Gleichung : 

F(X,  Y,Z\  dX:dY:dZ)  =  0, 

die  von  allen  Complexcurven  A'  befriedigt  wird  und  daher  als 
Monge  sehe  Gleichung  der  oo'  Curven  K  bezeichnet  werden  moss. 
Die  eben  angegebene  Eigenschaft  der  MoNCK^schen  Glei- 
chungen :  f=  0  und  F  =  0  lAsst  sich  gradezu  als  Definition 
dieser  Gleichungen  auffassen.  Dies  folgt  daraus,  dass  oo'  Cur- 
ven, die  den  Raum  ausfallen,  nur  eine  MoNGB^schen  Gleichung 
befriedigen. 

Es  ist  nun  beachtenswerth,  dass  unsere  Monge  sehe  Glei- 
chungen noch  in  einer  ganz  anderen  Weise  gedeutet  werden 
können. 

Stellen  wir  nSmlich  die  Forderung,  dass  die  beiden  be- 
nachbarten Complexcurven  /r,  deren  Bildpunkte  die  Coordinaten 

A',  y,Z  und  X  +  dX,  Y  +  dY,Z+dZ 

besitzen,  sich  schneiden  sollen,  so  haben  wir  die  vier  Glei- 
chungen: 

9)(a:,y,5,  A,  r,Z)=0,     i/;(...)  =  0, 
fp{x,y,z,X  +  dX,   Y+dY,  Z  +  dZ)  =  0,  x}^[,  , .)  =  0 
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ZU  bilden,  und  unser  Verlangen  findet  daher  seinen  analytischen 
Ausdruck  in  den  Gleichungen: 

9  =  0,     i/;  =  0, 

g>xdX  +  q>TdY  +  g>zdZ=  0, 

tpxdX+^YdY+tlJzdZ=0, 

die  mit  den  Gleichungen  (2)  identisch  sind.  Die  durch  Elimi- 
nation von  cßy  y,  z  hervorgehende  Monos^sche  Gleichung: 

F(X,  r,  Z;  dX':dY:dZ)  =  0 

ist  also  das  nothwendige  und  hinreichende  Kriterium  dafür,  dass 
die  beiden  benachbarten  Complexcurven  k,  deren  Bildpunkte 
die  Coordinaten  X,  F,  Z  und  X  +  dX,  Y  +  dY,  Z+dZ  be- 
sitzen, sich  schneiden. 

Dementsprechend  liefert  die  MoNOs^sche  Gleichung: 

f(x^  y,  a;  dxidyidz)  =  0 

das  nothwendige  und  hinreichende  Kriterium  dafttr,  dass  die 
beiden  benachbarten  Complexcurven  iT,  deren  Bildpunkte  die 
Coordinaten  (r,  y ,  z  und  x  -f-  dx,  y  +  dy,  z  +  dz  haben,  einen 
gemeinsamen  Punkt  besitzen. 

Eine  MoNGs'sche  Gleichung  besitzt  immer  oo^  viele  Inte- 
gralcurven.  Wir  wollen  zeigen ,  dass  unser  Gleichungssystem : 
g)  =  0, 1/;  =r:  0  ein  Entsprechen  zwischen  den  Integralcurven 
der  beiden  Gleichungen:  /*=  0  und  F=  0  herstellte  Es  wird 
sich  sogar  ergeben ,  dass  dieses  Entsprechen  zwischen  Integral- 
curven unserer  Gleichungen  in  wesentlich  verschiedenen  Weisen 
definirt  werden  kann. 

Es  seien: 

y  =  M(x),    z  =  N(x) 

die  Gleichungen  einer  ganz  beliebigen  Integralcurve  der  Mongb- 
schen  Gleichung:  /*  =  0.   Fassen  wir  sodann  in: 

<p{x,  M{x),  N{x)  X,  F,  Z)  =  0 ,     V/ {...)  =  0 

die  Grösse  x  als  einen  Parameter  auf,  so  stellen  diese  Glei- 
chungen eo  ipso  cx»^  Complexcurven  AT  dar,  unter  denen  zwei 
benachbarte  sich  immer  schneiden.  Diese  oo^  Curven  K  haben 
daher  eine  Umhttllungscurve,  die  offenbar  [die  MoNOs'sche  Glei- 

M «th.-pliyg.  ClMse.  1897.  47 
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chung :  F  =  0  befriedigt.    Wir  finden  diese  UmhOUungscurve, 
die  C  heissen  möge,  wenn  wir  zwischen  den  Gleichungen : 

q>(x,  M{x),  N{x),  X,  Y,  Z)  =  0     V(. . .)  =  0 

0  =  ^  =  g,^  +  fp^M'  +  g,^N' 


(3) 


dx 


die  Grösse  x  eliraiDiren.  Dass  diese  Elimination  im  Allgemeinen 
nur  zwei  und  nicht  drei  endliche  Relationen  zwischen  den  Goor- 
dinaten  X,  F,  Z  liefert,  beruht  darauf,  dass  zwei  benachbarte 
Curven  K  unserer  Schaar  sich  immer  schneiden. 

Wir  wollen  nun  eine  andere  geometrische  Construction  an- 
geben, die,  angewandt  auf  die  Curve  c,  wiederum  auf  die  Gurve 
C  führen  wird. 

Wir  betrachten  alle  Complexcurven  kj  welche  die  gege- 
bene Integralcurve : 

y  =  Jf(x),     z  =  N{x) 

der  Gleichung  /*  =  0  berühren.  Zwei  benachbarte  Complex- 
curven k  der  hiermit  de6nirten  Schaar  schneiden  sich  offenbar 
immer,  und  also  erfüllen  ihre  Bildpunkte  X,  F,  Z  und  X  +  dX^ 
Y  +  dY,Z+dZ  die  Gleichung :  F  =  0.  Die  Bildpunkte  X,  Y,  Z 
aller  Curven  fr,  welche  die  vorgelegte  Curve  c  berühren,  bilden 
somit  eine  Integralcurve  C  der  MoNGB'schen  Gleichung :  F  =  0. 
Wir  wollen  zeigen,  dass  diese  Curve  C  mit  der  früher  constru- 
irten  Curve  C  identisch  ist. 

Die  Forderung,  dass  die  Complexcurve  k  die  Gurve : 

y  =  M(x) ,     z  =  N(x) 

berühren  soll ,  findet  ihren  analytischen  Ausdruck  in  den  Glei- 
chungen: 

.3,,    ig>(x,M{x),N(x),X,Y,Z)  =  0,     t/j(...)  =  0 

die  genau  dieselbe  Form  wie  die  Gleichungen  (3)  haben.  Durch 
Elimination  der  Grösse  x  erhalten  wir  daher  als  Definition 
der  gesuchten  Curve  C  grade  die  beiden  Gleichungen,  die 
sieh  früher  als  Definitionsgleichungen  der  Curve  C  ergeben 
haben. 
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Die  Integralourven  der  beiden  MoNcs^schen  Gleichungen: 
/  =  0  und  F  =  0  ordnen  sich ,  wie  wir  eben  gesehen  haben, 
paarweise  als  entsprechende  Gurven  c  und  C  susammen.  Durch* 
läuft  ein  Punkt  x,  y,  z  die  Gurve  c,  so  umhüllt  die  diesem 
Punkte  zugeordnete  Gomplexcurve  K  die  Curve  C.  Beschreibt 
andererseits  ein  Punkt  Ä,  K,  Z  die  Gurve  C,  so  umhttlit  die 
diesem  Punkte  zugeordnete  Gomplexcurve  k  die  Gurve  c. 

Das  hiermit  festgestellte  Entsprechen  zwischen  den  Inte- 
gralourven der  beiden  MoNGB^schen  Gleichungen:  f=Ound 
F  =  0  lässt  sich  als  eine  Transformation  auffassen ,  welche  den 
oo*  Linienelementen  der  MoifGE^schen  Gleichung:  /*=  0  die  oo* 
Linienelemente  der  Gleichung:  F=  0  zuordnet.  Die  Gleichungen 
(3)  oder  (3'},  die  durch  die  Substitution 

M(x)  =  y,     M'(x)^y\    iV(x)  =  a,     N'(x)  =  z' 

die  Form 

q>{x,y,z,X,  r,Z)=0,       i/;(. . .)  =  0  , 

erhalten,  geben  nach  unseren  früheren  Ueberlegungen  eine  und 
nur  eine  von  X,  Y,  Z  freie  Relation  zwischen  x^  y,  z,  y'  und  z\ 
nämlich  die  MoifGB'sche  Gleichung: 

nx,y,z,  \:y':z')  =  ^. 

Also  können  die  obenstehenden  Gleichungen  nach  X,  Yy  Z  auf- 
gelöst werden  und  liefern  dabei  für  diese  Grössen  Ausdrücke: 

^  =  3(aj,  y,  ^,  y,  V), 

die  uns  zeigen,  dass  die  oben  angegebenen  Constructionen  jedes- 
mal Integralourven  c ,  c',  c". . .  dir  Gleichung  /*  =  0 ,  die  ein  ge- 
meinsames Linienelement  x^y^  z,  y'  z'  haben,  in  Integralourven 
C,  C,  C". . .  der  Gleichung  F  =  0  überführen,  die  durch  einen 
gemeinsamen  Punkt  X,  7,  Z  gehen.  Es  ist  leicht  einen  Schritt 
weiter  zu  gehen  und  zu  beweisen,  dass  die  Gurven  C,  C,  C'\  .  . 
einander  in  ihrem  gemeinsamen  Punkte  berühren.  Da  nttmlich 
in  den  vorhergehenden  Ueberlegungen  die  kleinen  und  die 
grossen  Buchstaben  überall  vertauscht  werden  können,  so  be- 
stehen auch  Gleichungen  von  der  Form: 

47* 
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aus  denen  dardi  Auflösung  drei  Relationen: 

.   x  =  i^(XYZY'Z') 

(5)  {  y  =  J»(  .   .  .  ) 

'  Ä=i{  .   .   •  ) 

abgeleitet  werden,  die  x^y,z  als  Functionen  von  X^Y,Z^  Y\  Z' 
bestimmen. 

Vereinigen  wir  nun  die  drei  Gleichungen  (5)  und  die  drei 
analogen  Gleichungen  (4),  so  ist  es  leicht  zu  erkennen,  dass  jedem 
Linienelelemente  x^  i/,  2,  y\  z  der  MorcGB'schen  Gleichung /'=0 
ein  Linienelement  X,  K,  Z,  Y\  Z'  der  Gleichung  F=  0  zuge- 
ordnet ist,  dass  also  das  Entsprechen  zwischen  den  Integral- 
curven  c  und  C  unserer  beiden  Moivcz^schen  Gleichungen  die 
fundamentale  Eigenschaft  geniesst,  Curven  c  mit  gemeinsamem 
Linienelement  Curven  C  zuzuordnen,  die  ebenfalls  ein  gemein- 
sames Linienelement  besitzen. 

Briheilen  wir  nämlich  den  Grössen  o;,  y,  2,  y',  js'  bestimmte 
Werthe,  die  unsere  MoifGz'sche  Gleichung  /'=  0  erfdllen,  so 
zeigen  die  Gleichungen  (4),  dass  die  entsprechenden  Werthe 
von  X,  Y^Z  (innerhalb  eines  passenden  Bereiches)  eindeutig 
bestimmt  sind.  Substituiren  wir  sodann  diese  Werthe  in  die 
Gleichungen  (5)  und  F=0,  so  erkennen  wir,  dass  wirklich  auch 
die  Werthe  von  Y'  und  Z'  analytisch  bestimmt  sind.  Selbstver- 
ständlich erfallen  die  gefundenen  Werthe  von  X,  1,  Z,  Y\  V 
die  MoNGB'sche  Gleichung  F  =  0. 

Ehe  wir  das  hiermit  gefundene  wichtige  Resultat  formu- 
liren,  wollen  wir  die  früheren  Ueberlegungen  in  einem  wesent- 
lichen Punkte  vervollständige«.  Wir  haben  nämlich  ursprttng- 
lich,  wenn  auch  implicite  %voei  Voraussetzungen  gemacht,  die 
sich  factisch  auf  tvae  einzige  reduciren. 

Wir  haben  einerseits  angenommen,  dass  die  Gleichungen: 

(1)  9>(x,y,z,X,  F,Z)  =  0,     !/;(.. .)  =  0 

den  00'  Punkten  x,  y,  z  dreifach  unendlich  viele  Curven  Abzu- 
ordnen, die  den  Baum  X,  )',  Z  ausfüllen.  Wir  haben  anderer- 
seits vorausgesetzt,  dass  die  Gleichungen:  ^  =  0,  1/;  =  0  den 
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oo*  Punkten  X,  y,  Z  dreifach  unendlich  viele  Cnrven  k  zuordnen, 
die  den  Raum  x^  y,  z  ausfüllen.   Wir  wollen  zeigen,  dass  diese* 
beiden  Voraussetzungen  nicht  wesentlich  verschieden  sind,  dass 
also  die  letzte  Voraussetzung  immer  erfüllt  ist,  wenn  dies  mit 
der  ersten  Voraussetzung  der  Fall  ist. 

Es  mögen  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

a)(a:,y,^,X,  y,Z)  =  0,     V{...)='0 

vorgelegt  sein,  die,  sobald  a?,  y,  z  als  Parameter  aufgefasst  wer- 
den, dreifcich  unendlich  viele  Curven  K  darstellen,  die  den 
Raum  X,  Y\  Z  ausfüllen.  Es  gehen  dann  durch  jeden  Punkt  all- 
gemeiner Lage : 

Ä  =  ^,    r=B,    z=r 

einfach  unendlich  viele  Curven  Ä": 

a)(a,6,c,X,  r,z)  =  o,     ¥(.••) -0, 

unter  denen  jede  im  Räume  x^y^  z  einen  bestimmten  Bildpunkt 

a?  =  a,    y  =  bj     z  =  c 

besitzt.  Der  Ort  dieser  oo^  Bildpunkte  ist  diejenige  Curve  k  des 
Raumes  o?,  ^,  js ,  die  dem  Punkte:  X  =  ^,  y  =  5,  Z  =  i", 
zugeordnet  ist.  W&re  nun  die  Zahl  der  Curven  k  kleiner  alsoo', 
so  hatte  jede  Curve  k  unendlich  viele  Bildpunkte: 

x  =  u^,    y=ß,   z=r 

und  dann  wttre  jeder  Punkt  einer  Curve  k  Bildpunkt  von  unend- 
lich vielen  Curven  K.  Hiermit  sind  wir  auf  Widerspruch  ge- 
führt worden  und  also  giebt  es  wirklich  dreifach  unendlich  viele 
Curven  k.  Und  diese  oo'  Curven  k  müssen  den  Raum  x,  y,  z 
ausfüllen;  denn  wären  x,  y,  x  durch  eine  Relation: 

^{x,y,z)  =  Q 

gebunden,  so  bestimmten  die  Gleichungen:  ()p  s=  0,  t// =  0 
nicht  dreifach  unendlich  viele  Curven  A'  im  Räume  X,  y,  Z. 

Also  können  wir  sagen: 

Satz  1.    Ordnen  zwei  vorgelegte  Gleichungen: 

(p(x,y,z,  X,  y,z)  =  o,    V'(---)  =  0 

den  oo*  Punkten  x^y^  z  dreifach  unendlich  viele  Curven  K  zu, 
die  den  Raum  X,  y,  Z  ausfüllen,  so  ordnen  diese  Gleichungen  auch 
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den  oo^  Punkten  A\  V,  Z  dreifach  unendlich  viele  Curven  k  %u, 
die  den  Raum  x^y^  z  ausfüllen  *). 
Ist  dann : 

f{Xf  y,  z;  dx:  dyidz)  =  0 

die  Monge^sche  Gleichung  der  Curven  A",  und 

F(X,  r,  Z;  dX:dY:dZ)  =  0 

die  Monge^sche  Gleichung  der  Curven  K,  so  bestimmen  die  sechs 
Gleichungen : 

q)  =  0,     V^  =  0 

ö  =  9>.r  +  Vy  y   +Vz^',       0  =  ip,,  +  %  y'  +  4*z  -' 
0  =  9Pjc  +  yr  V'  +  y^Z',     0  =  V^x+^ry'  +  i//zZ' 

(innerhalb  passender  Bereiche)  ein  ein -eindeutiges  Entsprechen 
zwischen  den  c»*  Linienelementen  ac,  y,  a,  y',  js'  der  Gleichung 
f^=0  und  den  CO*  Linietielementen  Ä',  F,  Z,  F',  Z'  der  Gleichung: 
F  =  0 .  /)/'eÄe  Transformation  der  Linienelemente  der  Glei- 
chungen :  /*  =,  0  und  F  =  0  führt  im  Allgemeinen  Integralcurve 
der  einen  Gleichung  in  Integralcurve  der  anderen  Gleichung  über. 
Die  einzige  Ausnahme  bilden  die  Complexcurven  k  und  K,  deren 
Linienelemente  jedesmal  in  die  Linienelemente  eines  Elementar- 
kegels übergehen  y  dessen  Scheitel  der  betreffenden  Complexcurve 
als  Bildpunkt  zugeordnet  ist. 

Die  hiermit  festgestellte  Beziehung  zwischen  den  Linien- 
elementen zweier  MoicGB^schen  Gleichungen  /*  =  0  und  F  ==  0 
bezeichnen  wir  aus  naheliegenden  Gründen  als  eine  polare  Be- 
ziehung. Wir  sagen,  dass  die  Integralcurven  der  beiden  Monge- 
sehen  Gleichungen  polar  auf  einander  bezogen  sind.  Zuweilen 
brauchen  wir  auch  die  Ausdrucksweise,  dass  die  beiden  Mo!s-ge- 
sehen  Gleichungen  polar  auf  einander  bezogen  sind;  oder  w^r 
sagen,  dass  zwischen  den  beiden  Curvencomplexen  k  und  A' 
eine  polare  Beziehung  festgestellt  ist. 


Wir  können  (wie  in  meinen  alten  Arbeiten)  einen  Schritt 
weiter  gehen  und  nachweisen,  dass  unsere  beiden  Gleichungen 

4)  Es  möge  hier  ausdrücklich  bemerkt  seio,  dass  aus  der  Voraus- 
setzung, dass  zwei  Gleichungen 

9P(x,  t/,  «,  X,  y,  z)  =  0,   v;(. ..)«o 

sowohl  im  Räume  x^  y,  2,  wie  Im  Räume  X,  Y,  Z  dreifach  unendlich 
viele  Curven  bestimmen,  unmittelbar  folgt,  dass  die  Curven  jeder  Schaar 
den  betreffenden  Raum  ausfüllen. 
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^  =  0 ,  ip  =  0  zwischen  allen  geometrischen  Gebilden  (Punkten, 
Gurven  und  Flächen)  der  beiden  R&ume  er,  y,  z  und  X,  Y,  2 
eine  Beziehung  feststellen,  welche  die  fundamentale  Eigenschaft 
geniesst,  Gebilde,  die  sich  berühren  (d.  h.  ein  gemeinsames 
Plächenelement  haben},  in  Gebilde  Überzufahren,  die  sich  eben- 
falls berühren. 

Hier  brauchen  wir  nicht  auf  alle  Details  dieser  grossen 
von  mir  begründeten  Theorie  einzugehen.  Wir  beschränken  uns 
vielmehr  auf  einige  knappe  Bemerkungen,  die  wir  später  ver- 
werthen. 

Liegt  im  Räume  Xy  y,  z  eine  Fläche: 

w(x,  y,  z)  =  0 

vor,  so  giebt  es  unter  ihren  oo'  Linienelementen  immer  oo^,  die 
zugleich  unsere  MoNcs'sche  Gleichung:  f=0  befriedigen.  Und 
diese  cx>^  Linienelemente  lassen  sich  immer  zu  oo*  Curven  a 
zusammenfassen,  welche  die  Fläche  (im  Allgemeinen  sogar  mehr- 
fach) überdecken.  Jede  Curve  a  ist  aber  eine  Integralcurve  der 
Gleichung:  /*=  0  und  hat  daher  im  Räume  X,  }',  Zeine  Bild- 
curve  2.  Und  die  cx>*  soeben  definirten  Gurven  2  erzeugen  im 
Allgemeinen  eine  neue  Fläche  ii,  die  wir  als  Bildfläche  der  ge- 
gebenen Fläche :  oi  =  0  auffassen  wollen. 

In  dieser  Weise  ordnen  wir  jeder  Fläche  (bez.  Gurve)  des 
Raumes  x^  y,  z  ein  Gebilde  des  Raumes  X,  7,  Z  zu.  Wir  be- 
haupten, dass  bei  dieser  Zuordnung  Gebilden  mit  gemeinsamem 
Flächenelement  Gebilde  im  anderen  Räume  entsprechen,  die 
ebenfalls  ein  gemeinsames  Flächenelement  haben. 

Wünscht  man  den  inneren  Grund  für  diese  Thatsache  zu 
erkennen  und  gleichzeitig  den  Schlüssel  zu  den  tieferliegenden 
Phänomenen  dieser  ganzen  Theorie  zu  6nden ,  so  muss  man  die 
Aufmerksamkeit  auf  diejenige  Transformation  richten,  die  alle 
oo*  Linienelemente  der  MoNOB^schen  Gleichung:  /*=  0  in  die  oo* 
Linienelemente  der  Gleichung:  F  =  0  überführt. 

Wenn  zwei  Flächen  einander  berühren,  so  haben  sie  im 
Berührungspunkte  jedenfalls  ein  gemeinsames  Linienelement  /, 
das  der  MoNGs'schen  Gleichung:  f=0  genügt.  Sehen  wir  von 
unendlich  kleinen  Grossen  zweiter  Ordnung  ab,  so  dürfen  wir 
überdies  behaupten ,  dass  unsere  Flächen  noch  weitere  gemein- 
same Linienelemente  /'  enthalten,  die  f=0  befriedigen.   Dies 
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ist  ja  der  Fall  mit  allen  zu  /  benachbarten  Linienelementen,  die 
f=0  erfüllen  und  der  einen  Fläche  gehören. 

Es  ist  andererseits  klar,  dass  zwei  Flachen  sich  berühren 
müssen,  sobald  ein  Linienelement  der  Gleichung:  /*=  0  auf 
beiden  Flächen  gelegen  ist,  und  überdies  alle  benachbarten 
Linienelemente  der  Gleichung:  /*=  0,  welche  auf  der  ersten 
Fläche  liegen,  bis  auf  Grossen  zweiter  Ordnung  auch  auf  der 
anderen  Fläche  gelegen  sind. 

Bei  der  Transformation  der  Linienelemente  unserer  M ongb- 
schen  Gleichungen  gehen  aber  unendlich  benachbarte  Linien- 
eiemente  im  Allgemeinen  in  ebensolche  Elemente  über,  und 
insbesondere  werden  Linienelemente,  deren  Coordinaten  nur  um 
infinitesimale  Grossen  zweiter  Ordnung  differiren,  in  Linien- 
elemente transformirt,  die  in  derselben  Beziehung  zu  einander 
stehen. 

Durch  Vereinigung  dieser  Betrachtungen  ergiebt  sich,  dass 
Flächen  des  Raumes  cc,  y,  js,  die  ein  gemeinsames  Flttchen- 
element  haben,  im  Allgemeinen  in  Flächen  transformirt  werden, 
die  in  derselben  gegenseitigen  Beziehung  stehen. 

Sind  die  Elementarkegel  der  Gleichung:  /*=  0  algebraische 
Kegel  von  Ordnung  n,  so  giebt  es  in  jedem  Punkte  einer  will- 
kürlich gewählten  Fläche :  a}{xy  s)=^0  n  verschiedene  Linißn- 
elemente,  welche  auf  der  Fläche  liegen  und  die  Gleichung:  f=  0 
erfüllen.  Alsdann  ordnen  unsere  Gonstructionen  dem  betreffen- 
den Flächenelement  der  Fläche :  cu  =s  0  mehrere  und  zwar  n 
verschiedene  Elemente  der  Bildfläche:  a(X  Y  Z)  =  0  lu.  Sind 
auch  die  Elementarkegel  der  Gleichung:  F=  0  algebraische  Kegel 
von  der  Ordnung  iV,  so  ist  die  Beziehung  zwischen  den  Flächen- 
elementen der  beiden  Räume,  die  unsere  Gonstructionen  defi- 
niren,  n  —  A- deutig;  dabei  ist  es  selbstverständlich  fortwährend 
unsere  Voraussetzung,  dass  wir  von  vornherein  in  den  beiden 
Punkträumen  solche  Gebiete  gewählt  haben,  dass  die  Beziehung 
zwischen  den  Linienelementen  der  beiden  HoNGs^schen  Glei- 
chungen innerhalb  der  betreffenden  Bereiche  als  eine  ein-^in- 
deutige  aufgefasst  werden  kann. 

Ausnahmsweise  kann  es  vorkommen,  dass  in  einem  ge- 
wissen Punkte  einer  Fläche :  cj  (cc  y  js)  =  0  alle  oo^  hindurch- 
gehenden Linienelemente  der  Fläche  die  HoivGB'sche  Gleichung: 
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/*  =  0  befriedigen.  Alsdann  gehören  zu  dem  betreffenden 
Pittobenelemente  x,  y,  Zj  p,  q  einfach  unendlich  viele  zugeordnete 
Flachenelemente  des  Raumes  X,  F,  Z.   Sind: 

\=  I(a:,  y,  z,  p,  9), 

>'  =  ?)(^,  y,  «,  p,  9), 

z  =  3(   ....), 

/'  =  ¥(    ....), 

()=Q(.T,    !/,    Ä,    p,    ?) 

die  Gleichungen ,  welche  die  Beziehung  zwischen  den  Flächen- 
eiementen  beider  Rttume  definiren,  so  können  die  Functionen 
X,  9) . . .  Q  sich  nicht  sämmtlich  in  der  Umgebung  des  betreffen- 
den Elementes  x,  y,  z^p^  q  regulär  verhalten,  sondern  einige 
unter  diesen  Functionen  mtlssen  unbestimmt  werden. 

Wir  wollen  nun  insbesondere  annehmen,  dass  die  Gleichung: 
/*=  0  die  Form: 

Adx  +  Bdy  +  Cdz  =  (i 

besitzt,  und  somit  eine  PPAFP'sohe  Gleichung  darstellt.  Dass 
dieser  Fall  eintreten  kann,  ist  von  vornherein  klar.  Liegt  näm- 
lich eine  integrable  oder  nioht^integrable  PpAFP'sche  Gleichung 
vor,  so  besitzt  diese  Gleichung  immer  00°^  viele  Integraicurven, 
und  unter  ihnen  denken  wir  uns  dreifach  unendlich  viele  heraus- 
gegriffen, die  durch  die  beiden  Gleichungen : 

0(0^,  y,  ;j,  a,  /S,  y)  =  0,      «?(...)  =  1 

dargestellt  sein  mögen.  Ist  nun  die  betreffende  PPAPP'sche 
Gleichung  nicht-integrabel,  so  müssen  diese  00'  Integraicurven  k 
den  Raum  x,  y,  z  aasfttllen.  Ist  femer  die  PpAPp'sche  Gleichung 
integrabel  und  stellt: 

W{xj  y,  a)  =  Const. 

ihre  Integralgleichung  dar,  so  kann  man  immer  auf  jeder  Fläche 
der  Schaar:  W=  Const.  zweifach  unendlich  viele  Gurven  heraus- 
greifen, und  man  erhalt  also  wiederum  eine  Schaar  von  00'  In- 
tegraicurven A*  der  PpApp'schen  Gleichung,  die  den  Raum  aus- 
füllen. 
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Nachdem  in  dieser  Weise  eine  Schaar  von  oo'  Curven 
<Z>  =  0,  9^=0  gefunden  ist,  die  ^unsere  PFAPP'sche  Gleichung 
befriedigt  und  den  Raum  x,  y,  z  ausfüllt,  bilden  wir  die  beiden 
Gleichungen 

a>(x,  y,  z,  A',   r,  Z)  =  0,     V(..,)  =  (i 

und  betrachten  sie  als  Deßnitionsgleichungen  einer  BertLhrungs- 
transformation. 

Diese  Berührungstransformation  besieht  die  cx)'  Integral- 
curven  k  unserer  PpAPp'sohen  Gleichung  auf  die  Punkte  des 
Raumes  X,  Yj  Z.  Und  in  dem  letzten  Räume  treten  oo'  Curven 
A'auf,  die  den  Punkten  x,  y^  z  zugeordnet  sind. 

Jetzt  giebt  es  im  Räume  Xy  y,  z  dreifach  unendlich  viele 
Flächenelemente:  Xy  y^  z,  py  q,  die  jedesmal  oo*  Linienelemente 
der  PpAPP'schen  Gleichung:  Adx-\-Bdy-\- Cdz  s=  0  enthalten. 
Diese  Gleichung  ordnet  ja  jedem  Punkte  x,  y,  z  einfach  unend- 
lich viele  Linienelemente  zu,  die  ein  Büschel  bilden,  und  in  dem 
Flachenelemente: 

ABC 

enthalten  sind. 

Jedes  einzelne  unter  diesen  cx>'  Flfichenelementen  hat  oo* 
entsprechende  Flttchenelemente  A',  K,  Z,  P,  Q.  In  dieser  Weise 
erhalten  wir  im  Allgemeinen  im  Räume  A,  }',  Z  eine  ausgezeich- 
nete Schaar  von  oo*  Flftchenelementen  A',  Y\  Z,  P,  Qj  die  durch 
eine  gewisse  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

D(X,  Y,  Z,  P,  0)  =  0 

deßnirt  wird.  Wir  wollen  die  Integrationstheorie  dieser  par- 
tiellen Differentialgleichung  aus  trivialen  Eigenschaften  unserer 
Ppapp  sehen  Gleichung  ableiten.  Dabei  heben  wir  ausdrücklich 
hervor,  dass  wir  sp&ter  durch  ganz  analoge  Betrachtungen  all- 
gemeine Theorien  für  gewisse  semilineare  Gleichungen  erster 
Ordnung  und  für  Involutionssysteme  höherer  Ordnung  begrün- 
den werden.  Ein  Hauptzweck  mit  unseren  jetzigen  Entwickel- 
ungen  ist,  eben  diese  neuen  Theorien  vorzubereiten. 

Im  Räume  x,  y,  z  betrachten  wir  alle  durch  einen  Punkt  tt 
allgemeiner  Lage  hindurchgehenden  Linienelemente  unserer 
PpAPp'schen  Gleichung  sowie  das  Flachenelement  e,  das  diese 
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Linienelemente  enthalt.  Die  oo^  zugeordneten  Linienelemente  L 
des  Raumes  X,  Y,  Z  erzeugen  eine  Gurve  Ky  n&mlich  die  Bild- 
curve  des  Punktes  7t.  Jeder  su  tt  benachbarte  Punkt  7t'  be- 
stimmt in  entsprechender  Weise  eine  zu  AT  benachbarte  Gomplex- 
curve  K'.  Setzen  wir  insbesondere  voraus,  dass  auch  das  Linien- 
element 7t  7t'  die  PpAFp'sche  Gleichung  befriedigt ,  so  schneiden 
sich  die  beiden  Gomplexcurven  K  und  K'.  Diese  benachbarten 
Curven  haben  oo*  gemeinsame  Flächenelemente ,  deren  Inbegriff 
wir  als  einen  Flächenstreifen  bezeichnen  wollen.  Es  ist  leicht 
zu  beweisen,  dass  die  oo^  Flächenelemente  des  Streifens  KK' 
gerade  diejenigen  oo*  Flächenelemente  X,  Y\  Z,  P,  Q  sind,  die 
von  unserer  Bertthrungstransformation  dem  ausgezeichneten 
Flächenelement  OD,  y,  z^  p,  q  zugeordnet  sind,  das  wir  frtlher 
mit  e  bezeichnet  haben. 

Das  Flächenelement  e  enthält  die  beiden  Punkte  7t  und  7t\ 
ferner  alle  durch  7t  gehenden  Linienelemente  /  der  PPAFp'schen 
Gleichung,  endlich  auch  (wenn  von  infinitesimalen  Grossen 
zweiter  Ordnung  abgesehen  wird)  alle  durch  7t'  gehenden  Linien- 
elemente /'  der  PpAPF'schen  Gleichung.  Nach  unserer  allgemeinen 
Theorie  finden  wir  aber  die  oo^  zum  Flächenelemente  e  zugeord- 
neten Elemente  A,  Y,  Z,  P,  Q,  indem  wir  zuerst  unter  den  oo* 
durch  7t  gehendenden  Linienelementen  /  ein  bestimmtes  wählen, 
sodann  ein  benachbartes  Element  l'  nehmen,  dessen  Punkt  7t' 
ebenfalls  im  Flächenelemente  e  enthalten  ist,  und  endlich  die 
beiden  zu  /  und  l'  zugeordneten  Linienelemente  L  und  V  con- 
struiren.  Die  hiermit  gefundenen  Linienelemente  L  und  V  be- 
stimmen ein  Flächenelement  X,  F,  Z,  P,  Q,  das  durch  unsere 
Bertthrungstransformation  dem  Flächenelemente  e  zugeordnet  ist. 

Brtheilen  wir  jetzt  dem  durch  den  Punkt /r  gehenden  Linien- 
elemente /  der  PpAFp'schen  Gleichung  alle  oo^  möglichen  Lagen, 
so  erhalten  wir  im  Räume  X,  Y,  Z  einfach  unendlich  viele  zum 
Flächenelement  e  zugeordneten  Elemente  X,  Y,  Z,  P,  Q,  und  diese 
oo^  Flächenelemente  gehören  ofienbar,  wie  frtther  behauptet, 
dem  Fläohenstreifen,  den  wir  mit  KK'  bezeichnet  haben. 

Wir  haben  wiederholt  betont,  dass  dem  Flächenelemente  e 
einfach  unendlich  viele  Elemente  X,  F,  Z,  P,  Q  zugeordnet  sind. 
Hierzu  ftthrte  uns  ursprünglich  die  Bemerkung,  dass  einem 
Flächenelemente  a:,  y,  z,  p,  q,  das  n  Linienelemente  der  Gleichung 
/*=0  enthält,   im   anderen  Räume  n  verschiedene  Flächen- 
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elemente  zugeordnel  sind.  Und  zwar  nahmen  wir  ohne  weiteres 
an,  dass  dieser  Schluss ,  der  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet 
wurde,  dass  n  eine  endliche  Zahl  bezeichnet,  auch  dann  gültig 
bleibt,  wenn  n  gleich  oo*  ist.  Nun  ist  allerdings  der  hiermit  ge- 
machte Schritt  vollständig  richtig.  Wir  halten  es  jedoch  für  zweck- 
massig, auf  diesen  Punkt  genauer  einzugehen;  denn  in  unseren 
Gonstructionen  der  dem  Plächenelemente  e  zugeordneten  Ele- 
mente X,  Y,  Z,  Pf  Q  traten  factisch  zwei  Willkürlichkeiten  auf, 
indem  nicht  allein  das  Linienelement  /,  sondern  auch  der  zum 
Punkte  7t  benachbarte  Punkt  /r'  unendlich  viele  verschiedene 
Lagen  haben  können. 

Dass  nichtsdestoweniger  jedem  Pläohenelemente  e  nur  oo* 
und  nicht  oo*  Elemente  X,  F,  Z,  P,  Q  zugeordnet  sind,  beruht 
darauf,  dass  die  Lage  des  Punktes  ^',  wie  jetzt  gezeigt  werden 
soll,  keinen  wesentlichen  Einfluss  auf  die  Lage  des  transformirten 
Piächenelementes  ausübt. 

Wir  nehmen  wiederum  einen  Punkt  tc  allgemeiner  Lage 
und  ein  hindurchgehendes  Linienelement  l  der  Pfapf*  sehen  Glei- 
chung; wir  nehmen  ferner  zwei  zu  tc  benachbarte  Punkte  n' 
und  tt",  die  alle  beide  in  dem  Flächenelemente  e  gelegen  sind, 
und  construiren  sodann  die  beiden  durch  ti'  und  ti"  gehenden 
Linienelemente  l'  und  /",  die  zum  Linienelemente  /  benachbart 
sind.  Im  Baume  X,  F,  Z  entsprechen  den  drei  Linienelementen 
/,  /'  und  r  drei  ganz  bestimmte  Linienelemente,  die  L,  L'  und 
L"  heissen  mögen.  Bezeichnen  wir  sodann  mit  E'  das  Flächen- 
element, das  L  und  V  enthält,  ferner  mit  E"  das  Flächenelement, 
das  L  und  L"  enthält,  so  ist  es  unsere  Behauptung,  dass  die 
beiden  Flächenelemente  E'  und  E"  identisch  sind.  Zum  Beweise 
bemerken  wir,  dass  es  immer  eine  Complexcurve  k  giebt,  die 
durch  Ti'  hindurchgeht  und  überdies  tc"  enthält,  wenn  von  in- 
ßnitesimalen  Grössen  2.  0.  abgesehen  wird.  Hieraus  folgt,  dass 
der  Punkt  des  Linienelementes  L'  mit  dem  Punkte  des  Elementes 
L"  identisch  ist.  Und  da  sowohl  das  Flächenelement  E'  wie  das 
Flächenelement  E"  durch  diesen  Punkt  gehen,  und  überdies  alle 
beide  das  Linienelement  L  enthalten,  so  fallen  diese  beiden 
Plächenelemente  wirklich  zusammen. 

Esgilt  daher  der  Satz: 

Satz  S.  Ordnen  zwei  vorgelegte  Gleichungen 

(p[x,y,z,X,Y,Z)  =  0,     !/;(...  )  =  0 
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den  oo'  Funkten  X,  7,  Z  dreifach  unendlich  viele  Curven  zu,  die 
den  Raum  Xy  y,  z  ausfüllen  und  überdies  eine  Pf  ersehe  Gleichung: 

Adx  +  Bdy  +  Cdz  =  0 

befriedigen,  so  geniesst  die  von  den  Gleichungen:  g)  =  0,  t//=  0 
bestimmte  Berührungstransformation  eine  charakteristische  Eigen- 
schaft: sie  ordnet  einem  jeden  unter  den  oo'  Flächenelementen: 

£.  — -1  — ni 

ABC 

einfach  unendlich  viele  Flächenelemente  X,  F,  Z,  P,  Q  zu. 

Wenn  andererseits  eine  Berührungstransformation,  die  durch 
zwei  Gleichungen  qp  =  0 ,  rp  =  0  definirt  wird,  eine  Schaar  von 
oo'  Flächenelementen  (x:,  y,  z,  p^,  q  in  eine  Schaar  bestehend  aus 
oo*  Elementen  X,  Y,  Z,  P,  Q  umwandelt,  so  erfüllen  die  oo'  Com- 
plexcurven: 

(p{x,y,z,A,B,C)  =  0,     i/;(.  .  .)  =  0 
des  Baumes  x,  y,  z  immer  eine  Pf  äff 'sehe  Gleichung, 

Setzen  wir  fortwährend  voraus,  dass  die  MoifCB^sche  Glei- 
chung: f=0  die  PFAFp'sche  Form  besitzt,  so  entsprechen  also 
jedem  Flächenelemente  e  einfojch  unendlich  viele  Elemente 
X,  Y,  Z,  P,  Q,  und  diese  oo*  Elemente  bilden,  wie  wir  sahen, 
einen  Flfichenstreifen,  der  von  zwei  benachbarten  sich  schnei- 
denden Gomplexcurven  K  und  K'  begrenzt  wird.  Bezeichnen 
wir  wie  früher  den  Bildpunkt  der  Curve  K  mit  tt,  so  ist  der 
Bildpunkt  tc'  der  Curve  K'  in  dem  Flachenelemente  e  des  Punktes 
7t  gelegen.  Hieraus  können  wir  einen  fundamentalen  Sohluss 
ziehen.  Wenn  der  Punkt  7t  gegeben  ist,  so  hat  das  zugeordnete 
Flächenelement  e  eine  bestimmte  Lage,  und  dementsprechend 
ist  auch  der  Flächenstreifen  KK',  aufgefasst  als  Ort  von  oo*  Ele- 
menten X,  Y,  Z,  P,  Q,  vollständig  bestimmt.  Das  Linienelement 
/r/r'  kann  aber  einfach  unendlich  viele  verschiedene  Lagen  an- 
nehmen, und  die  oo*  verschiedenen  Curven  K'  schneiden  die 
feste  Curve  K  in  verschiedenen  Punkten.  Nichtsdestoweniger 
bestimmen,  wie  wir  gesehen  haben,  unsere  benachbarten  Gom- 
plexcurven K  und  K',  wenn  auch  nicht  dieselbe  geometrische 
Figui*,  doch  jedenfalls  dieselbe  Schaar  von  oo*  Flächenelementen. 

Wir  formuliren  dieses  wichtige  Resultat  folgendermassen : 
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Sats  3.  Ist  die  Monge^sche  Gleichung  aller  Complexcurven  k 
eine  Pfaffhche  Gleichung  ^  so  ist  der  Flächenstreifen  ^  den  zwei  be- 
nachbarte^ sich  schneidende  Complexcurven  K  und  K'  definiren, 
vollständig  bestimmt ,  sobald  die  Curve  K  gegeben  ist.  Wenn  also 
eine  feste  Complexcurve  K  nach  und  nach  von  verschiedenen  be- 
nachbarten Complexcurven  geschnitten  wird,  so  enthält  der  Flächen- 
streifen KK*  immer  dieselbe  Schaar  von  oo*  Flächenelementen. 

Jede  Complexcurve  K  gehört  also  einem  einzigen  Flächen- 
Streifen  5  an,  dessen  oo^  Flachenelemente  einem  bestimmten  Ele- 
mente e  zugeordnet  sind.  Nehmen  wir  nun  eine  bestimmte 
Curve  A',  wählen  auf  ihr  einen  Punkt  P,  und  suchen  das  ent- 
sprechende Flächenelement  des  betreffenden  Streifens,  so  sollen 
wir  eine  beliebige  benachbarte  Curve  K'  nehmen,  die  K  schneidet. 
Wir  können  insbesondere  diejenige  K'  wählen^  die  K  im  Punkte  P 
schneidet.  Das  gesuchte  Flächenelement  gehört  in  Folge  dessen 
dem  betreffenden  Elementarkegel  der  MoNGs^schen  Gleichung 
F=0  an. 

Der  Flächenstreifen  S  einer  Complexcurve  K  hat  daher  in 
jedem  Punkte  P  mit  dem  zugeordneten  Elementarkegel  der  Gleichung : 
F  =  0  ein  Flächenelement  gemein. 

Setzen  wir  ausdrücklich  voraus,  dass  die  HoNGB'Sche  Glei- 
chung :  F  =  0  keine  PpAFP'sche  Gleichung  ist,  so  hat  jeder  Ele- 
mentarkegel oo*  Flächenelemente,  deren  jedes  einem  Streifen  S 
gehört.  Alsdann  giebt  es  oo^  Flächenelemente,  die  jedesmal  einem 
8  gehören,  und  diese  oo*  Flächenclemente  werden  durch  eine 
partielle  Differentialgleichung : 

a)(x,  y,z,  p,  (?)  =  o 

bestimmt,  deren  Elementarkegel  grade  die  Kegel  derHoiCGB'schen 
Gleichung  F==  0  sind. 

Nehmen  wir  jetzt  irgend  eine  Integialcurve  c  der  PfafP sehen 
Gleichung:  /*=  0  und  construiren  wir  im  Räume  A',  Y\  Z  die  oo* 
Complexcurven  A",  deren  Bildpunkte  auf  der  gewählten  Curve  c 
liegen y  so  bestimmen  zwei  benachbarte  Ourven  K  dieser  Schaar 
immer  einen  Flächenstreifen  S,  und  also  erzeugen  diese  oo*  Curven 
K  immer  eine  Integi^cUfläche  der  partiellen  Differefitialgleichung: 
Q  =  0. 

In  ganz  entsprechender  Weise  betrachten  wir  in  einer  späteren 
Abhandlung  Systeme  von  n  —  q  PpAFF'schen  Gleichungen  zwischen  n  Ver- 
ttnderllchen  und  erhalten  hierdurch  in  erster  Linie  eine  allgemeine  Theorie 
für  semilineare  partielle  Differentialgleichungen: 
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mit  oo"  charakteristischen  Curven  und  gleichzeitig  eine  allgemeine  Theorie 
der  betreffenden  PpAFp'schen  Systeme. 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass  auch  die MoNos'sche  Gleichung: 
F=0  die  PPAFF^sche  Form  besitzt.  Alsdann  giebt  es  oo' Flttchen- 
elemente  Xj  F,  Z,  P,  Q,  die  einem  Streifen  S  gehören.  Und  da 
die  Zahl  der  Streifen  S  gleich  oo^  ist,  so  gehört  jedes  unter  diesen 
oo'  Flachenelementen  oo^  Streifen  S  an.  Jetzt  bestimmt  die 
PpAFp'sche  Gleichung  F=  0  dreifach  unendlich  viele  Elemente  E, 
die  im  Räume  X,  Y,  Z  dieselbe  Rolle  spielen,  wie  im  Räume 
X,  t/,  z  die  oo'  Elemente  e.  Zwischen  den  cx>'  Elementen  e  und  den 
oo'  Elementen  E  stellt  unsere  Berührungstransformation  eine  un- 
endlich-unendlich-deutige  Beziehung  fest.  Die  oo^  Elemente  E 
setzen  sich  zu  oo^  Streifen  S  zusammen,  deren  jeder  das  Bild  eines 
Elementes  e  liefert ;  dementsprechend  bestimmen  die  oo'  Ele- 
mente e  dreifach  unendlich  viele  Streifen  5,  deren  jeder  einem 
Elemente  E  zugeordnet  ist. 

Nehmen  wir  im  Baume  £c,  ^,  s  eine  beliebige  Integralcurve  c 
der  Pfaff' sehen  Gleichung:  /*=  0,  und  construiren  wir  alle  oo* 
Complexcurven  /T,  deren  Bildpunkte  auf  der  Curve  c  liegen,  so 
erzeugen  diese  oo*  Curven  A'  eine  Fläche ,  deren  FlSlchenele> 
mente  lauter  Elemente  E  sind.  Die  PpAFF'sche  Gleichung:  F=  0 
hat  also  Integralflächen  und  zwar  gehört  jedes  Element  E  einer 
und  eo  ipso  auch  nur  einer  Integraifläche  an.  Die  PpAFF^sche 
Gleichung:  F=0  ist  also  iniegrabely  und  dementsprechend  ist 
auch  die  PFAPp'sche  Gleichung /"=  0  integrabel. 

Hiermit  ist  der  von  mir  in  den  Mathematischen  Annalen 
Bd.  5,  p.  4  63,  Z.  6  aufgestellte  fundamentale  Satz  bewiesen. 

Theorem  in.    Bestimmen  die  beiden  Gleichungen 

<p{x,y,z,X,Y,Z)  =  (i,     ,/,(... )  =  0 

sowohl  im  Räume  x,  y,  z  wie  im  Räume  X,  K,  Z  drei- 
fach unendlich  viele  Curven^  die  jedesmal  eine  Pfaff- 
sehe  Gleichung  erfüllen^  so  sind  diese  Pfaff^schen  Glei- 
chungen alle  beide  integrabel. 

Wie  ich  schon  an  der  citirten  Stelle  hervorgehoben  habe, 
wirft  dieser  Satz  Licht  über  die  Frage  nach  allen  eindeutigen  (Be- 
Tübrungs-)Transformationen  des  Raumes.  Gleichzeitig  hebe  ich 
hervor,  dass  unser  Theorem  sich  fac tisch  mit  dem  Satze  deckt, 
dass  jede  Osculationstransformation  der  Ebene  eine  Berührungs- 
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iransformatioD  ist.  loh  vermulbe,  dass  es  Herrn  Bxcklund^s  Auf- 
merksamkeit entgangen  ist,  dass  ich  schon  in  den  Mathematischen 
Annalen,  Bd.  5  das  Theorem  III  ausdrücklich  aufgestellt  habe. 
Auch  erlaube  ich  mir  darauf  hinzuweisen,  dass  die  Frage  nach 
den  Osculationstransformationen  des  n- fachen  Raumes  suerst 
von  mir  und  swar  im  Jahre  1 87S  in  den  Verhandlungen  der  Ges. 
d.  W.  zu  Christiania  formulirt  wurde.  Ich  behalte  mir  vor,  auf 
Herrn  BicuuNB's  schöne  Untersuchungen  auf  diesem  Gebiete 
später  lurttckzukommen. 

Der  Volistflndigkeit  wegen  stellen  wir  noch  das  folgende 
Theorem  auf : 

Theorem  lY.    Bestimmen  die  Gleichungen 

im  Räume  x,  y,  z  dreifach  unendlich  viele  Integral- 
curven  k  einer  Pfaff  sehen  Gleichung  und  im  Räume 
Xj  F,  Z  dreifach  unendlich  viele  Curven  K^  die  eine 
nicht-lineare  Monge^sche  Gleichung  FssO  erfüllen^  so 
ist  jene  Pfaff^sche  Gleichung  nicht-integrabel.  Die 
Curven  K  sind  die  Charakteristiken  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung. 

Auf  die  Umkehrung  dieses  Theorems  gehen  wir  hier  nicht 
ein;  dagegen  betonen  wir,  dass  wir  spflter  das  aufgestellte 
Theorem,  wie  seine  Umkehrung,  verallgemeinem  wollen;  zu 
diesem  Zwecke  ersetzen  wir  zunächst  die  PPAPp'sche  Gleichung 
/*=  0  durch  ein  System  PpAPp'scher  Gleichungen. 

Endlich  wollen  wir  annehmen,  dass  weder  die  HoNOB'sche 
Gleichung  /*sO  noch  die  Gleichung  F=:  0  die  PpAPP'sche  Form 
besitzt. 

Alsdann  bestimmen  wiederum  zwei  benachbarte  sich  schnei- 
dende Complexcurven  K  und  K'  einen  Flächenstreifen  8;  jetzt 
giebt  es  aber  vierfach  unendlich  viele  Streifen  S.  Dement- 
sprechend finden  wir  auch  im  Räume  x,  y,  z  vierfach  unendlich 
viele  Streifen  s.  Nehmen  wir  sodann  eine  beliebige  Integral- 
curve  c  der  HoNGz'schen  Gleichung:  /*=  0  und  construiren  alle 
oo*  Complexeurven  A,  deren  Bildpunkte  auf  c  liegen,  so  erzeugen 
diese  oo*  Curven  K  jedesmal  eine  Fläche:  W(Xy  F,  Z)  =  0,  die 
oo*  Streifen  8  enthält.  Wir  erhalten  in  dieser  Weise  oo"^  viele 
Flächen:  W=z  0  und  diese  Flächen  liefern  das  allgemeine  Integral 


LlMIBNGBOMBTEIS  UND  BEEÜBaUNGSTEANSFORMAnONBN.  725 

eines  Involutianssystems,  bestehend  aus  zwei  partiellen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung.  Ein  derartiges  Involutionssystem 
hat  bekanntlich  immer  fünffach  unendlich  viele  charakteristische 
Streifen  zweiter  Ordnung.  Da  beide  Gleichungen  unseres  Invo- 
lutionssystems  die  HoNGB-ÄHPi^RB'sche  Form  haben,  so  hat  dieses 
Involutionssystem  eo  ipso  vierfach  unendlich  viele  charakteri- 
stische Streifen  erster  Ordnung.  Die  Zahl  der  charakteristischen 
Curven  ist  aber  oo'. 

Soweit  mir  bekannt,  sind  derartige  Involutionssysteme  noch 
nicht  betrachtet  worden. 

Bei  unserer  Bertthrungstransformation  verhält  sich  unser 
Involutionssystem  selbstverständlich  nicht  regulär. 

Die  Yerallgemeiuerung  dieser  Theorie  liegt  an  der  Hand. 


Liegt  irgend  eine  nicht-lineare  MoifOB'sohe  Gleichung 

F(X,  y,  Z;  dX:dY:dZ)  =  0 

vor,  so  bestimmt  sie  bekanntlich  immer  eine  nicht-lineare  par- 
tielle Differentialgleichung  erster  Ordnung.   Sind 

0{X,Y,Z,a,ß,y)  =  O,     V{  ■  •  ■  )  =  0 

die  Gleichungen  der  oo'  Charakteristiken  dieser  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung, so  bestimmen  die  Gleichungen 

0{X,Y,Z,x,y,z)=:^O,     «F(...)  =  0 

eine  Berührungstransformation,  bei  welcher  die  cx)'  Charakteri- 
stiken den  oo'  Punkten  o?,  y,  z  zugeordnet  werden.  Gleichzeitig 
werden  den  oo*  Linienelementen  der  Gleichung:  F=  0  die  oo* 
Linienelemente  einer  nicht-integrablen  PpAPF^schen  Gleichung 

Adx  +  Bdy  +  Cdz  =  0 

zugeordnet.  Die  bekannte  Transformationstheorie  dieser  Pfaff- 
schen  Gleichung  liefert  unmittelbar  die  vollständige  Transfor- 
mationstheorie der  MoNGB'schen  Gleichung:  F=  0.  Die  Berüh- 
rungstransformationen der  Ebene  geben  unmittelbar  alle  Trans- 
formationen der  00*  Linienelemente  F  =  0 ,  bei  denen  vereinigte 
Lage  bewahrt  wird.  Ich  bemerke  ausdrücklich,  dass  diese 
Theorie  unmittelbar  aus  meinen  Eutwickelungen  im  fünften  Bande 
der  Math.  Annalen  hervorgeht. 

lUih.-phys.  01ms«.   1S97.  48 
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Bei  unseren  Transformationen  kann  jede  nicht- lineare 
MoNGB'sche  Gleichung  die  Form 

(i)  dt>  — lpdj  =  0 

erhalten,  ebenfalls  jede  nicht-integrable  PFAFp'scbe  Gleichung. 
Eine  integrable  PpAFp'sche  Gleichung  kann  nie  auf  die  Form  (ij, 
wohl  aber  auf  die  Form 

gebracht  werden. 

Gegenüber  den  von  mir  eingeführten  allgemeinen  Transfor- 
mationen hat  daher  eine  Mong^sche  Gleichung  nur  eine  invariante 
Eigenschaft. 

Führt  miin  das  Linienelement,  wie  ich  gethan  habe,  als  Raum- 
element  ein,  so  erhttlt  man  eine  Geometrie  der  Linlenelemenle  des 
Raumes.  Diese  Geometrie  zerfällt  aber  nalurgemttss  in  zwei  Tbeile.  Die 
elementare  Geometrie  der  Linienelemente  betrachtet  nur  Punkt transfor- 
mationen  des  Raumes;  ich  habe  schon  früher  gezeigt,  dass  die  Ver- 
werthuog  transcend enter  Punkttransformationen  zu  ttberraschend  ein- 
fachen und  wichtigen  Resultaten  führen  kann.  Die  höhere  Geometrie 
der  Linieneiemente  betrachtet  solche  Transformationen  der  Linienelemente 
von  MoRGE'schen  Gleichungen,  die  in  meinen  ersten  geometrischen  Ar- 
beiten eingeführt  wurden.  Die  von  mir  in  dieser  Abhandlung  wiederholt 
angekündigten  neuen  Untersuchungen  gehören,  so  kann  ich  sagen,  zu 
der  höheren  Geometrie  der  Elemente  des  n-fachen  Raumes. 


§3. 

Bestimang  der  allgemeinsten  polaren  Besiehnng  swiscken 
Linienevmplexen. 

Im  Februar  4  869  theilte  ich  der  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften in  Christiana  eine  Deutung  des  ImaginSiren  der  ebenen 
Geometrie  mit,  die  für  meine  sämmtlichen  mathematischen  Unter- 
suchungen der  Ausgangspunkt  gewesen  ist.  In  dieser  Arbeit 
brachte  ich  den  Grundgedanken  der  PLüCKEa'schen  Liniengeo- 
metrie in  Verbindung  mit  derjenigen  geometrischen  Deutung 
einer  imaginären  Grösse,  die  man  lange  Argakd  und  Gauss  zu- 
geschrieben hat,  während  sie  factisch  schon  im  Jahre  4797  von 
Abbl's  (und  meinem]  Landsmanne,  dem  Norweger  Caspar  Wessel 
der  dänischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  mitgetheilt 
wurde '). 


4)  Caspar  Wesskl's  schöne  Arbeit  lag  in  fast  hundert  Jahren  be- 
graben in  den  Schriften  der  dänischen  Ges.  d.  W.    Nachdem  der  dänische 
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DisGARTEs  Stellte  das  System  zweier  reellen  veränderlichen 
Grossen  durch  einen  Punkt  der  Ebene  dar,  und  durch  conse- 
quente  Entwickelung  dieser  fundamentalen  Idee  begründete  er 
die  analytische  Geometrie  der  Ebene,  die  als  eine  sinnliche  Dar- 
stellung der  Algebra  zweier  reellen  Grössen  aufgefasst  werden 
kann. 

Will  man  für  das  System  zweier  imaginären  Grössen: 

i4  =  a^  +  a,  i ,     C  =^c^-{-c^  i 

eine  sinnliche  Darstellung  schaffen,  so  muss  man  als  Repräsen- 
tant dieses  GrOssensystems  eine  reelle  geometrische  Figur  ein- 
führen, die  von  vier  reellen  Parametern:  o^ ,  a,,  c^,  c,  abhängt. 
Den  ersten  Schritt  in  dieser  Richtung  machte  v.  Staubt,  dessen 
Arbeiten  mir  damals  unbekannt  waren. 

Für  denjenigen,  der  sich  Plücker's  Ideen  angeeignet  hatte, 
lag  es  nahe,  eine  reelle  Raumgerade  als  Repräsentant  des  ima- 
ginären Grössensystems  i4  =  o^  +  o^  / ,  C  =^  c^  +  c^  i  einzu- 
führen. Zu  diesem  Zwecke  stellte  ich  nach  dem  Vorgange 
Wessbl's  die  imaginäre  Grösse  71  =  0^+0,1  durch  den  Punkt 
a^ ,  a,  einer  Ebene  dar,  ferner  die  imaginäre  Grösse  C=c^-\'  c,  i 
durch  den  Punkte^,  c^  einer  paralleleii  Ebene;  sodann  fasste 
ich  die  Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  als  Repräsentant  des 
imaginären  Grössensystems  i4  =  a^  +  a,  i ,  C  =  c,  -f-  c^  i  auf. 

Bei  dieser  Gelegenheit  brauche  ich  nicht  ausführlich  darauf 
einzugehen,  wie  die  consequente  Durchführung  dieser  einfachen 
Idee  mich  zu  einer  Reihe  geometrischer  und  analytischer  Theo- 
rien führte,  die  nicht  allein  für  mich,  sondern  auch  für  die 
Wissenschaft  neu  waren. 


Mathematiker  Jüel  den  Werth  dieser  Arbeit  erkannt  hatte,  veranlasste 
ich,  dass  Wessel's  ursprüngliche  Abhandlung  in  dem  norwegischen  Archiv 
for  Mathematik  reproducirt  würde.  Es  war  damals  meine  ausdrückliche 
Absicht,  sobald  wie  möglich  eine  deutsche  oder  französische  Ausgabe 
dieses  Werkes  meines  Landsmannes  zu  veranstalten.  Inzwischen  ist  eine 
solche  Ausgabe  von  der  dänischen  Gesellschaft  veröffentlicht  worden. 
Gegenüber  diesem  Factum  erlaube  ich  mir  folgende  Data  anzuführen. 
Im  Jahre  4797  waren  die  beiden  Königreiche  Norwegen  und  Dänemark 
noch  unter  einem  König  vereinigt.  Caspar  Wessel  war  aber,  wie  Juel 
ausdrücklich  angiebt,  Norweger.  Die  von  mehreren  dänischen  Mathema- 
tikern besorgte  Ausgabe  beabsichtigt  wahrscheinlicherweise  diese  That- 
.sache  soweit  wie  möglich  zu  elimiitiren. 

48* 
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Hier  kann  ich  mich  auf  die  Bemerkung  beschränken,  dass 
meine  geometrische  Deutung  der  imaginären  Dualität  der  Ebene 
mir  ohne  weiteres  (Februar  K  869)  eine  merkwürdige  Kategorie 
von  Bertthrungstransformationen  des  Raumes  lieferte,  die  als 
speciellen  Fall  diejenige  fundamentale  Transformation  umfasst, 
die  gerade  Linien  in  Kugeln  umwandelt. 

Diese  letztere  Berührungstransformation  ordnet  den  Punkten 
eines  Raumes  x^  y,  %  die  Minimalgeraden  ^)  eines  anderen 
Raumes  X,  \\  I  zu;  gleichzeitig  werden  die  Punkte  des  Raumes 
JC,  F,  Zden  Geraden  eines  linearen  Liniencomplexes  des  Raumes 
j?,  y,  %  zugeordnet.  Und  zwar  liegen  die  Bildpunkte  x,  y^  z 
aller  Minimalgeraden,  die  durch  einen  gemeinsamen  Punkt  X,  YjZ 
gehen,  auf  einer  Geraden,  nflmlich  auf  derjenigen  Geraden  des 
linearen  Complexes,  deren  Bildpunkt  der  betreffende  Punkt 
A',  F,  Z  ist.  Denken  wir  uns  andererseits,  dass  eine  Gerade  des 
linearen  Complexes  um  einen  auf  ihr  gelegenen  Punkt  x^y^z  sich 
dreht,  so  beschreibt  der  Bildpunkt  X,  F,  Z  dieser  Gomplexlinie 
eine  Gerade,  nämlich  diejenige  Miniraalgerade,  deren  Bildpunkt 
der  besprochene  Punkt  x,  y,  js  ist. 

Meine  Deutung  der  imaginären  Dualität  gab  mir  drei  wesent- 
lich verschiedene  Bertthrungstransformationen  zwischen  den 
beiden  Räumen  x,  y,  z  und  X,  K,  Z.  Diese  drei  Transforma- 
tionen besessen  einen  gemeinsamen  Charakter,  so  verschieden  sie 
auch  im  Einzelnen  waren.  In  jedem  Falle  traten  zwei  Liniencom- 
plexe  auf,  unter  denen  der  eine  im  Räume  o?,  y,  z  gelegen  war, 
während  der  andere  Complex  dem  Räume  X,  K,  Z  gehörte.  Da- 
hei  wurden  jedesmal  die  Punkte  des  ersten  Raumes  in  die  Comr 
plexlinien  des  anderen  Raumes  und  die  Complexlinien  des  ersten 
Raumes  in  die  Punkte  des  anderen  Raumes  übergeführt.  Complex- 
linien durch  einen  Punkt  entsprachen  jedesmal  Punkte  einer 
Complexlinie  des  zweiten  Raumes. 

In  dem  zuerst  besprochenen  Falle  war  der  eine  Complex  ein 
linearer,  der  andere  Complex  dagegen  ein  specieller  Complex 
zweiten  Grades,  dessen  Gerade  sämmtlich  einen  Kegelschnitt 
trafen. 


4)  Als  Minimalgerade  bezeichne  ich  jede  imagiottre  Gerade  des 
Raumes,  die  den  PoRCBLET'scheo  imagiottren  KugellLreis  schneidet.  VgL 
Verb.  d.  G.  d.  W.  zu  Christiania,  4S7P  und  4874,  sowie  Math.  Ann.  Bd.  V. 


LlNIBIfGEOHETEIB  UND  BBRfiHmülfGSTEANSPORHATIOlfEN.         729 

In  dem  zweiten  Falle  waren  beide  Liniencomplexe  vom 
zweiten  Grade,  und  zwar  solche  Gomplexe,  die  man  jetzt  ge- 
wöhnlich als  tetraedrale  Gomplexe  bezeichnet. 

Im  dritten  Falle  waren  beide  Complexe  specielle  lineare 
Gomplexe,  und  die  betrefifende  Bertthmngstransformation  des 
Raumes  war  nicht  wesentlich  verschieden  von  einer  Trans- 
formation, die  in  analytischer  Form  schon  bei  Eulbr,  spSter  auch 
bei  ÄHPtaE  aufgetreten  war.  Allerdings  ist  wohl  zu  beachten, 
dass  EuLSE  und  Amp^es  diese  Operation  keineswegs  als  eine  Be- 
rtthmngstransformation des  Raumes,  sondern  nur  als  ein  Hülfs- 
mittel  zur  Transformation  gewisser  Differentialgleichungen  auf-- 
fassten. 

Eine  jede  unter  diesen  drei  BerOhrungstransformationen 
bietet  ein  besonderes  Interesse  dar.  Ja  die  erstgenannte  Trans- 
formation, die  gerade  Linien  in  Kugeln  ttberftthrt,  hat  schon  auf 
die  Entwickelung  der  Geometrie  (und  der  Analysis)  einen  so 
grossen  Einfluss  ausgeübt,  dass  sie  der  PoNCBLsr'schen  Trans- 
formation der  reciproken  Polaren  an  die  Seite  gestellt  werden 
kann.  Dabei  ist  allerdings  zu  berttcksichtigen,  dass  die  Poncblet- 
sche  Transformation  bei  Ausdehnung  auf  n  Dimensionen  ihr  In- 
teresse bewahrt,  während  meine  Tiansformation  bei  Ausdehnung 
auf  n  Dimensionen  ihre  wichtigsten  Eigenschaften  verliert. 

Durch  Betrachtungen  von  dieser  Art  wurde  ich  schon  im 
Jahre  4  874  dazu  veranlasst,  alle  (alg^aischen)  BerOhrungstrans- 
formationen des  dreifachen  Raumes  zu  suchen,  die  alle  Punkte  des 
Rocumes  in  die  Geraden  eines  Liniencomplexes  und  alle  Geraden 
eines  Liniencomplexes  in  die  Punkte  des  Raumes  transformiren. 

Anders  ausgesprochen: 

Ich  suchte  die  allgemeinste  polare  Beziehung: 

(p[x,y,z,  X,  7,Z)  =  0,     t/;(....)  =  0 
zwischen  zwei  Liniencomplexen. 

Bei  meiner  Behandlung  dieses  schwierigen  und  hochinter- 
essanten Problems  gelang  es  mir,  einige  Schritte  vorwärts  zu 
kommen.  Durch  Betrachtungen,  die  ich  sogleich  reproduoiren 
werde,  erkannte  ich  nämlich,  dass  die  Kegel  der  beiden  Linien- 
complexe vom  ersten  oder  zweiten  Grade  sein  mttssen,  oder 
aber  dass  sie  in  Kegel  zweiten  bez.  ersten  Grades  zerfallen.   Da 
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es  mir  aber  im  Jakre  1874  noch  nicht  gelang,  in  definitiver 
Weise  alle  Liniencomplexe  zu  beftiimmen,  deren  C!omplexkegel 
in  Regel  zweiten  bei.  ersten  Grades  zerfallen,  so  sah  ich  mich 
damals  dazu  gezwungen,  meine  Frage  nach  den  Berttbrunggtrans- 
formationen  des  Raumes,  die  alle  Punkte  in  oo'  Gerade  und  oo' 
Gerade  in  die  Punkte  des  Raumes  ttberfohren,  nur  unter  ge- 
wissen speciellen  Voraussetzungen  zu  erledigen. 

Jetzt  steht  die  Sache  anders.  Nachdem  im  ersten  Para- 
graphen dieser  Abhandlung  alle  Liniencomplexe  bestimmt 
worden  sind,  deren  Complexkegel  zerfallen,  bietet  die  Bestim- 
mung aller  Berührungstransformationen  des  Raumes,  bei  denen 
Punkte  in  Gerade  und  gewisse  oo'  Gerade  in  Punkte  übergehen, 
nicht  unüberwindliche  Schwierigkeiten.  In  diesem  Paragraphen 
führe  ich  diese  Bestimmung  vollständig  durch. 

Es  ist  nicht  schwierig,  specielle  Lösungen  unseres  Problems 
anzugeben. 

Das  System  der  beiden  bilmearen  Gleichungen : 

+  { )Z+( )     =0 

+  ( )^+( )     =0 

ordnet  ja  offenbar  jedem  Punkte  ,v,  y,  a  eine  Gerade  des  Raumes 
X,  y,  Z  zu  und  zugleich  jedem  Punkte  A',  }\  Z  eine  Gerade  des 
Raumes  x,  y,  z. 

Die  bilinearen  Gleichungssysteme  liefern  daher  eine  Kate- 
gorie von  Berührungstransformationen,  welche  Punkte  in  Ge- 
rade und  cx)'  Gerade  in  die  Punkte  des  Raumes  überführen. 
In  dieser  Weise  erhält  man  aber  nur  projective  Verallgemeine- 
rungen derjenigen  Berührungstransformationen,  die  ich  ursprüng- 
lich durch  meine  reelle  Deutung  der  imaginären  Dualität  der 
Ebene  gefunden  hatte. 

Es  liegt  nichts  destoweniger  nahe,  zu  vermuthen,  dass  ein 
bilineares  Gleichungssystem  99  =  0 ,  1/;  =s  0  die  allgemeinste 
polare  Beziehung  zwischen  zwei  Liniencomplexen  herstellt  So 
steht  aber  die  Sache  nicht.  Es  ist  in  der  That  möglich  (und 
sogar  in  wesentlich  verschiedenen  Weisen),  eine  polare  Be- 
ziehung zwischen  zwei  Liniencomplexen  herzustellen,  die  nicht 
durch  ein  bilineares  Gleichungssystem  definirt  werden  kann. 
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Man  nehme  z.  B.  zwei  beliebige  (algebraische)  Developpablen  und 
ordne  einer  jeden  unter  den  oo^  Tangentialebenen  der  einen 
Flache  eine  Tangentialebene  der  zweiten  zu.  Bezieht  man  so- 
dann die  Punkte  und  Geraden  jeder  Tangentialebene  der  ersten 
Developpable  dualistisch  auf  die  Geraden  und  Punkte  der  ent- 
sprechenden Tangentialebene  der  zweiten  Fläche,  so  erhalt 
man  eine  polare  Beziehung  zwischen  den  beiden  Liniencom- 
plexen,  die  von  den  Tangenten  dieser  developpablen  Flächen 
gebildet  werden.  Und  die  Definitionsgleichungen  der  hiermit 
definirten  Bertlhrungstransformation,  die  unter  Umständen  Irans- 
cendent  sein  kann,  sind  niemals  hilinear. 

Indem  wir  jetzt  das  aufgestellte  Problem  in  Angriff  nehmen, 
erinnern  wir  zuerst  an  eine  schöne  Bemerkung  von  Malus,  die 
seinerzeit  von  mir  verallgemeinert  und  vervollständigt  wurde. 
Malus  ordnet  jedem  Punkte  x,  y,  z  des  Raumes  eine  hindurch- 
gehende Gerade  durch  Gleichungen: 

zu,  in  denen  r  und  s  gewisse  Functionen  von  x^y^z  bezeichnen. 
Er  betrachtet  sodann  diejenigen  Geraden  dieser  Schaar,  die  den 
Punkten  [x-^-dx^  y-j-dy,  z-^-dz)  in  der  Umgebung  des 
Punktes  Xj  y,  z  zugeordnet  sind  und  untersucht,  welche  unter 
diesen  Geraden  die  Gerade  des  Punktes  x,  y,  z  schneiden.  Eine 
einfache  Rechnung  zeigt  ihm,  dass  diese  benachbarten  Punkte 
durch  die  MoNGE'sche  Gleichung 

[7^  dz  —  dx)  ds  -^  {sdz  —  dy)  dr  =^  {^  ^ 

die  vom  zweiten  Grade  in  den  Differentialen  dx,  dy.  dz  ist, 
bestimmt  werden.  Er  zog  hieraus  den  Schluss,  dass  die  ge- 
suchten, dem  Punkte  x^y,  z  benachbarten  Punkte  auf  einem 
Kegel  zweiten  Grades  liegen,  dessen  Spitze  der  Punkt  5C,  y,  z  ist. 
In  meiner  früher  citirten  Arbeit  aus  dem  Jahre  4874  ver- 
allgemeinerte  und  vervollständigte  ich  diese  schöne  Bemerkung 
von  Malus  in  der  folgenden  Weise.  Ich  betrachtete  einen  be- 
liebigen Liniencomplex,  der  in  irgend  einer  Weise  auf  den  Punkt- 
ranm  x,  y,  z  abgebildet  war.  Es  werden  dann  die  Geraden  des 
Gomplexes  durch  Gleichungen  von  der  Form: 
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dargestellt,  deren C!oefficienten:  r^g^SjC  von  x^y^z  abhängen. 
Verlangen  wir  jetst,  dass  die  beiden  benachbarten  (üomplex- 
linien^  deren  Bildpunkte  die  (üoordinaten  x^y^  z  und 

x  +  dx^     y+dyj     z  +  dz 

besitzen,  sich  schneiden  sollen,  so  erhalten  wir  die  MoifGE'sche 
Gleichung: 

dr  -  da  —  d(f  '  ds  =  0  j 

die  in  den  Differentialen  dx,  dy,  dz  vom  zweiten  Grade  ist. 
Es  giebt  immerhin  einen  Ausnahmefall^  in  dem  diese  Monge^sche 
Gleichung  sich  auf  eine  Pf  äff*  sehe  Gleichung  reducirt.  Dies  tritt 
dann  und  nur  dann  ein  (man  vergleiche  die  Entwickelungen  des 
vorigen  Paragraphen)^  wenn  die  Geraden  des  betreffenden  Linien- 
complexes  die  Charakteristiken  einer  partiellen  Differentiaiglei- 
chung  ernster  Ordnung  sind.  Alsdann  w^erden  die  Charakteristik 
sehen  Streifen  die^ser  partiellen  Differentialgleichung  jedesmal 
von  zwei  benachbarten  Complexlinien  g  und  g'  gebildet,  die 
sich  schneiden.  Alle  Flachenelemente  eines  Streifens  liegen  so- 
mit in  einer  Ebene,  und  diese  Ebene  berührt  alle  Gomplerkegel, 
die  unsere  Coroplexlinie  g  enthalten.  Es  sind  daher  alle  Com- 
plexlinien singulare  Gerade,  und  der  Complex  selbst  besteht  aus 
allen  Tangenten  einer  nicht-developpablen  Fläche  oder  aus  allen 
Treffgeraden  einer  krummen  Curve. 

Wir  formuliren  zuerst  das  letzte  Resultat  als  Satz: 

Satz  1.  Die  Geraden  eines  Liniencomplexes  sind  dann  und 
nur  dann  Charakteristiken  einer  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  j  wenn  der  Complex  aus  allen  Tangenten  einer 
nicht' abwickelbaren  Fläche  oder  aus  den  Treffgeradefi  einer 
krummen  Curve  besteht. 

Indem  wir  uns  auf  diesen  Satz  stützen,  können  wir  meine 
Verallgemeinemng  und  Vervollständigung  des  Satzes  von  Malus^)^ 
die  ich  urprünglich  in  anderer  Weise  begründet  hatte,  in  der 
folgenden  Weise  formuliren: 

Satz  2.  Wird  ein  Liniencomplex  des  Raumes  ;,  ^,  }  auf  den 
Punktraum  x,  y^  z  abgebildet y  so  drückt  sich  die  Bedingung  für 
das  Schneiden  zweier  benachbarten  Complexlinien  durch  eine 
Monge^sche  Gleichung 


\)  In  meinen  Publicationen  aus  den  Jahren  1870— >72  wurden  Malus' 
mir  damals  unbekannte  Betrachtungen  nicht  citirt 
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f(x,  y,  %;  dx:dy:dz)  =  0 

auSy  die  im  Allgemeinen  vom  zweiten  Grade  in  den  Differentialen 
dXj  dyj  dz  sein  wird.  Besteht  aber  der  Complex  aus  allen  Tan" 
genten  einer  nicht-abwickelbaren  Fläche  oder  aus  allen  Secanten 
einer  krummen  Curve,  so  ist  die  Gleichung:  f=0  eine  nicht-inte" 
grable  PfafPsche  Gleichung.  Besteht  endlich  der  Complex  aus 
allen  Tangenten  einer  abwickelbaren  Fläche  oder  aus  den  Secanten 
einer  Geraden,  so  ist ;  /*  =  0  eine  integrable  Pfaff^sche  Gleichung, 
Wenn  wir  eben  gesagt  haben,  dass  die  Bedingung:  /*=  0 
fttr  das  Schneiden  zweier  benachbarten  Geraden  eines  Linien^ 
complexes  im  Allgemeinen  die  Form : 

adx^-\-bdy^  +  cdz^-\-%e'dydz-\-if'dzdX'\'%g'dxdy  =  ^ 

besitzt,  so  ist  wohl  zu  beachten,  dass  die  Coefficienten  a^b  . ,  ,g 
im  Allgemeinen  keine  eindeutigen  Functionen  von  x^y,  z  sind, 
während  sie  selbstyerständiicherweise  innerhalb  passend  ge- 
wählter Bereiche  eindeutig  sein  müssen.  Nur  wenn  die  Ab- 
bildung des  betreffenden  Complexes  auf  den  Punktraum  x,y,z 
so  beschaffen  ist,  dass  jeder  Punkt  x,  y,  z  nur  einer  einzigen 
Complexlinie  als  Bildpunkt  zugeordnet  ist,  kann  man  von  vorn- 
herein behaupten,  dass  die  Coefficienten  der  Gleichung:  f=0 
eindeutige  Functionen  des  Ortes  sind. 

Verbinden  wir  unsere  letzten  Ergebnisse  mit  den  Ent- 
wickelungen  des  zweiten  Paragraphen,  so  erhalten  wir  unmittel- 
bar den  folgenden  Satz  ttber  die  allgemeinste  polare  Beziehung 
zwischen  zwei  Linienoomplexen : 

Sati  3.  Sind  zwei  irreducible  Liniencomplexe  polar  auf  ein- 
ander bezogen,  so  sind  drei  Fälle  möglich. 

1)  Sind  beide  Complexe  nicht- speciell,  sind  also  ihre  Ge- 
raden weder  Tangenten  einer  Fläche  noch  Secanten  einer  Curve, 
so  bilden  cUk  Geraden  jedes  Complexes,  die  durch  einen  Punkt 
allgemeiner  Lage  gehen,  einen  einzigen  irredudblen  Kegel  zweiten 
Grades.  In  diesem  Faüe  sind  beide  Liniencomplexe  algebraisch 
und  vom  zweiten  Grade. 

2)  Ist  der  Liniencomplex  des  Raumes  x,y,  z  nichtrspeciell, 
dagegen  der  Complex  des  Raumes  X,  Y,  Z  special,  so  bilden  die 
Complexliniendes  Raumes  x,y,z  einen  allgemeinen  Liniencomplex 
ersten  Grades;  dagegen  besteht  der  Complex  des  Raumes  X,  Y,  Z 
entweder  aus  allen  Tangenten  einer  nicht-abwickelbaren  Fläche 
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zweiten  Grades  oder  aus  den  Secanten  eines  irredudblen  Kegel- 
schnitts. 

3)  Sind  beide  Liniencomplexe  speciell,  so  bestehen  sie  alle 
beide  aus  den  Tangenten  einer  (transcendenten  oder  algebraischen) 
developpablen  Fläche  j  oder  aber  aus  den  Secanten  einer  geraden 
Linie, 

Schon  im  Jahre  1871  versuchte  ich  den  hier  streng  be- 
gründeten Satz  zu  beweisen.  So  beachtenswerth  aber  auch 
meine  damaligen  Bestrebungen  waren,  so  fehlte  mir  doch  damals 
(wie  ich  übrigens  in  den  Yerh.  d.  6.  d.  W.  zu  Christiana,  4  871, 
pag.  87  offen  zugab]  noch  die  feste  Grundlage  für  diese 
schwierige  Untersuchung. 

Wir  wollen  jetzt  der  Reihe  nach  die  drei  möglichen  FHUe 
durchgehen  und  alle  BerOhrungstransformationen  aufstellen, 
die  unsere  Forderungen  erfüllen.  Dabei  erscheint  es  zweck- 
mässig, zuerst  den  dritten  Fall  zu  erledigen,  sodann  den  zweiten 
Fall  zu  nehmen  und  endlich  zum  Schluss  den  ersten  Fall  zu  dis- 
cutiren. 

Wir  nehmen  zwei  ganz  beliebige  —  algebraische  oder  trans- 
cendente  —  developpable  Flächen  und  ordnen  jeder  Ebene  der 
einen  Fläche  eine  Ebene  der  zweiten  zu.  Selbstverständlich  soll 
diese  Zuordnung  durch  eine  analytische  Gleichung  vermittelt 
werden.  Sodann  stellen  wir  zwischen  je  zwei  entsprechenden 
Ebenen  unserer  Developpablen  eine  dualistische  Beziehung  fest. 
In  dieser  Weise  ordnen  wir  jeder  Tangente  der  einen  (wie  der 
anderen)  developpablen  Fläche  einen  Punkt  des  anderen  Raumes 
zu,  und  diese  Zuordnung  besitzt  immer  die  von  uns  verlangte 
charakteristische  Eigenschaft:  Punkt  und  Complexlinte  (d,  k. 
Tangente  der  developpablen  Fläche)  in  vereinigter  Lage  bilden  sich 
als  Complexlinie  und  Punkt  in  vereinigter  Lage  ab. 

Hiermit  ist  eine  ausgedehnte  Kategorie  von  Berührungs- 
transformationen  gefunden,  die  unsere  Forderungen  erfüllen, 
und  andere  Transformationen  liefert  der  dritte  Fall  offenbar 
nicht.  Wünscht  man  unter  diesen  Berührungstransformationen 
alle  ein-eindeutige  herauszugreifen,  so  muss  man  die  beiden 
developpablen  Flächen  durch  zwei  Ebenenbüschel  ersetzen. 
Unter  diesen  letzteren  Transformationen  giebt  es  einige,  die 
durch  zwei  bilineare  Gleichungen  definirt  werden  können. 
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Jetet  nehmen  wir  den  zweiten  Fall  mit  seinen  beiden  Un- 
terfttllen. 

Wir  setzen  zuerst  voraus,  dass  die  Complexlinien  des 
Raumes  Xj  y,  s  einen  allgemeinen  Complex  ersten  Grades  l 
bilden,  und  dass  die  Complexlinien  des  Raumes  X,  F,  Z  einen 
irreduciblen  Kegelschnitt  K  schneiden.  Eine  derartige  polare 
Beziehung  liefert  meine  so  bekannte  Bertthrungstransformation 
^j  die  gerade  Linien  in  Kugeln  ttberftthrt  und  von  mir  schon 
im  Februar  1 869  entdeckt  wurde. 

Ist  nun  L  irgiend  eine  andere  derartige  BerUhrungstrans- 
formation,  so  können  wir  ohne  wesentliche  Beschränkung  an- 
nehmen, dass  L  und  ^  denselben  linearen  Complex  auf  den- 
selben Gomplex  zweiten  Grades  beziehen.  Alsdann  dürfen  wir 
behaupten,  dass  die  Bertthrungstransformation: 

LA-* 

eine  Punkttransformation  P  des  Raumes  o?,  y,  z  darstellt,  welche 
die  PpAFp'sche  Gleichung  des  linearen  Liniencomplexes  l  in  sich 
transformirt.   Es  besteht  daher  die  symbolische  Gleichung: 

LA-'  =  P 
oder 

L  =  P.A; 

und  in  ihr  bezeichnen  P  eine  projeciive  Transformation,  A  meine 
Bertthrungstransformation  und  L  die  allgemeinste  Bertthrungs- 
transformation, die  zwischen  einem  allgemeinen  linearen  Com- 
plex und  dem  Complex  der  Secanten  eines  irreduciblen  Kegel- 
schnitts eine  polare  Beziehung  herstellt. 

Die  wichtigste  Eigenschaft  meiner  Bertthrungstransformation 
A  ist,  dass  sie  Gerade  in  Kugeln  und  Haupttangentencurven  in 
Krttmmungslinien  ttberftthrt. 

Sodann  wollen  wir  annehmen,  dass  der  Liniencomplex  des 
Raumes  x,  y,  z  wiederum  ein  allgemeiner  linearer  Complex  / 
ist,  dass  dagegen  der  Complex  des  Raumes  X,  y,  Z  aus  allen 
Tangenten  einer  nicht- abwickelbaren  Flache  zweiten  Grades 
besteht. 

Die  betreffende  Bertthrungstransformation  B  ftthrt  die  Ge- 
raden des  linearen  Gomplexes  /  in  die  Punkte  X,  Y,  Z  ttber; 
gleichzeitig  transformirt  sie  die  Punkte  x,  y,  z  in  die  Tangenten 
unserer  Flache  zweiten  Grades.    Nun  aber  giebt  es  eine  zuerst 


736  SoPHus  LiR, 

von  Daeboux  uDlersuohie  Pun/raransformation  2>,  die  alle  Tan- 
genten einer  Fläche  zweiten  Grades  in  die  Secanten  eines  Kegel- 
schnittes ttberftthrt.  Daher  können  wir  eine  Bertthrangstrans- 
formation 

BD 
bilden,  die  alle  Punkte  des  Raumes  in  die  Secanten  eines  Kegel- 
schnittes und  die  Geraden  eines  allgemeinen  linearen  Linien- 
oomplexes  in  die  Punkte  des  Baumes  ttberftlhrt.     Wir  können 
daher  die  symbolische  Gleichung: 

BD  =  ^ 
oder 

B  =  ^/>-* 

bilden.  Die  gesuchte  Beriihrungstransformation  B  setzt  sich  also 
aus  meiner  Berührungstransformation  ^,  Darboox's  Transforma- 
tion und  projectiven  Transformationen  zusammen. 

In  meinen  Untersuchungen  im  Jahre  1874  (Math.  Ann.  Bd.  5] 
discutirte  ich  auch  die  hier  untersuchte  Hypothese.  Ich  be- 
gnügte mich  aber  damals  mit  der  Bemerkung,  dass  es  keine 
eindeutige  Bertthrungstransforroation  giebt,  die  dieser  Annahme 
entspricht. 

In  den  Math.  Ann.  Bd.  1 5  betrachtete  Herr  Sgbue  eine  Ab- 
bildung des  linearen  Linienconiplexes  auf  den  Punktraum,  bei 
welcher  alle  Gomplexlinien  durch  einen  Punkt  sich  als  Punkte 
einer  Geraden  abbilden,  die  eine  FlMehe  zweiten  Grades  berührt. 
Es  entging  aber  seiner  Aufmerksamkeit^  dass  diese  Transformation 
insofern  nicht  wesentlich  neu  war,  weil  sie  sich  aus  meiner  Trans- 
formation  und  Darboux^s  Transformation  zusammensetzt.  Auf 
diesen  Umstand  lenkte  ich  die  Aufmerksamkeit  im  Jahre  1 882 
in  den  Verb.  d.  G.  d.  W.  zu  Christiania.  Gleichzeitig  betonte  ich, 
dass  die  Berührungstransformation  B  Haupttangentencurven  einer 
Fläche  in  nicht-euclidische  Krümmungslinien  überführt. 

Mir  gehört  jedenfalls  die  wichtige  Bemerkung,  dass  jede 
Bertthrungstransformation  Bj  die  zwischen  einem  allgemeinen 
linearen  Complex  und  dem  Tangentencomplex  einer  nicht-ab- 
wickelbaren Flache  zweiten  Grades  eine  polare  Beziehung  her- 
stellt, durch  die  Formel 

B  =  udD-' 
dargestellt  wird. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  tLbrig,  die  allgemeinste  polare  Be- 
ziehung zwischen  zwei  Liniencomplexen  zweiten  Grades  zu  be- 
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Stimmen.  Id  meinen  frtther  citirten  Arbeiten  kam  ich  zu  dem 
richtigen  Resultate,  dass  jede  derartige  Zuordnung  durch  ein 
bilineares  Gleichungssystem  definirt  wird,  und  dass  dement- 
sprechend beide  Geradensysteme  tetraedrale  Complexe  sind.  Ich 
werde  jetzt  auf  den  recht  schwierigen  Beweis  dieses  fundamen- 
talen Satzes  ausführlicher  eingehen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  eine  polare  Beziehung  zwischen 
zwei  nicht-speciellen  Linien  com  plexen  zweiten  Grades  durch 
die  beiden  Gleichungen 

(p(x,y,z,X,Y,Z)  =  0,     V^(...)  =  0 

definirt  ist.  Nehmen  wir  sodann  eine  Ebene  allgemeiner  Lage 
im  Räume  x,  y,  z^  so  sind  ihre  Punkte  Bildpunkte  der  Geraden 
eines  Strahlensystems  S,  und  da  unsere  Ebene  einen  irredu- 
ciblen  Gomplexkegelschnitt  enthält,  und  jeder  Punkt  auf  zwei 
Tangenten  dieses  Kegelschnittes  liegt,  so  schneidet  jede  Gerade 
des  Strahlensystems  S  eine  Brennct^rve  zweimal.  Das  Strahlen- 
system S  besteht  also  aus  den  Sehnen  einer  Raumcurve,  und  da 
diese  Curve  auf  cx>*  Kegeln  zweiten  Grades  gelegen  ist,  nämlich 
auf  allen  Gomplexkegeln,  deren  Scheitel  auf  der  Brenncurve 
liegt,  so  ist  diese  Curve  eine  gewundene  Curve  dritter  Ordnung. 

Die  Punkte  x,  y,  z  jeder  Ebene  sind  somit  Bildpunkte  der  Sehnen 
einer  gewundenen  Curve  dritter  Ordnung.  Im  Räume  X,  Yj  Z 
treten  oo'  derartige  Curven  auf,  die  C,  heissen  mögen.  Im 
Räume  x,  y,  z  finden  wir  in  entsprechender  Weise  oo'  Curven 
dritter  Ordnung  C3. 

Nach  Plückbr  hat  jeder  allgemeine  Liniencomplex  zweiten 
Grades  eine  algebraische  Singularitätenflaehe,  deren  Punkte 
dadurch  charakterisirt  sind,  dass  die  zugeordneten  Gomplex- 
kegel  zerfallen.  Nun  muss  jede  Curve  C,  die  Singularitätenfläche 
des  Raumes  X,  7,  Z  mindestens  in  einem  Punkte  schneiden,  und 
in  diesem  Schnittpunkte  P^  sollen  die  hindurchgehenden  Com- 
plexlinien  zwei  Strahlenbüschel  bilden.  Es  bilden  aber  die 
hindurchgehenden  Sehnen  der  (7,  einen  irreduciblen  Kegel 
zweiten  Grades.  Also  ist  P^  ein  Doppelpunkt  des  Complexes,  und 
alle  hindurchgehenden  Geraden  sind  Complexlinien.  Nun  aber 
ist  klar,  dass  unser  Complex  nur  eine  begrenzte  Anzahl  Doppel- 
punkte (und  zwar  höchstens  vier)  haben  kann.  Also  dürfen  wir 
schliessen,  dass  alle  C^  den  Punkt  Pq  (wie  überhaupt  alle  Schnitt- 
punkte mit  der  Singularitätenfläche)  gemein  haben.    Dies  folgt 
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übrigens  unmittelbar  daraus,  dass  die  Doppelpunkte  des  Gom- 
plexes  auf  allen  Complexkegeln  liegen,  wahrend  jede  C,  auf  oo* 
Complexkegeln  gelegen  ist. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  betrachten  wir  im  Baume  x,y,z 
alle  oo*  Gomplexlinien,  die  eine  feste  Complexlinie  g  schneiden. 
Diese  cx>*  Geraden  bilden  ein  Strahlensystem  a,  dessen  Gerade  zu 
oo*  Complexkegeln  und  su  oo*  Complexkegelschnitten  susam- 
mengefasst  werden  können.  Die  oo*  Bildpunkte  aller  Strahlen 
dieses  Systems  bilden  eine  Flache,  die  von  oo*  Gomplexlinien 
erzeugt  wird,  und  diese  Gomplexlinien  gehen  durch  einen  gemein- 
samen Punkt  Q,  Die  betreffende  Flttche  ist  somit  ein  Complex- 
kegel  A'o  und  dieser  Kegel  enthalt  oo*  Gurven  C,  und  gldcb* 
zeitig  den  gemeinsamen  Punkt  P^  aller  Gurven  C,. 

Unsere  oo*  Gur?en  C,  haben  jedenfalls  zwei  gemeinsame 
Punkte,  nämlich  Q  und  P^.  Schneiden  zwei  solche  C,  sich  in 
einem  weiteren  Punkte  17,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  77 
ein  Doppelpunkt  des  Complexes  und  gleichzeitig  ein  gemein- 
samer Punkt  aller  C,  sein  muss. 

Greifen  wir  nun  unter  den  oo*  C,  zwei  beliebige  heraus, 
und  construiren  wir  die  beiden  Kegel  zweiten  Grades  mit  dem 
Scheitel  Pq,  die  unsere  beiden  C,  enthalten,  so  haben  diese  Kegel 
eo  ipso  vier  gemeinsame  Strahlen,  unter  denen  wir  einen,  nSm- 
lieh  PqQ,  kennen.  Diese  Gerade  kann  ausnahmsweise  vierfach 
zahlen;  ist  dies  nicht  der  Fall,  so  haben  unsere  Kegel  jedenfalls 
noch  einen  gemeinsamen  Strahl,  und  trifft  dieser  Strahl  den  Gern- 
plexkegel  Ä^  in  ii,  so  ist  ß  ein  gemeinsamer  Punkt  der  beiden 
C3 ,  gleichzeitig  ein  Doppelpunkt  des  Complexes  und  also  liegt 
ii  auf  allen  00^  C,  unseres  Complexkegels  K^. 

Hier  können  nun  mehrere  Falle  eintreten.  Der  allgemeine 
Fall  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  die  00*  C,  des  Complex- 
kegels K^  fünf  Punkte  gemein  haben,  nämlich  die  Spitze  Q  und 
vier  weitere  Punkte  P^,  P, ,  P,,  P,,  die  wir  als  Ecken  eines 
Tetraeders  auffassen  können.  Nach  langst  bekannten  Sätzen 
schneiden  dann  die  c»'  Sehnen  unserer  c»*  C,  das  besprochene 
Tetraeder  nach  constantem  Doppelverhaltnisse.  Hieraus  folgt, 
dass  in  diesem  allgemeinen  Falle  der  Liniencomplex  des  Raumes 
.V,  K,  Z  ein  allgemeiner  tetraedraler  Complex  ist.  Fallen  einige 
unter  den  fünf  Punkten  Q^  P^  P,  P,  P^  zusammen,  so  ist  der 
Complex  des  Raumes  X,  7,  Z  immer  ein  tetraetraler  Complex, 
dessen  Tetraeder  in  irgend  einer  Weise  ausgeartet  ist. 
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Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  auch  der  Liniencomplex 
des  Raumes  Xj  y,  z  ein  tetraedraler  Complex  ist.  Nun  aber 
habe  ich  schon  langst  gezeigt,  dass  ein  bilineares  Gleichungs- 
system q)  =z  0,  xp  =  0  im  Allgemeinen  eine  polare  Beziehung 
zwischen  zwei  tetraedralen  Liniencomplexen  liefert,  unter  denen 
der  eine  Complex  ganz  beliebig  gewählt  werden  kann. 

Hieraus  Ittsst  sich  nun  schliessen,  dass  jede  polare  Be- 
ziehung zwischen  zwei  tetraedralen  Gomplexen  t  und  T  durch 
ein  bilineares  Gleichungssystem  vermittelt  wird.  Den  Beweis 
fahren  wir  einfach  in  der  folgenden  Weise. 

Zwischen  dem  Complex  t  und  einem  gewissen  anderen 
tetraedralen  Complex  r  sei  durch  ein  bilineares  Gieichungs- 
system  eine  polare  Beziehung  festgestellt,  die  in  der  BerOhrungs- 
transformation  9  ihren  analytischen  Ausdruck  findet.  Es  sei 
femer  B  diejenige  Beruhrungstransformation ,  die  zwischen  den 
Gomplexen  t  und  T  die  polare  Beziehung  feststellt. 

Bilden  wir  dann  die  Beruhrungstransformation 

so  leuchtet  ein,  dass  sie  eine  Punktransformation  ist,  und  dass 
sie  die  Geraden  des  tetraedralen  Complexes  T  in  die  Geraden 
des  Complexes  r  überfuhrt.  Nun  aber  sind  die  Ebenen  Im 
Baume  X,  Y,  Z  die  einzigen  Flächen,  die  in  doppelter  Weise  von 
Geraden  des  Complexes  T  erzeugt  sind.  Durch  derartige  Be- 
trachtungen erkennen  wir,  dass  die  Punkttransformation  B^^^ 
eine  proy6c^2t;e  Transformation  P  ist.  Und  hieraus  folgt,  dass  die 
Beruhrungstransformation 

J5  =  ©/>-* 

durch  ein  bilineares  Gleichungssystem  vermittelt  werden  kann. 

Hiermit  ist  es  uns  durch  Betrachtungen,  die  im  Princip 
streng  sein  dürfen,  gelungen,  die  allgemeinste  polare  Beziehung 
zwischen  zwei  irreduciblen  Liniencomplexen  zu  bestimmen.  Ehe 
wir  unsere  Resultate  formuliren,  wollen  wir  jedenfalls  andeuten, 
wie  sie  sich  auf  reducible  Complexe  ausdehnen. 

Es  seien  zwei  reducible  (algebraische)  Liniencomplexe  c  und  C 
polar  auf  einander  durch  das  Gleichungssystem:  ^  =  0,  t/;  s=  o  be- 
zogen. Wir  nehmen  an,  dass  der  Complex  c  in  m  irreducible  Complexe 
C|  c, . . .  c,i  zerfällt,  und  dass  C  in  entsprechender  Weise  aus  M  irredu- 
ciblen Complexen  C^C^.^.Cm  besteht.  Alsdann  leuchtet  ein,  dass  die 
MoNGi'sche  Gleichung  /'»O  in  m  irreducible  Gleichungen  /'^a  0, ...  ^„  =  0 
zerfällt  und  dass  dementsprechend  die  Gleichung  F  =  o  sich  in  M  irre- 
ilubible  Gleichungen  F|  s  o,  . . .  Fjf  =  0  zerlegt. 
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Jetzt  köDoen  wir  einfach  von  den  Complexen  C| . . .  Cji  abseben 
und  nur  C,  behalten.  Die  Bedingung  für  das  Schneiden  zweier  benach- 
barter Geraden  des  Complexes  C|  erhält  dann  die  Form 

fki  •/*«•••/*/*■=« 
und  dabei  sind  ^|  ^,  . . .  Xr^  einige  unter  den  Zahlen  4,i...m.  Eine 
jede  unter  den  Gleichungen  fjci  =^  0  ist  die  MovGE'sche  Gleichung  eines 
irreduciblen  Complexes  cja.  Behalten  wir  jetzt  unter  den  c  nur  c^^,  so 
erhalten  wir  eine  polare  Beziehung  zwischen  den  beiden  irreduciblen 
Linlencomplexen  Cj  und  cjcf 

Theorem  V.  Sind  zwei  Liniencomplexe  polar  auf 
einander  bezogen,  so  lassen  sich  alle  Möglichkeiten  auf 
die  folgenden  Falle  reduciren: 

1]  Es  können  beide  Complexe  ieiraedrale  Complexe 
sein.  Die  Beziehung  kann  dann  durch  ein  bilineares 
Gleichungssystem  vermittelt  werden. 

i)  Der  eine  Complex  ist  ein  allgemeiner  linearer, 
der  andere  besteht  aus  allen  Secanten  eines  Kegel- 
schnittes, Die  Beziehung  setzt  sich  aus  meiner  be- 
kannten Berührungstransformation,  die  alle  Geraden 
in  Kugeln  überführt,  und  projectiven  Transformationen 
zusammen. 

3)  Der  eine  Complex  ist  ein  allgemeiner  linearer, 
der  andere  besteht  aus  den  Tangenten  einer  nicht-ab- 
wickelbaren Fläche  zweiten  Grades. 

i]  Beide  Complexe  bestehen  aus  den  Tangenten  einer 
abwickelbaren  Flache. 

5)  Die  Geraden  des  einen  Complexes  schneiden  eine 
feste  Gerade;  diejenigen  des  anderen  Complexes  sind 
Tangenten  einer  abwickelbaren  Flache. 

6)  Beide  Complexe  sind  specielle  lineare  Complexe. 
Die  Beziehung  wird  im  einfachsten  Falle  durch  eine  Be- 
rühungstransformation  vermittelt,  die  schon  bei  Euler 
und  Lagrange  auftritt. 

Nur  die  drei  letzten  Fälle  können  auch  iranscen- 
dente  Berührungstransformationen  liefern. 

Ich  habe  versucht,  auch  diese  Untersuchungen  auf  n  Dimen- 
sionen auszudehnen  ^). 


4)  Ich  sehe  mich  dazu  veranlasst,  nachtrIigUch  zu  betonen,  dass  ich 
in  meinen  Vorlesungen  bei  vielen  Gelegenheiten  hervorgehoben  habe,  dass 
der  Begriff:  derivirte  Gruppe  in  der  Substitutionentheorie  sein  Analogen  hat. 


Znr  Erinnerung 


an 


FRIEDRICH  STOHMANN. 

Rede 

im  Auftrage  der  Eönigl.  Sachs.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften 

gehalten  in  der 

öffentlichen  Oesammtsitsung  sur  Feier  des  Todestages  Leibnizens 
am  13.  Noyember  1897 

von 

Wilhelm  Ostwald, 

o.  M. 


LEIPZIG 

BEI  S.  HIRZEL 

1897. 


Am  1 .  November  1 897  verschied  nach  kurzer  Krankheit  im 
65.  Lebensjahre  Fribdrigh  Stohmaii n.  Er  war  seit  dem  April  4  891 
Mitglied  unserer  Gesellschaft,  deren  Schriften  eine  Reihe  von 
zehn  werthvoUen  Abhandlungen  aus  seiner  Feder  enthalten. 
Noch  kurz  vor  seinem  Tode  war  er  mit  der  Fertigstellung  einer 
elften  letzten  Arbeit  beschäftigt,  die  er  der  Gesellschaft  vorzu- 
legen gedachte;  es  ist  zu  hoffen,  dass  ihre  Ergebnisse  uns  und 
der  Wissenschaft  nicht  verloren  gehen  werden,  wenn  es  ihm 
auch  nicht  vergönnt  war,  sie  vollständig  abzuschliessen. 

Fribdrigh  Stohm ank  wurde  1 832  in  Bremen  als  Sohn  eines 
vermögenden  Kaufmannes  geboren.  Ursprünglich  zum  prakti- 
schen Chemiker  und  Fabrikleiter  bestimmt,  hat  er,  getrieben  von 
der  unbezwinglichen  Sehnsucht  nach  der  Bethatigung  im  Gebiete 
der  reinen  Wissenschaft,  sich  unter  Htthen  und  persönlichen 
Opfern  langsam  zu  einer  Stellung  durchgearbeitet,  welche  seinem 
Ideal  entsprach.  Nachdem  er  seine  Studien  unter  Wöhlbr  in 
Göttingen  und  unter  Hopmann  in  London  gemacht  hatte,  fand  er 
am  letzteren  Orte  eine  Thätigkeit  als  Assistent  bei  Graham.  Von 
dort  begab  er  sich  in  seine  Heimath,  um  eine  seinem  Vater  ge- 
hörige chemische  Fabrik  zu  ttbemehmen,  gab  wegen  widriger 
Verhältnisse  diese  Thätigkeit  aber  bald  auf  und  widmete  sich, 
zuerst  als  Assistent,  dann  als  Leiter  landwirthschaftlicher  Ver- 
suchsstationen in  Celle,  Braunschweig,  Mtinchen  und  Halle  Auf- 
gaben, die  sich  aus  der  Anwendung  der  Chemie  und  Physiologie 
der  Pflanzen  und  Thiere  auf  die  Landwirthschaft  ergaben.  Von 
den  zahlreichen  Veröffentlichungen  aus  dieser  Periode  se!  auf 
die  gemeinsam  mit  Hbnnbbbrg  1860  und  1864  herausgegebenen 
»Beitrage  zur  Begründung  einer  rationellen  Ftttterungslehre  der 
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Wiederkäuer«  hingewieseD,  welche  seinen  Ruf  begrandeten  und 
als  ein  grundlegendes  Werk  fttr  die  Ernahrungsphysiologie  der 
Haussttugethiere  noch  heute  angesehen  werden  müssen. 

Ausser  dieser  umfassenden  Arbeit,  die  er  später  durch  einen 
4873  erschienenen  Band  »Biologische  Studien«  ergänzte,  hat  er 
zahlreiche  andere  Abhandlungen  aus  den  verschiedensten  Ge- 
bieten der  angewandten  Chemie  verOffentHcht,  deren  Gesammt- 
heit  ihm  einen  so  hohen  Bang  unter  den  Arbeitsgenossen  ver- 
schafften, dass  er  1 874  an  die  Universität  Leipzig  mit  dem  Auftrage 
berufen  wurde,  ein  biologischM^hemisches  Laboratorium  einzu- 
richten. In  diesem  konnte  er  ohne  Beschränkung  durch  die  Be- 
dürfnisse der  praktischen  Tagesarbeit  sich  der  rein  wissenschaft- 
lichen Thätigkeit  widmen,  welche  von  jeher  das  hikshste  Ziel 
seines  Strebens  gewesen  war,  und  er  hat  oft  bezeugt,  dass  er  in 
dieser  Bichtung  mit  seinem  Leipziger  Amt  alles  erreicht  hatte, 
was  er  wünschen  und  hoffen  konnte. 

Auch  die  erste  Zeit  seiner  Leipziger  Thätigkeit  war  mit  Ar- 
beiten über  Ernährung  und  Stoffwechsel  der  Thiere  ausgefüllt. 
Aber  unwiderstehlich  drängte  sich  ihm  die  Ueberzeugung  auf, 
dass  der  Stoffwechsel  nur  der  äussere  Rahmen  für  den  viel 
wichtigeren,  ja  schliesslich  allein  massgebenden  Energie- 
wechsel im  Haushalte  der  Organismen  ist,  und  ans  seiner  Wen- 
dung auf  die  hier  vorliegenden  Probleme  hat  sich  in  der  Folge 
seine  Zugehtfrigkeit  zu  unserer,  der  reinen  Wissenschaft  allein 
gewidmeten  Gesellschaft  ergeben. 

Die  Frage  nach  dem  Energiehaushalt  der  höheren  Thiere 
lässt  sich  auf  verhältnissmässig  einfache  Formen  bringen.  Denn 
da  die  stickstofffreien  Nährstoffe  zum  allergrössten  Theile  die 
gleiche  Umwandlung  erfahren,  welche  bei  einer  Verbrennung 
im  freien  Sauerstoff  vor  sich  geht,  so  ergiebt  die  Verbrennungs- 
wärme dieser  Nährstoffe  unmittelbar  den  Gesammtbetrag  der 
dem  Organismus  aus  ihnen  zukommenden  Energie.  Bei  den 
stickstoffhaltigen  Nährstoffen  entsteht  zwar  nicht,  wie  bei  der 
gewöhnlichen  Verbrennung,  freier  Stickstoff,  sondern  der  seiner- 
seits noch  einer  Oxydation  fähige  Harnstoff.  Doch  hier  handelt 
es  sich  nur  noch  darum,  auch  die  Verbrennungswärme  des  Harn- 
stoffs zu  messen ;  zieht  man  diese  von  der  des  stickstoffhaltigen 
Nährstoffes  ab,  so  ergiebt  der  (für  dieselbe  Stickstoffmenge  bei- 
derseits) berechnete  Unterschied  den  Betrag  der  im  Organismus 
verwendeten  Energie. 
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Nun  war  noch  vor  zwanzig  Jahren  unsere  Kenntnias  dieser 
Grössen  ttussersi  dürftig.  Zwar  lagen  einerseits  schon  recht  ge- 
naue Messungen  von  Verbrennungswarmen  vor,  sie  bezogen  sich 
aber  nur  zum  kleinen  Theil  auf  die  physiologisch  wichtigen 
Stoffe,  da  diese  der  Messung  grosse  Schwierigkeiten  entgegen- 
setzten. Andererseits  hatte  Frankland  durch  ein  besonderes  Ver- 
fahren die  Schwierigkeiten  zu  überwinden  gesucht  und*  eine 
Reihe  von  Messungen  mitgetheilt;  tlber  die  Genauigkeit  der  er- 
haltenen Ergebnisse  war  indessen  noch  kein  sicheres  Urtheil 
möglich. 

An  diesem  Punkte  griff  Stohmanr  ein.  Zunächst  entwickelte 
er  die  FRANKLj^Nn'sche  Methode  mit  der  ihm  eigenthttmlichen 
Sorgfalt  und  Gewissenhaftigkeit,  bestimmte  die  erforderlichen 
Gonstanten  und  führte  nach  ihr  eine  grosse  Reihe  von  Messungen 
aus.  Als  aber  einige  Jahre  spater  die  von  Birthblot.  und  Vihllb 
ausgearbeitete  Methode  der  »calorimetrischen  Bombe«  sich  als 
ein  allseitig  brauchbares  und  zuverlässiges  Verfahren  erwies, 
zögerte  er  nicht,  die  Möglichkeit  einer  Prttfung  seiner  Zahlen 
alsbald  zu  benutzen.  Nachdem  ihm  die  sachsische  Staatsregie- 
rung mit  gewohnter  Bereitwilligkeit  fttr  die  Untersttttzung  wis- 
senschaftlicher Arbeiten  die  erheblichen  Mittel  zur  Beschaffung 
der  kostbaren  Apparate  und  Einrichtungen  bewilligt  hatte,  giog 
Stohmann  nach  Paris,  um  sich  vom  Erfinder  selbst  in  der  Hand- 
habung des  Apparates  unterrichten  zu  lassen.  Es  sollte  nicht 
lange  dauern,  so  übertraf  der  Schüler  den  Lehrer;  in  der  That 
können  Stohmann's  thermochemische  Messungen  in  ihrer  Ge- 
sammtbeit  als  die  genauesten  bezeichnet  werden,  die  in  unserer 
Zeit  ausgeführt  worden  sind. 

Mit  dem  neuen  Apparat  wurden  zunächst  die  für  den  Stoff- 
und  Energiewechsel  der  Thierorganismen  massgebenden  Werthe 
nochmals  gemessen  und  wo  erforderlich  verbessert.  Aus  dem 
gewonnenen  Zahlenmaterial  ergaben  sich  aber  alsbald  Schltlsse 
allgemeinerer  Art,  und  diese  Richtung  der  Arbeit,  die  Frage 
nach  dem  Zusammenhange  des  Energie-Inhaltes  or- 
ganischer Verbindungen  mit  deren  Zusammensetzung 
und  Constitution,  fesselte  von  nun  ab  völlig  Stobmann's 
Aufmerksamkeit.  In  der  That  verdanken  wir  ihm  einen  ganz 
erheblichen  Theil  unserer  Kenntnisse  auf  diesem  mannigfaltigen 
und  interessanten  Gebiete. 

Was  bis  dahin  bekannt  war,  lässt  sich  wesentlich  dahin 
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zusammenfassen,  dass  fttr  gleiche  Unterschiede  der  chemischen 
Zusammensetzung  auch  gleiche  Unterschiede  der  Verbrennungs- 
und somit  der  Bildungswärme  auftreten.  Diesen  Satz  in  weitem 
Umfange  geprüft  und  vielfoch  bestätigt  zu  haben,  ist  ein  erstes 
Verdienst  Stohmann's. 

Doch  zeigte  sich  bald,  dass  dieses  Gesetz  nicht  streng  richtig 
sein  kann.  Nach  ihm  sollte  nur  die  chemische  Zusammensetzung 
fttr  die  Verbrennungswttrme  massgebend  sein,  so  dass  isomeren 
Verbindungen  die  gleiche  Verbrennungswftrme  zukommen  mttsste. 
Die  alteren,  weniger  genauen  Messungen  liessen  in  dieser  Be- 
ziehung keine  erheblichen  Unterschiede  erkennen,  und  in  Stoh- 
iiA!f:^'s  ersten  Abhandlungen  tritt  unverkennbar  die  Neigung 
hervor,  beobachtete  Unterschiede  solcher  Art  Versuchsfehlem 
zuzuschreiben.  Indessen  machte  die  gesteigerte  Genauigkeit  der 
Messungen  eine  solche  Auffassung  bald  unmöglich  und  es  wurde 
nothwendig,  constitutive  Binfittsse  anzuerkennen  und  wo- 
möglich ihrerseits  gesetzmässig  zu  begreifen. 

Auf  diesem  weit  feineren  und  schwierigeren  Gebiete  hat 
sich  unser  Forscher  bald  sicher  bewegen  gelernt  und  inter- 
essante Ergebnisse  erlangt.  Das  interessanteste  unter  ihnen  ist 
die  völlig  neue  und  unerwartete  Entdeckung  des  Parallel  ismus 
zwischen  der  Verbrennungswarme  und  der  elektrolytischen 
Dissociationsconstante  isomerer  organischer  Säuren.  Zuerst  an 
wenigen  Beispielen  erkannt,  hat  diese  Beziehung  sich  durch 
Stohmann's  Bemühungen  als  sehr  allgemein  erwiesen,  so  dass 
unzweideutige  Ausnahmen  von  ihr  noch  nicht  beobachtet  wor* 
den  sind. 

Von  weiteren  Ergebnissen  sind  die  Gesetzmässigkeiten  zu 
nennen,  die  sich  bei  den  organischen  Aminbasen  zeigen,  je  nach- 
dem die  Substitution  der  Alkyle  am  Stickstoff  oder  am  Kohlen- 
stoff stattfindet,  femer  die  sehr  bemerkenswerthen  Regelmässig- 
keiten bei  der  Hydrirung  geschlossener  Ringe.  Den  betheiligten 
Mitgliedem  der  Gesellschaft  werden  diese  Dinge  noch  nach  den 
Vorträgen  unseres  dahingeschiedenen  Genossen  in  persönlicher 
Erinnerung  sein. 

Es  war  nur  eine  gerechte  Anerkennung  der  Bedeutung  dieser 
Arbeiten,  dass  unsere  Gesellschaft  Stohman.'«  4894  zu  ihrem 
ordentlichen  Mitgliede  wählte.  Von  Stohmarh,  der  auf  diesen 
Theil  seiner  Thätigkeit  das  grösste  Gewicht  legte,  wurde  diese 
Anerkennung  sehr  lebhaft  empfunden. 
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Suchen  wir  soMiesslich  das  Bild  der  wissenschaftlichen  Per- 
sönlichkeit Stohmahii's  uns  zu  vergegenwärtigen,  so  wird  viel- 
leicht ein  Gleichniss  dazu  am  dienlichsten  sein.  Wie  man  die 
optischen  Instrumente  auf  den  Typus  des  Fernrohrs  und  des 
Mikroskops  zurückführen  kann,  so  lassen  sich  auch  die  meisten 
Naturforscher  unter  entsprechende  Typen  bringen.  Den  einen 
ist  es  gegeben,  mit  umfassendem  Weitblick  das  Feme  zu  er- 
schauen und  es  uns  nahe  zu  bringen;  die  anderen  dringen  um- 
gekehrt in  die  feinen  und  feinsten  Einzelheiten  eines  engeren 
Gebietes  ein,  und  nur  ganz  selten  finden  sich  Naturen,  die  so 
reich  angelegt  sind,  dass  sie  mit  beidem  wechseln  können.  Stoh- 
iiANN  gehörte  durchaus  zur  zweiten  Klasse.  Gewissenhaftigkeit 
und  Sorgfalt  der  Arbeit,  unermüdliche  Prüfung  und  Verbesse- 
rung der  Methoden,  um  die  bestmöglichen  Ergebnisse  zu  erlangen, 
sind  die  Eigenschaften,  welche  vor  allem  seine  Thtttigkeit  kenn- 
zeichnen. Irrthümer  sind  auch  ihm  nicht  erspart  geblieben; 
aber  —  und  dies  ist  nicht  sein  kleinster  Ruhmestitel  —  er  ist  es 
fast  immer  selbst  gewesen,  der  sie  entdeckt  und  verbessert  hat. 

Welche  von  diesen  beiden  Begabungen  die  höhere  ist,  wer 
wollte  es  entscheiden?  Wissen  wir  doch,  dass  in  letzter  Linie 
Mikroskop  und  Femrohr  auf  dem  gleichen  Princip  beruhen:  sie 
erweitern  unseren  Sehwinkel.  So  müssen  wir  allen  den 
Forschem  dankbar  sein,  welche  unseren  wissenschaftlichen  Seh- 
winkel er  weitem,  sei  es  auf  dem  einen  oder  dem  anderen  Wege. 
Und  darum  wird  die  Gesellschaft  auch  dem  geschiedenen  Ar- 
beitsgenossen ein  treues  Andenken  bewahren. 
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